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-�3��� 73.

�+����� 3�21 ���3-�2�7�� � =��3�,- ��� �-2����'

�-� 2 7�  -�2�=�� ��4���0����  3-7�HF�+ �;��0�+'

$ �-���6 43��- ����-7-� +-2�7 ?@//-�2���5�A ,� 2�=1 �� � ���- ��2���4�  /��8

+�3������ ��7��7 � ��� ���H +��4�,� 2�,�5� �-��=�6 � ��3�,-�5 �����-��. ��$

� ���;�3-- �;F-+ ��7-' "7- 9 2��>- �����7.2 . �;F�- �-0�392�25 73. 0��,-��6

��� 2��2  ���� 2� 7�//�0�����8���2��3���-+5� +��4� 2�7�6�5� �-��=�6'

$2���. 43��� �� �.F-�� ���+-�-��H ��$ 73. ��� ���. ���-2��� �-��=�6  

�,� 2�-+ +-2� 2�;�39�5� ,� 2�=1 �-��=�6 $J�1 ��-+.��0�-K-���6 !#�1 �;��0�H8

F-6 . � �-��=�.� ;-3���5� +����+�3-��3'

$ 2�-29-6 43��- ��0��2� 
�$ +��4� 2�7�6�5� �-��=�61 ����-7-�� ��� ���- ��8

�-2��� �-��=�� �;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��1 �; �>7�-2 . 2�,�� 29 �-0�392�2��


�$ � 2-���� +��4�,� 2�,��4� .7��'

$ ,-2�-�2�6 43��- �����7�2 . �� ,-2 $�
J � .�3-��6  ������6 ��3.��0�=��

73.  � 2-+  ;�39K�+ ,� 3�+ +�4��2�5� .7-�1 �����7�2 .  ����-��- �� ,-2��  

@� �-��+-�2�39�5+� 7���5+� �� !#� � $�
J'

#.2�. 43��� �� �.F-�� ��0��2�H 2-���� ��4-�-�2��4� �-�-�� � �-������- ��6

 ������6 ��3.��0�=�� .7-� �  3�;5� ��3.� 0�  ,-2  �39��6  �.0�  �����1 2-����

.�3-��6 �-3�� �=�� �  � 2-+-  �.0���5�  �����1 2��>- � 7����6 43��- ��0��2 �;8

F�6 +-2�7 ��07-3-��.  �����5� ���.7��� ��� ��3�,�� �-������- ��6 ��3.��0�=��1

�����7�2 .  ����-��- �� ,-2��  @� �-��+-�2�39�5+� 7���5+�'

$ ��,�3- ��>7�6 43��5 �����7�2 . �;0�� 3�2-��2��5 ��  ��2�-2 2��HF-6 2-+-'

$ ���=- 7�  -�2�=�� ����-7-�5 � ����5- �-0�392�25 � �5��75 ��;�251 ;3�4�7��8

�� 2�1 ���3�>-��.1 � 2��>-  �� �� =�2���-+�6 3�2-��2��5' $ 2-� 2- 7�  -�2�=��

  53�� �� ��;�25  �,� 2�-+ ��2��� 7�  -�2�=��  ��;>-�5 ��7,-�������-+'
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$ 7����6 43��- ��3�,-�5 ���-2�,- ��- �����-��. +��4� 2�7�6�5� �-��=�6 � ���8

;3�>-��� ��$' #���0���1 ,2� K�����6 �3�  ��+�,- ��� �-��=�6 +�>�� ��� 58

��29 ��� ��+�F� /��+�3�0+� ?@//-�2���5�A ,� 2�=  ?���2�-��-6  2���2���6A'

�2������6 2�,��6 +-2�7� .�3.H2 . +��4�,� 2�,�5- �����-��. �����33. 73. ?+�28

��= �3�2�� 2�A �-��=�����6  � 2-+5 � +�2��,��+ ���3�4- ��� 2��� 2�� ����1 ��08

��3.HF�- ��3�,�29 ;- ���-,�5- �-������  ��,�3� 73. ,� 2�,�5� +�2��= �3�2��8

 2�1 � 0�2-+ � 73. +�2��,�5� ����-3.=����5� /��+1 � 2-�+���� ��2��5�  2���3� 9

0�+5����- ��3�,-��5� �-�����6' �0�- 2�5- �0 3�2-��2��5 73. @3-+-�2���5� �-8

��=�6  �� �;5 0�+5����. �-������ �;�;F-�5 �� +�2��,�56  3�,�61 ,2� ��0��3�3�

�5�- 2� �����-��. ��$ 73. +��4� 2�7�6�5� �-��=�6 � ���;�3-- �;F-6 �� 2�����-

0�7�,�' $�-��5- �  �-+� +��4� 2�7�6��6 �-��=�� ;53� ��3H,-�5  2�7�� �;��2�8

+�6 �  �=��=��87�  �=��=�� � ����0�-7-� �,-2 ��3�,�. ��� t = 0 4-+���39�5�

��� �-�4-�2��1 � �;F-+  3�,�- ��3H,-�5 � ��  +�2�-��-  �����5-  2-�-��  ��;�75

�-�4���HF�� ,� 2�=' �03�>-��5- � 7����6 43��- �-0�392�25 ��3�,-�5 � ��;�2��

PD)1 DE1 DB1 )%1 )&1 )<Q'

&
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�;0�� 3�2-��2��5 �� �.F-�  ���-+-��5+ +-2�7�+ ��� ���. ���-2��� ;�+�3-��8

3.��5� �-��=�6 � >�7�� 2.�'

���;�3-- �0�- 2�5+  �� �;�+ ��� ���. ���-2��� �-��=�6 .�3.-2 . 0���� 7-68

 2��HF�� +�  1 � ��+��� ��2���4� ���-2��� �-��=�� A+B →�������� ��� 5��-2 .

�����-��-+

dNA

dt
= −kNANB =

dNB

dt
, N&'&'&O

47- NA � NB * ���=-�2��=�� �-�4-�2�� A � B  ��2�-2 2�-���' ��� 2��2�  ���� 2�

k ���-7-3.-2 . 2�39�� 2-�+�7���+�,- ��+� ����+-2��+�  � 2-+5 � �- 0��� �2 ��

�2 ���=-�2��=�6 �-�4-�2��1 �� �2 ��-+-��'

$ 4�0���6 /�0- ��� ���- ���-2��� �-��=�6  ��+�F9H �����-��- N&'&'&O .�3.-2 .

���3�- ���-+3-+5+' $ >�7�� 2�1 �7����1  �2��=�. ��,- 2�-��� ���. �  �3� ���8

4� N��� �����3�1 7�//�0�����4�O �����2-�� 7��>-��. �-�4-�2��' 
3�4�7��. @2�+�

�-�4-�25 � >�7�� 2� N�3�2��61 ���7-� ��������6  �-7-1 ��-�.2 2��HF-6 �� �� 8

��>7-��HO ����7.2 . �;3�0� 7��4 7��4� 7� 2�2�,�� ���7�3>�2-39��- ��-+. N2��

��05��-+56 ?�3-2�,�56A @//-�2O P)C1 )(1 )GQ1 ��-7 2��3-��. � ��2���+ �4��H2 ;�8

0���H ��39 � /��+�3�����- � ����5� ����=����  ������6 ��+�� PC%Q' !���K� �08

�- 2��1 ,2� ���2��25 +->7� �-�4-�2�+� � @2�+  3�,�- ���� ��7.2  -��.+�' ��>7�H

 -��H 2���� ���2��2�� ����.2� ��05��29 ?� 2�-,-6A �-�4-�2��' �-��� ���2���5�

���2��2�� * � 2�-, * ,-�-7�H2 .  7� 2�2�,�� ���7�3>�2-39�5+� ;3�>7���.+� 7�

� 2�-,�  �  3-7�HF�+ ���2�-��+ �� �-��=��'

���;�3-- ��� 25+  �� �;�+ �,-2� @//-�2�� 7�//�0�� .�3.-2 . +-2�7  2�3�8

����2-39�5� ��+�3-� ��1  �29 ��2���4� 0��3H,�-2 . �  3-7�HF-+' !�+�,- ��. �-8

��=�. A + B →�������� ��  +�2����-2 . ��� <8 2�7�6�56 ���=-  1 2'-'  ��,�3�

�+--2 +- 2� 7�//�0�����-  ;3�>-��- A � B  �;��0�����-+ ���0�,� 2�=5 * 2��

��05��-+�4� ? 2�3�����2-39��4�A ��+�3-� � [A . . .B]1 ��2��56 0�2-+ �-�4���-2  

�;��0�����-+ ���7��2�� P)DQ:

A+B � [A . . .B] → #��7��2. N&'&'<O

<



#�� @2�+ ��� 2��2�  ���� 2� �;��0�����.  2�3�����2-39��4� ��+�3-� � ����� ��	


	�������
 ��� 2��2-  ���� 2� kD = 4πRD N47- R * ��  2�.��- ���;�39K-4�  ;3�8

>-��. A � B1 �����-  �++- �� ��7�� ��1 D * ��@//�=�-�2 �0��+��6 7�//�0��1

����56  �++- ��@//�=�-�2�� 7�//�0�� A � BO' $ 3-7 2��- �3-2�,��4� @//-�2�

��-+. �� ��7� ��+�3-� � [A . . .B] ��  ��;�7�5- ,� 2�=5 A � B ���-,�� � �����

τd = R2/D * �����2-���+� ��-+-�� � 2�-,� �-�4-�2�� � �� 2���- P)CQ' ����+ �;8

��0�+1 � -�7�,� 2�=5 [A . . .B] � ,-0�H2 � 7��� ���������HF�� ���=-  ��: 7�/8

/�0�����4� �� ��7� �� A � B1 �����7.F-4�  �  ���� 29H k0 = kD/v1 � �-��=�� �

���7��251 �����7.F-6  �  ���� 29H W = kr/v P)DQ' J2� �����7�2 � 0��� �+� 2�

��3��6 ��� 2��25  ���� 2� �-��=�� A+B →�������� �2 7�//�0�����6 ��7��>8

�� 2� �-�4-�2��' "7- 9 kr * ����������� ��� 2��2�  ���� 2�1 v * �;S-+ �-��=�����6

0��5'

��� 2��25  ���� 2� � ��+��� +�7-3�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� ��  ,�258

��H2 .  3-7�HF�+ �;��0�+' #�-7��3�4�.1 ,2� � 3H;�6 +�+-�2 ��-+-�� t ���=-�8

2��=�. [A . . .B] +�3�1 +�>�� ���+-��29 73. �-- ���;3�>-��- ���0� 2�=������5�

���=-�2��=�6' �3. @2�4� � ���-2�,- ��� �����-��.� 73. ���=-�2��=�6 ,� 2�=

dNA

dt
=
dNB

dt
= −kDNANB + k0NAB, N&'&'CO

dNAB

dt
= kDNANB − (k0 +W )NAB

 3-7�-2 � 2�-+�29 dNAB/dt � ��3H P)DQ' "7- 9 NAB * ���=-�2��=�. ��+�3-� ��

[A . . .B]' J2� ��0��3.-2 ��3�,�29

NAB =
kDNANB

k0 +W
N&'&'(O

� 7�3--

dNA

dt
=
dNB

dt
= −kNANB, N&'&'GO

47- ��� 2��2�  ���� 2� k 7�-2 . �0�- 2��6 /��+�3�6 ��33��0�8��+;�33� P))1 )EQ:

k =
krkD
kr + kD

. N&'&'DO

���  3-7�-2 �0 7����6 /��+�351 �-��=�. ��		������� ������������� ��� kD � kr

N--  ���� 29 �;� 3��3-�� 2�39�� ��7��>�� 29H ,� 2�=O � ����������� ��������


����� ��� kD � kr N-- ��� 2��2�  ���� 2� �- 0��� �2 �2 kDO'

C




-2�7  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� �,-�9 ��43.7-�1 .�3.-2 . �;F-����.25+

�1 ���;F- 4����.1 ��0��3.-2 ��3�,�29 �����39�5- �5��>-��. 73. ��� 2��2  ��8

�� 2� 7�//�0�����8���2��3���-+5� �-��=�6' �  �>�3-��H1 73. +��4� 2�7�6�5�

�-��=�6 �� �����7�2 � �- 9+� 4��+�07��+ +�2-+�2�,- ��+ �5�3�7��+1 ���7� @2�4�

�-7� 2�2�� � 7����6 ��;�2- ��-73�4�-2 . � ��390���29 /��+�3�0+ ��$ 73. �� ,-2�

��� 2��2  ���� 2� N +' ��>-O' ���+- 2�4�1 �0�- 2�5 �2�3��-��. �2 ��� 2�4� 0���8

�� 7-6 2��. +�  N&'&'&O1 2��>- �50����5- �3-2�,�5+ @//-�2�+ � � �;-��� 2.+�

7�//�0�����4� 7��>-��. �-�4-�2��'

$�-��5- 2���- �2�3��-��. �2 0����� 7-6 2��HF�� +�  ;53� �;����>-�5 �+�8

3���� ��+ P)BQ1 ��2��56 ��  +�2����3 0�7�,� � �-�;��2�+�6 ���4�3.=�� � ��33��78

�5� �� 2�����' $ 7����6 +�7-3� �-��=�. +->7� ,� 2�=�+� ���� ��7�2 +4���-���

��� ���2��2- �-�4-�2��' ��47� ��� 2��2�  ���� 2� 0��� �2 �2 ��-+-�� � ���-7-3.8

-2 . 7�//�0����5+ ��2���+ �� ��43�F�HF�H N?,-���HAO  /-�� ��7�� � R:

k(t) = 4πDR

(
1 +

R√
πDt

)
. N&'&')O

#�0>- 7���56 ��7��7 ;53 �;�;F-� ��33��0�+ � ��+;�33�+ P))Q1 ��2��5- ��  +�28

����3�  �2��=�H1 ��47� �- ��>756 ���2��2 ���2�-��� �����7�2 � �-��=��1 � ��8

��0�3�1 ,2� � ��,�39�56 +�+-�2 ��-+-�� ?��� 2��2�  ���� 2�A  ����7�-2  �-��=�8

����61 � �� ;�39K�� ��-+-��� 7� 2�4�-2  ��-4�  2�=�������4� 0��,-��. N&'&'DO' �

 �>�3-��H1 ��7��7 �+�3���� ��4� .�3.-2 . �-7� 2�2�,�� �;F�+ � �- +�>-2 ;529

���+-�-� 73. ��� ���. ���-2���  3�>�5� +��4� 2�7�6�5� �-��=�6' #�@2�+� 73.

��� ���. ���-2��� ���=-  �� � >�7�� 2� 2�-;�H2 . 7��4�- +-2�75 � ��7��75' $

;�3-- �;F-+  3�,�- �-���2��2�5� �-��=�6 ��� ����0��39��+  ��2��K-��� 7�/8

/�0�����6 � �-��=�����6  ���� 2-6 ��� 2��2�  ���� 2� �-��=�� +�>�� �5��0�29

,-�-0  ���� 29 ���2-����. @3-+-�2����4� ��2� �-��=�� W (r) � �����H �3�2�� 29

�-�4-�2�� n(r, t) PE%1 E&Q1 ��2���. �7��3-2���.-2 �����-��H

(∂t −D∆r)n(r, t) = −W (r)n(r, t), n(r, 0) = 1, N&'&'EO

 3-7�HF�+ �;��0�+:

k(t) =

∫
W (r)n(r, t)dr. N&'&'BO

�3-7�HF�+ ��>�5+ K�4�+ � ��0��2�� 2-���� ��+�,- ��� �-��=�6 .�3.-2 .

��  +�2�-��-  3�>�5� +��4� 2�7�6�5� ���=-  �� �  ���8 -3-�2���5� �-��=�6' "�8

7�,� �5��7� ���-2�,- ��� �����-��6 ��+�,- ��� ���=-  �� � >�7��6 /�0- � �;F-+

(



 3�,�- �- 9+�  3�>�� ��  ����-��H  2�6 >- 0�7�,-6 � 4�0���6 /�0- � 3-7 2��-

� 3�>�-��. ���=-�=�� ����5� � 2�-, �3-2�,�5+ @//-�2�+' 	- �-K-��- +�>��  �8

F- 2�-��� ���� 2�29 �  3�,�- ��0;��3-��5� �� 2�����1 2'-' ��� ��3�,�� � 0�7�,-

+�3�4� ����+-2��

ξ =
4π

3
a3C � 1, N&'&'&%O

��05��-+�4� ;�����5+' "7- 9 a * �����2-��56 ��0+-� ,� 2�=1 C * ���=-�2��=�.

3H;�4� �0 �-�4-�2��' ���2-��6 N&'&'&%O ��05��H2 ���2-��-+ ;������ 2�1 �  ��2�-28

 2��HF-- -+� ���;3�>-��- * ;�����5+' $ -4� ��+��� +��4�,� 2�,��. ���-2���

���-7-3.-2 . 3�K9 ,-�-0 ����+-2�51 ��3�,�-+5- �0 �-K-��. �����6 N7���,� 2�,8

��6O 0�7�,�'

���;�3-- �;F�+ +-2�7�+1 ��0��3.HF�+ ��� 5��29 ���-2���  3�>�5� +��4� 2�8

7�6�5� �-��=�61 .�3.-2 . ��2-4��39��. ��2-4��39��. 2-���. � 2�-,1 ��-73�>-���.

� ��;�2�� P&(1 &G1 &DQ N7�3-- * ��$O' ��,�3� ��0��;�2�- +�2��,��6 �$ ��3�>�3�

��;�25 ��3����� PE<Q � ���2����� � 
��K2-6�� PECQ1 ��  +�2�����K�� @��3H=�H

����2��5�  � 2�.��6 ,�2�=1 ��7�=��������H �� � 2-,�+� � �� 2���-' ��$ ��0��8

3.-2 ����0�- 2� � �-7�-��- ��  2�3����-��.+ � ;�+�3-��3.��5� �-��=�.� ,� 2�=

 ���2�-��-6  2���2���6' $ ��+��� 7����6 2-���� +�2��=� �3�2�� 2� �-�4-�2� A

��7,��.-2 . �����-��H P&DQ:

∂tσA(t) =
ˆ̂
LAσA(t) + cBTrB

t∫
0

ˆ̂
R(t− τ)σB(τ) ⊗ σA(τ)dτ, N&'&'&&O

47- cB = [B]1 ˆ̂
LA * 3����33��� +���+�3-��3.��5� 2��� /��+�=�6 A1 ˆ̂

R * .7�� ��$1

 3-7 ;-�-2 . ��  � 2�.��.+ ���2�-�� �� ;�+�3-��3.���6 �-��=�� B' �3. σB +�>��

0��� �29 ���3�4�,��- �����-��-' �7�� N/���=�. ��+.2�O ��$ �+--2 ��7:

ˆ̂
R(t) =

∫
ˆ̂
V (r)

[
ˆ̂
Eδ(t) +

∂
ˆ̂
G(r, t)

∂t
exp(

ˆ̂
Lt)

]
dr, N&'&'&<O

47- ˆ̂
V * 3����33��� ;�+�3-��3.��5� ���=-  �� � 7���+�,- ��4� �0��+�7-6 2��.

�-�4-�2��1 ˆ̂
L * 3����33��� +���+�3-��3.��5� 2��� /��+�=�6 ���5 {A . . .B}1 ˆ̂

E *

-7���,�56 3����33-� ��-��2��1 � ˆ̂
G ��7,��.-2 . �����-��H:

∂
ˆ̂
G(r, t)

∂t
=
(

ˆ̂
V (r) + L̂r

)
ˆ̂
G(r, t) +

[
ˆ̂
L,

ˆ̂
G
]

N&'&'&CO

G



 ��,�39�5+ � 3���-+ ˆ̂
G(r, 0) =

ˆ̂
E1 47- L̂ * ��-��2�� �2�� �2-39��4� 7��>-��. ���5

{A . . .B}' $ ��;�2- P<BQ ;53� ��-73�>-�� �- ��39�� ;�3-- �7�;��- �5��>-��- 73.

.7�� ��$1 ��3�,�HF-- . � �-0�392�2- 0�+-�5 ∂
ˆ̂
G
∂t

exp
(

ˆ̂
Lt
)

=
ˆ̂
Φ(t)' ��47�

ˆ̂
R(t) =

∫
ˆ̂
V (r)

[
ˆ̂
Eδ(t) +

ˆ̂
Φ(r, t)

]
dr, N&'&'&(O

� ˆ̂
Φ �7��3-2���.-2 �����-��H:

∂
ˆ̂
Φ

∂t
=
(

ˆ̂
V (r) + L̂r +

ˆ̂
L
)

ˆ̂
Φ N&'&'&GO

 ��,�39�5+ � 3���-+ ˆ̂
Φ(r, 0) =

ˆ̂
V (r)'

��� ��7��1 �����-��. N&'&'&&O �+-H2 ��2-4��87�//-�-�=��39�56 ��71 ,2� �- 8

��39�� �-�;5,�� 73. ��+�,- ��6 ���-2���1 �;5,�� ��;�2�HF-6  7�//-�-�=��398

�5+� �����-��.+� �� ���=-�2��=��' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2� 7���5- �����-��. �-

� -47� +�>�� ����- 2� � @�����3-�2��+� 7�//-�-�=��39��+� ��7� �  �3� �� ��7�8

+� 2� ?��� 2��2  ���� 2�A P&B1 <%1 <&1 E(Q' 	F- �7��+ ��>�5+ ��-�+�F- 2��+ ��$

.�3.-2 . ��0+�>�� 29 ��� ���. ���-2��� �-���2��2�5� �-��=�61 ,2� ��7��;�� ���8

 ��� � �;0��- �' �' 
��K2-6�� P<GQ' ��$ ���+-�.3� 9 ���-- 73. ��� ���. ���-2���

�-��=�6 �-�-�� � @�-�4�� P&B1 <%1 <&1 E(Q1 @3-�2���� P<C1 <(1 <E1 EGQ � �-��+;���=��

��7���3�� �� ��-K�-+ +�4��2��+ ��3- PED1 E)Q'

"7- 9 �2+-2�+ �.7 �4����,-��6 ��$' $�8�-��5�1 ��� �- ;53� ��0��2� 73. +��8

4� 2�7�6��6 �-��=�� �;F-4� ��7�1 � ,� 2�� 2�1 7�  �� ��� � �;F�H  �-+� �-��=�� �-

;53� ��3H,-�5  2�7�� �;��2�+�6 �  �=��=��87�  �=��=��' $�8�2��5�1 7�  �� ���

� ��+��� ��$ �- ��  +�2����3� 9  3�,�6 ��3�,�. � ��,�39�56 +�+-�2 ��-+-��

4-+���39�5� ��� �-�4-�2��' �;�;F-��- ��$ �� 7���5-  �2��=�� .�3.-2 . �- 9+�

��>�5+ 73. ��0��2�. 2-��-2�,- ��6 /�2���+�� �  ������6 ��+��1 ,2� ;�7-2 �7��6

�0 ��>�-6K�� 0�7�, 7����6 ��;�25'

"7- 9  3-7�-2 ���+.��29 � ��� �.7 �-7� 2�2��� ��$' �- +�2�. �� 2�1 ,2� ���

7�-2 2�,��- � �+�2�2�,- ��- ��� ���- ���-2��� ��� ;- ���-,��+ ��0;-�3-��� �� 8

2����1 ��$ �,�25��-2 �- � - ;�����5-1 2'-' ����5-1 ��3�75 � ���-2��� �-��=�6'

$��7� @2�4� -- ��-+-���6 ��2-���3 ���+-��+� 2� +�>-2 ;529  �>-��5+ PCG1 CDQ1

,2� �����7�21 �����+-�1 � �-2�,�� 2.+ � ��-7 ��0���.� �-3�,�� ����2��5� �5��8

7�� /3���- =-�=�� ��� ���5K-��� ���=-�2��=�6 �-�4-�2�� P<<Q' 
�3-- ��7��;��

D



����� �; �4����,-���+ ��-+-���+ ��2-���3- ���+-��+� 2� ��$ � -- �3�,K-���

N+�7�/���=��O ;�7-2 ��  +�2�-� � 2�-29-6 43��-'

#��+-��+1 ���;�3-- .��� �33H 2����HF�+ ��-�+�F- 2�� ��$ ��  ����-��H  

/-��+-��3�4�,- ��+� ��7��7�+�1 .�3.-2 . ��� ���- ���-2��� �-��=�6  �,� 2�-+

����2��>���F�� +-2� 2�;�39�5� ,� 2�= � ,� 2�=1 �;3�7�HF��  �����5+�  2-�-8

�.+�  ��;�75' #��+-�5 2���� ���=-  �� ;�7�2 ��  +�2�-�5 �� �2���6 43��-' $

=-3�+1 ��$ .�3.-2 . -7�� 2�-��5+  ���-+-��5+ +-2�7�+ �-/-��+-��3�4�,- ��4�

��� ���. ���-2��� +��4� 2�7�6�5� ��+�,- ��� ���=-  �� � >�7��6 /�0-' � ���8

�5- �4����,-��. ��$1 ���+.��25- �5K-1 ;�7�2  �.25 � 7����6 ��;�2-'

��� �
	�� ����
�	���
� !��	��

����� ����� ���	
�� � �
��������� �����	������� �����


$ 7����6 ��;�2- ;�7-2 ��  +�2����29 . +��4 2�7�6��. �-��=�.1 ��3H,�HF�.  3-8

7�HF�- ;�+�3-��3.��5-

Ai +Bj � Ak +Bl (i, k = 1, . . . , NA; j, l = 1, . . . , NB) N&'<'&O

� +���+�3-��3.��5-  2�7��

Ai � Ap, Bj � Bq, Cα � Cβ N&'<'<O

(i, p = 1, . . . , NA; j, q = 1, . . . , NB α, β = 1, . . . , NC),

� 2��>-  2�7�� �  �=��=��87�  �=��=��

Ai +Bj � Cα, (i = 1, . . . , NA; j = 1, . . . , NB; α = 1, . . . , NC). N&'<'CO

#�7 +���+�3-��3.��5+� �-��=�.+� 07- 9 2��>- ����+�-2 . ��0;�>7-��- +�3-��3

�03�,-��-+ � �� �-3�� �=�. � � �����-  � 2�.��-' ���+- 2�4�1 +5  ,�2�-+1 ,2�

�-�4-�25 Ai1 Bj � Cα �+-H2 ��;�� ���2�-���� ����2��5�  � 2�.��61 �����+-�1

 �����5�1 ���7� ��3�,�. � ��� �- ���-��5� @3-�2����� � +�4��2�5� .7-�' �,-2

����2��5�  2-�-�-6  ��;�75 �- 9+� ��2��3-� 73. ��� ���. ���-2��� ��7���39�5�

�-��=�61 .�3-��6  ������6 ��3.��0�=�� � �3�.��. +�4��2�5� ��3-6 �� ���2-����-

��+�,- ��� ���=-  ��' 
�+�3-��3.���6 �-��=�-6 +�>-2 ;529 ��� �-�-�� �2�+�

�3� 4����5 �2�+��1 2�� � �-�-�� @3-�2���� �3� @�-�4��'

)



�3. ����F-��. � /��+�3�0�=�� �5��7� � 7����6 ��;�2- ��-73�4�-2 . � ��390�8

��29 ��0����-+56 07- 9 +-2�7 ?@//-�2���5�A ,� 2�=1 � ��2���+ +5 ;�7-+  ,�2�291

,2� � - �-�4-�25 Ai1 Bj � Cα .�3.H2 . ���2�-���+� ? � 2�.��.+�A 2�-� �;�;F-��5�

?@//-�2���5�A ,� 2�= A1 B � C:

A = {Ai} = {A1, A2, . . . , ANA
}; B = {Bj} = {B1, B2, . . . , BNB

}; N&'<'(O

C = {Cα} = {C1, C2, . . . , CNC
}.

�'-' - 3� �  � 2-+- �+--2 .1 �����+-�1 &% +�3-��3 A11 G +�3-��3 A2 � &G +�3-��3 A31

�� .05�- ��0����-+�4� /��+�3�0+� @2� �0��,�-21 ,2� � -4� �+--2 . C% ?,� 2�=A A1

�+-HF�� �-��.2�� 2� 1
3
1 1

6
1 1

2
���0�29 . � ? � 2�.��.�A A11 A21 A31  ��2�-2 2�-���'

����56 ��7��7 /��+�3-�1 2'�'1 ���;F- 4����.1 �-�4-�25 Ai1 Bj 1 Cα �-390.  ,�2�29

� 2���5+� ����2��5+�  � 2�.��.+� �-��2��5� �;�;F-��5� ,� 2�=' $�-7-��- ���8

0�,� 2�= A1 B � C  ���2�-���+� ���0� � 2�.��.+� .�3.-2 . 3�K9 /��+�39�5+

���-+�+1 ������3-��5+ * ��� ;�7-2 ��7�� � 7�39�-6K-+ * ��  �F- 2�-���- ����8

F-��- �5��7� � 0��� � �;F�� ���-2�,- ��� �����-��6'

�3�,�61 ��47� ���2-��H2 ;�+�3-��3.��5- �-��=�� +->7� ? � 2�.��.+�A �7��6

� 2�6 >- ?@//-�2����6A ,� 2�=51 �����+-�1

Ai + Ai � Ak +Bl, Ai + Ai � Cα, N&'<'GO

2��>- +�>�� ��  +�2����29 � ��+��� ��0����-+�4� /��+�3�0+�' $ @2�6  �2��=��

 3-7�-2  ,�2�29 �-�4-�2 Ai ? � 2�.��.+�A �;-�� ?,� 2�=A A � B' 	 3� �;��0�HF�- .

��� �  �=��=�� +�3-��35 Cα �,� 2��H2 � ;�+�3-��3.��5� �-��=�.�1 �����+-�1

Ai+Cα →��������1 +-2�7 ?@//-�2���5�A ,� 2�= ��8��->�-+� ���+-��+1 ��� @2�+

 3-7�-2  ,�2�29 Cα ? � 2�.��.+�A 7��� ?@//-�2���5�A ,� 2�= A � C' $ ���;�3--

 3�>��+  3�,�-1 ��47� � - +�3-��35 Ai1 Bj1 Cα � 2���H2 � �-��=�� 7��4  7��4�+1

� - 2�� ��;��� �-�4-�2�� N?@//-�2���5-A ,� 2�=5O  2����.2 . 2�>7- 2�-��5+�'

�7����1 73. ;�3-- ��� 25�  �-+ �-��=�� ��  +�2�-��- ��>7�6 +�3-��35 Ai1 Bj �

Cα ���  � 2�.��. � -� 2�-� ?,� 2�=A �-�����7���1 2'�' ���  �F- 2�-��� ��-3�,���-2

��0+-��� 29 0�7�,�'

�3-7�-2 �2+-2�291 �-��=�� N&'<'&O � N&'<'<O ���;F- �- �����7.2 � �0+-�-��H ,� 8

3� ?@//-�2���5�A ,� 2�=1 � 3�K9 �505��H2 �0+-�-��- �� ���2�-���� ? � 2�.��6A'

$ �2 �2 2��� �-��=�6 N&'<'CO @2� �; 2�.2-39 2�� �����7�3� ;5 � ��7���39�5+ ����8

F-��.+ �5��7� �����-��61 2-+ �- +-�--1 ��� ;�7-2 ����0��� 7�3--1 � � ��� �2 2���

E



���=-  �� �  �=��=��87�  �=��=�� +-2�7 ?@//-�2���5�A ,� 2�= ��0��3.-2 �2�� �8

2-39�� ��� 25+ �;��0�+ ��3�,�29 �;F�- �����-��. ��$ � +�2��,��6 /��+- 73.

�;F-6 �-��=��1 ��3H,�HF-6  2�7�� N&'<'&O1 N&'<'<O � N&'<'CO'

���2�,- ��1 �-��=�. ��3H,�HF�. ����0��39��6 ,� 3�  2�7�6 N&'<'&O1 N&'<'<O

� N&'<'CO .�3.-2 . �;F�+  3�,�-+ ��+�,- ��4� ���=-  � � >�7��6 /�0-' #�@2�+�

�5��7 �����-��6 ��$ 73. 2���6 �� K��-���6  �-+5 �-��=�� � �3H,�2-39�� ��8

>-� 73. �-/-��+-��3�4�,- ��4� ��� ���. ���-2��� ����0��39�5� +��4� 2�7�6�5�

7�//�0�����8���2��3���-+5� ���=-  ��' ��� ;53� ���+.��2� �5K-1 ��$ 7�  ��

��� �- ;53� ��0��2� 73. �-��=�61 �+-HF��  2�7�� N&'<'CO1 -F- �7��+ ���5+ +�+-�8

2�+ ;�7-2 �,-2 ��3�,�. � ��,�39�56 +�+-�2 ��-+-�� 4-+���39�5� ��� �-�4-�2��1

,-+� ;�7-2 �� �.F-� �27-39�56 ����4��/ 7����6 43��5'

����� ��	���� �������������

$ ��+��� /��+�3�0+� ?@//-�2���5�A ,� 2�= �+- 2� ���=-�2��=�6 N�3� �� �3�2��8

 2-6 �� ��-7-3-��.O �-�4-�2��  3-7�-2 ��- 2� �-�2��� �� -3-��� 2-6 N�3� �-�2���

�� ��-7-3-��.O ��03�,�5�  � 2�.��6' �����+-�1 �+- 2� /���=�6 �� ��-7-3-��.

nAi
(rA, t) ,� 2�= Ai1 +5 ;�7-+ � ��390���29 �-�2�� �� ��-7-3-��. nA(rA, t) ?@/8

/-�2����6A ,� 2�=5 A1 ��-7 2��3.HF�6 �0  -;.  2�3;-= �3�2�� 2-6 �� ��-7-3-��.

nAi
(rA, t)' ���3�4�,�� ��-7-+ �-�2��� �� ��-7-3-��6 B � C * nB(rB, t) � nC(rC, t)1

 ��2�-2 2�-���'

�3. ��  +�2�-��. +��4�,� 2�,�5� �-��=����5�  � 2-+ 2��>- ��2�-;�-2 . ���8

 5��29 ��� 2��� 2�-��5- �� ��-7-3-��. ��� ,� 2�= N�����+-�1 AA1 AB1 ACO1 2��-�

,� 2�= N�����+-�1 AAB1 ABC1 AAAO � ��;��5 ;�39K-4� ,� 3� ,� 2�=' $-�2�� �� 8

��-7-3-��. ���5 N�����+-�1 ABO  3-7�-2 ���-7-3.29 � /��+�39��+ ��33-�2����+

;�0� - |AiBj〉1 ��2��56 ��-7 2��3.-2 �0  -;. ��.+�- ����0�-7-��- �7��,� 2�,�5�

;�0� ��:

|AiBj〉 = |Ai〉|Bj〉. N&'<'DO

$-�2�� �� ��-7-3-��. ���5 nAB ��� 2�����-2 . � @2�+ ;�0� -  3-7�HF�+ �;��8

0�+' �� ��-7 2��3.-2 �0  -;.  2�3;-= �3�2�� 2-6 �� ��-7-3-��. ��� ,� 2�=1 �+-8

HF�� ��7 nAiBj
(rA, rB) N47- nAiBj

* /���=�. �� ��-7-3-��. Ai � BjO' � 2�39�5-

<8,� 2�,�5- �-�2��� �� ��-7-3-��. ��� 2�����H2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+' 
�0� 

B



;�3-- �5 ���4� ���.7�� 73. L ?,� 2�=A A 1 M ?,� 2�=A B � N ?,� 2�=A C ��-7 2��8

3.-2  �;�6 ��.+�- ����0�-7-��- L ·M ·N �7��,� 2�,�5� ;�0� ��:

|A1
i , . . . , A

L
j ;B1

k, . . . , B
M
l ;C1

α, . . . , C
N
β 〉 = |A1

i 〉 . . . |ALj 〉|B1
k〉 . . . |BM

l 〉|C1
α〉 . . . |CN

β 〉. N&'<')O

"7- 9 � Ai, Bj , Cα �-����- ��7-� 5  ��2�-2 2��H2 ��+-��+ ?@//-�2���5�A ,� 2�='

���2�-2 2��HF�6 �-�2�� �� ��-7-3-��. nA1,...,AL,B1,...,BM ,C1,..., CN
�+--2 NL

A ·NM
B ·NN

C

@3-+-�2�� ��7�

nA1
i ,..., A

L
j ;B1

k,..., B
M
l ;C1

α,..., C
N
β

(rA1 , . . . , rAL
; rB1 , . . . , rBM

; rC1, . . . , rCN
). N&'<'EO

��>756 �0 ��� .�3.-2 . �-��.2�� 29H ��62� L ?@//-�2���5�A ,� 2�= A �  � 2�.8

��.� A1
i , . . . , A

L
j 1 M ?@//-�2���5�A ,� 2�= B �  � 2�.��.� B1

k , . . . , B
M
l � N ?,� 2�=A

C �  � 2�.��.� C1
α, . . . , C

N
β 1 �� ��3�>-��5+� � 2�,��� rA1 , . . . , rAN

; rB1 , . . . , rBM
;

rC1 , . . . , rCN
 ��2�-2 2�-���'

�3. ��3�,-��. /���=�6 �� ��-7-3-��. ;�3-- ��0��4� ���.7�� �0 /���=�6 �� 8

��-7-3-��. �5 ���4� ���.7�� ��+ 2��>- ��2�-;�-2 . ��- 2� ��-��=�H �0.2�.  3-7�

�� ? � 2�.��.+A  ��2�-2 2��HF�� ?@//-�2���5�A ,� 2�=' $ 7����+ ��7��7-  3-7 ��

���0�,� 2�=- A N�3� B, CO .�3.-2 .  �++�������-+ �� -- ���2�-���+ ? � 2�.��.+A

Ai N�3� Bj, CαO' �����+-�1 ��+���-�2� Bj �-�2��� TrA{nAB} �+--2 ��7:

[TrA{nAB}]Bj
=

NA∑
i=1

nAiBj
. N&'<'BO

$�-7-��- ��-��=�� �0.2�.  3-7� 2��>- ��0��3.-2 ���-7-3�29 �����3� ���+������

73. �7��,� 2�,�5� �-�2���� �� ��-7-3-��.1 73. ��2��5� �5��3�.H2 . � 3���.:

TrA{nA(rA)} =

NA∑
i=1

nAi
(rA) = fA(rA), N&'<'&%O

TrB{nB(rB)} =

NB∑
j=1

nBj
(rB) = fB(rB),

TrC{nC(rC)} =

NC∑
α=1

nCα(rC) = fC(rC),

47- fA1 fB fC * �3�2�� 2� �-��.2�� 2� ��62�  ��2�-2 2��HF�- ?,� 2�=5A A1 B � C

�� ��3�>-��5+� � 2�,��� rA1 rB � rC' ����5- /���=�� ���+������5 �� -7���=� �

+���� ����,- ��+ �;S-+- V '

&%
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�3. ��� ���. 7��>-��. �-�4-�2�� � �-��=�6 +->7� ��+� ��+ 2��>- ��2�-;�-2 .

��- 2�  ��2�-2 2��HF�- ��-��2��51 7-6 2��HF�- �� �-�2��� �� ��-7-3-��. ?,�8

 2�=A'


���+�3-��3.��5- ���=-  5' J��3H=�. �-�2���� �� ��-7-3-��.1 �;� 3��3-�8

��. ���=-  �+� N&'<'<O1 ��� 5��-2 .  3-7�HF�+� �����-��.+�:

∂tnA = Q̂AnA, ∂tnB = Q̂BnB, ∂tnC = Q̂CnC . N&'<'&&O

��-��2��5 Q̂A1 Q̂B1 Q̂C .�3.H2 . +�2��=�+� NA ×NA1 NB ×NB1 NC ×NC 1  ��2�-28

 2�-���1  � 2��3-��5+� �0  ���� 2-6 ���=-  �� N&'<'<O' ��� ���-7-3-�5 � ;�0� ��

|Ai〉1 |Bj〉1 |Cα〉' J3-+-�25 Q̂A �+-H2 ��7:

〈Ap| Q̂A|Ai〉 = kAi→Ap, (i �= p); 〈Ai| Q̂A|Ai〉 = −
∑
p �=i

〈Ap| Q̂A|Ai〉. N&'<'&<O

"7- 9 kAi→Ap *  ���� 2� +���+�3-��3.��5� ���=-  �� Ai → Ap' ���4���39�5- @3-8

+-�25 Q̂A ��� 5��H2 ���7 �0 ? � 2�.��6A A1 � �-7��4���39�5- * �����7 � 7��4�-

 � 2�.��.' J3-+-�25 ��-��2���� Q̂B � Q̂C ���-7-3.H2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+' ��8

��. /��+� ��-��2���� ��0��3.-2 �,- 29 ��� �-�-��75 �0 ��0;�>7-���4�  � 2�.��.

� � �����- N�03�,�2-39�5- 3�;� ;-0503�,�2-39�5-O1 2�� � ����,��  �-2�+1 ,2� ���8

��7�2 � �;��0�����H +�3-��3 � ��0;�>7-���+  � 2�.���' $��;F- 4����.1  ���� 29

����,�� +�>-2 0��� -29 �2 ��-+-��1 �7���� 07- 9 +5 �4����,�+ . 2�39��  3�,�-+

�� 2�.���6 +�F�� 2� �03�,-��.'

J��3H=�H �-�2���� �� ��-7-3-��. ;�3-- �5 ���4� ���.7��1 �;� 3��3-���H +�8

��+�3-��3.��5+� ���=-  �+�1  3-7�-2 ��� 5��29  3-7�HF�+ �;��0�+' J��3H=�H

���5 ?,� 2�=A AB  3-7�-2 0�7���29 � ��33-�2����+ ;�0� - N&'<'DO' ��47�  ��2�-28

 2��HF�6 ��-��2�� Q̂AB .�3.-2 . ��.+�6  �++�6 �7��,� 2�,�5� ��-��2����: Q̂AB =

Q̂A ⊕ Q̂B1 2'-' +�2��=-6 ��0+-��� 2� NANB ×NANB  �  3-7�HF�+� @3-+-�2�+�:

〈AiBk| Q̂AB|ApBr〉 = 〈Ai| Q̂A|Ap〉δBkBr + 〈Bk| Q̂B|Br〉δAiAp. N&'<'&CO

"7- 9 δIJ *  �+��3 ����-�-��' ��-��2�� @��3H=�� L ?,� 2�=A A1 M ?,� 2�=A B �

N ?,� 2�=A C 0�7�-2 . � ;�0� - N&'<')O' �� ��07-6 2��-2 �� �-�2�� �� ��-7-3-��.

N&'<'EO � .�3.-2 . ��.+�6  �++�6 L+M +N ��-��2����:

Q̂A1,...,AL;B1,...,BM ; C1,..., CN
= Q̂A1 ⊕ . . .⊕Q̂AL

⊕Q̂B1 ⊕ . . .⊕Q̂BM
⊕Q̂C1 ⊕ . . .⊕Q̂CN

. N&'<'&(O

&&




�+�3-��3.��5- ���=-  5' !���K� �0�- 2��1 ,2� �� 7���+��� ;�+�3-��3.��5�

���=-  �� � >�7��6 /�0-  �F- 2�-��� �3�.-2 ��3�,�- ��+�,- �� ��-�2��4� �� 2��8

��2-3.' �2��7��2�5+  �� �;�+ 2-��-2�,- ��4� �,-2� �3�.��. �� 2����2-3. .�3.8

-2 . ��07-3-��- ���;3-+5 �� 7�- ,� 2� P&1 EEQ: 2-���H @3-+-�2����4� ��2� �-��=��

� 2-���H �-��=�61 �;� 3��3-��5� ��7��>�� 29H �-�4-�2��' #�� @2�+ 2�� 7��>-8

��. N 3�,�6�5- ;3�>7���.O �  ���� 2� @3-+-�2����4� ��2� �;� 3��3-�5  ��6 2��+�

 �-75' 
5 ;�7-+  ,�2�29  ���� 2� @3-+-�2����4� ��2� �-��=�6 0�7���5+�1 ��� .�8

3.H2 . ?���7�5+� 7���5+�A 73. ��0����-+�6 2-����' $ �� 2�.F-- ��-+. �0�- 2-�

�.7 +-2�7��1 ��0��3.HF�� ��  ,�2�29  ���� 2� @3-+-�2����4� ��2� ��� 0�7���5�

��� 2��� 2�-��5� ��3�>-��.� �-�4-�2��1 ����K�+ ���+-��+ 2���6 2-���� +�>-2

.�3.29 . 2-���. �-�-�� � @3-�2���� P<1 C1 (1 G1 B1 &%1 &&1 EBQ'

��� ���- ;�+�3-��3.�5�  2�7�6 �-��=��

Ai +Bj → Ak +Bl N&'<'&GO

�;5,�� ;�0���-2 . �� ��-7 2��3-���1 ,2� ���7��25 Ak � Bl �;��0�H2 . � 2-� >-

2�,���1 47- ����7�3� 9 �-�4-�25 Ai � Bj  ��2�-2 2�-���' ����- ��-7��3�>-��- �-�8

�� �  3�,�- �-�-�� � @�-�4��1 @3-�2����1 �2�+� ��7���7� �3� 3-4��6 4����5 �2�+��1

�� �- ��� �-�-�� - 2.>-3�4� �2�+� N�3� 4����5 �2�+��O' $ �;F-+  3�,�-  ����7�8

H2 ��3�>-��. =-�2��� +�  ��� �-�4-�2�� [Ai . . . Bj ] � [Ak . . . Bl]1 �� �- �27-39�5�

+�3-��3 Ai � Ak �3� Bj � Bl PB%Q: r′A = rAi
�= rAk

= rAT r′B = rBj
�= rBl

= rB' ����+ �;8

��0�+1 � �-0�392�2- @3-+-�2����4� ��2� �-��=�� N&'<'&GO ?,� 2�=�A A1 ����7��K�. .

� ? � 2�.���A Ai � 2�,�- r′A1 �0+-�.-2  ��- ? � 2�.��-A �� Ak � ����7���2� * �� rA'

���3�4�,��- �-��� � 73. B' "7- 9 � 7�3-- @//-�25 �0+-�-��. ����7���2 ,� 2�= �

�-0�392�2- ��+�,- ��6 �-��=�� ;�7-2 ��05��29 . ?��+�,- ��+  +-F-��-+A'

�3. �,-2� @//-�2�� ?��+�,- ��4�  +-F-��.A ��-7-+ (8=-�2���5-  ���� 2� P&1

B&1 B%Q RAi+Bj→Ak+Bl
(rA, rB| r′A, r′B) (i, j �= k, l) @3-+-�2���5� ��2�� �-��=�6 N&'<'&GO'

"7- 9 7�� �� 3-7��� ��4�+-�2� �;�0��,�H2 ����7���25 ��,�39�5� �-�4-�2��1 � 7��

�-��5� * ����7���25 ���7��2�� �-��=��' $�-7-��5- 2���+ �;��0�+  ���� 2� �;3�8

7�H2  ��6 2��+  7��4���6  �++-2���:

RAi+Bj→Ak+Bl
(rA, rB| r′A, r′B) = RAi+Bj→Ak+Bl

(rA + r, rB + r| r′A + r, r′B + r). N&'<'&DO

���7�=����5- N<8=-�2���5-O  ���� 2� ���=-  �� N&'<'&GO ��3�,�H2 . �0 ;�3-- �;F��

&<



(8=-�2���5� ��2-4��������-+ �� ?3�K��+A ����7���2�+:

wAi+Bj→Ak+Bl
(rA − rB) =

∫
dr′Adr

′
BRAi+Bj→Ak+Bl

(r′A, r
′
B| rA, rB). N&'<'&)O

#� 3-7�.. �-3�,���1 �,-��7��1 0��� �2 2�39�� �2 �2�� �2-39��4� ��3�>-��. ��8

,�39�5� �-�4-�2�� rA−rB �  �3�  ��6 2�� N&'<'&DO' ��3--1 ��-7-+ ��-��2�� �����38

3. R̂AB ��0+-��� 2� NANB × NANB1 ��� 5��HF�6 @��3H=�H1 �;� 3��3-���H ;�8

+�3-��3.��5+� �-��=�.+� N&'<'&O' 	4� �-7��4���39�5- @3-+-�25 �2�-,�H2 0� ���8

��7 �  � 2�.��- |AkBl〉 �0 |AiBj〉' ��� ��3�>�2-39�5 � ����5  ��2�-2 2��HF�+

(8=-�2���5+  ���� 2.+ �-��=�� PB%Q:

〈AkBl|R̂AB|AiBj〉 = RAi+Bj→Ak+Bl
(rA, rB| r′A, r′B), (i, j �= k, l). N&'<'&EO

���4���39�5- @3-+-�25 R̂AB �2��=�2-39�5 � ��� 5��H2 ���7 �0 ? � 2�.��6A |AiBj〉

�� � - � 2�39�5- ��0+�>�5- <8,� 2�,�5- ? � 2�.��.A' ��� 3���39�5 � ��� 2��� 2�-

PB%Q � �+-H2 ��7:

〈AiBj|R̂AB|AiBj〉 = −
∑
k, l �=i, j

wAi+Bj→Ak+Bl
(r′A − r′B)δ(rA − r′A)δ(rB − r′B). N&'<'&BO

�����-=1 73. ��� ���. @��3H=�� �-�2��� nAB1 �;� 3��3-���6 ���=-  �+� N&'<'&O1

��-7-+ +�2��,�56 ��2-4��39�56 ��-��2�� ŴAB N07- 9 � 7�3-- � - ��2-4��39�5-

��-��2��5 ;�7�2 �;�0��,�29 . >���5+ K��/2�+O  .7��+ R̂AB' ��47� �����-��-

73. nAB +�>�� 0��� �29  3-7�HF�+ �;��0�+:

∂tnAB(rA, rB, t) = ŴABnAB(rA, rB, t) =

∫
dr′Adr

′
BR̂AB(rA, rB| r′A, r′B)nAB(r′A, r

′
B, t).

N&'<'<%O

	 3� ��+�,- ��-  +-F-��- � ��7- �-��=�6 N&'<'&O ��-�-;�->�+� +�3�1 �5��>-8

��. 73. ��-��2����  �39�� ����F�H2 .' #� ��39�� � @2�+  3�,�- rA = r′A � rB = r′B

+�>�� 0��� �29

RAi+Bj→Ak+Bl
(rA, rB| r′A, r′B) = wAi+Bj→Ak+Bl

(r′A − r′B)δ(rA − r′A)δ(rB − r′B), N&'<'<&O

� +�2��=� RAB �����+�-2 ��7:

R̂AB(rA, rB| r′A, r′B) = ÛAB(r′A − r′B)δ(rA − r′A)δ(rB − r′B). N&'<'<<O

���56 ��-��2�� ÛAB .�3.-2 . +�2��=-6 ��0+-��� 2� NANB × NANB1  � 2��3-�8

��6 �0 2��7�=����5� <8=-�2���5�  ���� 2-61 0�7���5� �����-��-+ N&'<'&)O' 	4�

&C



��3�>�2-39�5- 7��4���39�5- @3-+-�25 �2�-,�H2 �����7� � ? � 2�.��-A |AkBl〉 �0

? � 2�.��.A |AiBj〉:

〈AkBl|ÛAB|AiBj〉 = wAi+Bj→Ak+Bl
(rA − rB), (i, j �= k, l), N&'<'<CO

� �-7��4���39�5- @3-+-�25

〈AiBj|ÛAB|AiBj〉 = −
∑
k, l �=i, j

〈AkBl|ÛAB|AiBj〉 = −
∑
k, l �=i, j

wAi+Bj→Ak+Bl
(rA− rB) N&'<'<(O

��� 5��H2 ���7 �0 |AiBj〉 �080� � -� ��0+�>�5� �-��=�6 Ai +Bj → Ak +Bl' ����8

�-��- N&'<'<%O 2��>-  �F- 2�-��� ����F�-2 .:

∂tnAB(rA, rB, t) = ÛAB(rA − rB)nAB(rA, rB, t). N&'<'<GO

�-��=�� �  �=��=��87�  �=��=��' �3. �-/-��+-��3�4�,- ��4� ��� ���. ���-8

2��� �-��=�6 �  �=��=��87�  �=��=�� �-�;��7�+� ��- 2� � �-���H �,-�-79  ��28

�-2 2��HF�- ��-��2��5 �-��=��' �3. ��� ���. ���=-  �� �  �=��=�� ���-7-3�+ C8

=-�2���5-  ���� 2� @3-+-�2����4� ��2� RAi+Bj→Cα(rC| rA, rB) ���3�4�,�� 2�+�1 ���

@2� 7-3�3� 9 ���-- P&E1 B<Q 73. �7�� 2�7�6��6 �-��=��' ���3�4�,�� (8=-�2���5+

 ���� 2.+ RAi+Bj→Cα �;3�7�-2  ��6 2��+  7��4���6  �++-2���:

RAi+Bj→Cα(rC| rA, rB) = RAi+Bj→Cα(rC + r| rA + r, rB + r). N&'<'<DO

���7�=����5- <8=-�2���5-  ���� 2� �  �=��=�� +�>�� ��3�,�29 �0 C8=-�2���5�

��2-4��������-+ �� ����7���2- ���7��2� �-��=�� rC:

wAi+Bj→Cα(rA − rB) =

∫
drCRAi+Bj→Cα(rC| rA, rB). N&'<'<)O

"��� �+� 29 2�39�� �2 �2�� �2-39��4� ��3�>-��. �-�4-�2�� rA − rB �;� 3��3-��

 ��6 2��+ N&'<'<DO' �-�-�9 ��-7-+ ��-��2�� R̂C;AB1  � 2��3-��56 �0 C8=-�2���5�  ��8

�� 2-6:

〈Cα| R̂C;AB|AiBj〉 = RAi+Bj→Cα(rC| rA, rB). N&'<'<EO

R̂C;AB .�3.-2 .1 ���;F- 4����.1 �-���7��2��6 +�2��=-61 �+-HF-6 NC ×NANB @3-8

+-�2��'

���7 �0 ��33-�2����4� ? � 2�.��.A |AiBj〉 ��� �  �=��=�� �� � - ��0+�>�5- ? �8

 2�.��.A C +5 ;�7-+ ��� 5��29 ��� ��+�F� ��-��2��� �����33. V̂AB N+�2��=5

&(



NANB×NANBO1 ��2��56 7��4���3-� �1 2���+ �;��0�+1 �+--2 NANB �-��3-�5� @3-8

+-�2�� ��7�:

〈AkBl|V̂AB|AiBj〉 = −
∑
α

wAi+Bj→Cα(rA − rB)δAiAk
δBjBl

. N&'<'<BO

��>756 �0 @3-+-�2�� V̂AB 7�-2 ��3��H N2'-' � �-7�-���H �� � -+ ���7��2�+ CαO

 ���� 29 �  �=��=�� 73.  ��2�-2 2��HF-4� ? � 2�.��.A |AiBj〉'

����� 2� �;��2�5� ���=-  �� N7�  �=��=��O +�>�� ��� �29 ���3�4�,�5+ �;��8

0�+ ��� ��+�F� ��-��2��� R̂AB; C1  � 2��3-���4� �0 C8=-�2���5�  ���� 2-6 7�  �=�8

�=��' 	4� @3-+-�25 �+-H2 ��7:

〈AiBj| R̂AB; C|Cα〉 = RCα→Ai+Bj
(rA, rB| rC). N&'<'C%O

����+ �;��0�+1 R̂AB; C * �-���7��2��. +�2��=�1  �7-�>�F�. NANB×NC @3-+-�2��'

���6 2��  7��4���6  �++-2��� �-��� 2��>- � 73. RCα→Ai+Bj
:

RCα→Ai+Bj
(rA, rB| rC) = RCα→Ai+Bj

(rA + r, rB + r| rC + r). N&'<'C&O

��� 2��25  ���� 2� 7�  �=��=�� +�4�2 ;529 ��3�,-�5 �0 �;�;F-��5� C8=-�2���5�

 ���� 2-6 N&'<'C%O ��2-4��������-+ �� rA, rB

wCα→Ai+Bj
=

∫
drAdrBRCα→Ai+Bj

(rA, rB| rC) N&'<'C<O

� �- 0��� .2 �2 ����7���2 ,� 2�= �  �3� N&'<'C&O' ���3�4�,�� ���-7-3-���+� �5K-

��-��2��� V̂AB N&'<'<BO +5 ���-7-3�+ ��-��2�� V̂C1 ��2��56 ��� 5��-2 � ,-0���-��-

? � 2�.��6A Cα 0�  ,-2 � -� ��0+�>�5� �-��=�6 7�  �=��=��' �� �+--2 NC × NC

@3-+-�2�� ��7�:

〈Cα|V̂C|Cβ〉 = −
∑
i,j

wCα→Ai+Bj
δCαCβ

. N&'<'CCO

����+ �;��0�+1 @3-+-�25 V̂C ��-7 2��3.H2 �0  -;. ��3�5- N2'-' � �-7�-��5- �� ���8

7��2�+ Ai � BjO  ���� 2� 7�  �=��=�� ? � 2�.��6A Cα ?,� 2�=5A C'

���-7-3-��5- �5K- ��-��2��5 �-��=�����6  �� �;�� 2� 7�3--  3-7�-2 ��3H8

,�29 � �����-��. @��3H=�� �-�2���� �� ��-7-3-��.' #��7-+�� 2����-+ @2� �� ���8

+-�- �����-��6 73. �-�2���� nAB � nC1 ��2��5- � ��� �2 2��� �-��=�6 N&'<'CO �+-H2

��7:

∂tnC(rC, t) = V̂CnC(rC, t) +

∫
drAdrBR̂C;AB(rC| rA, rB)nAB(rA, rB, t), N&'<'C(O

∂tnAB(rA, rB, t) = V̂AB(rA − rB)nAB(rA, rB, t) +

∫
drCR̂AB; C(rA, rB| rC)nC(rC, t).

&G



���;�7��- 7��>-��-' ���;�7��-  2��� 2�,- ��- 7��>-��- N 3�,�6�5- ;3�>7�8

��.O ?,� 2�=A A1 B � C * �� 7��>-��- � �2 �2 2��� ��+�,- ��� �-��=�6 * ;�7-2

 ,�2�29 . �-0��� �+5+' $ @2�+  3�,�- ��� +�>-2 ;529 ��� ��� ��� ��+�F� 7��4�8

��39�5� ��-��2���� 7��>-��. L̂A1 L̂B1 L̂C' �� @3-+-�2�+�1 �  ��H �,-�-791 .�3.H2 .

/���=����39�5- ��-��2��5 L̂Ai
1 L̂Bj

� L̂Cα1 ��2��5- 7-6 2��H2 �� 0��� .F�- �2 ��8

��7���2 /���=��:

〈Ai|L̂A|Ak〉 = L̂Ai
δAiAk

, 〈Bj|L̂B|Bl〉 = L̂Bj
δBjBl

, 〈Cα|L̂C|Cβ〉 = L̂CαδCαCβ
. N&'<'CGO

"7- 9 ����.2� �� ���+���-1 ,2�1 ���;F- 4����.1 7��>-��- ?,� 2�=A 0��� �2 �2 ��

���2�-���� ? � 2�.��6A N���,- 4����.1 ��7��>�� 2� ��0�5� �-�4-�2�� ��03�,�5O'

���>-��- ���5 AB 0�7�-2 . ��-��2���+ L̂AB1 ����5+ ��.+�6  �++- �7��,� 2�,�5�

��-��2���� L̂A ⊕ L̂B' J3-+-�25 L̂AB � ��33-�2����+ ;�0� - N&'<'DO �����+�H2 ��7:

〈AkBl|L̂AB|AiBj〉 = (L̂Ai
+ L̂Bj

)δAiAk
δBjBl

. N&'<'CDO

���3�4�,��1 ��-��2��  ��;�7��4� 7��>-��. L ?,� 2�=A A1 M ?,� 2�=A B � N ?,�8

 2�=A C ���-7-3.-2 . � ;�0� - N&'<')O � ���-� ��.+�6  �++- L + M + N ��7���7�8

�39�5� ��-��2���� :

L̂A1,...,AL;B1,...,BM ; C1,..., CN
= L̂A1 ⊕ . . .⊕L̂AL

⊕L̂B1 ⊕ . . .⊕L̂BM
⊕L̂C1 ⊕ . . .⊕L̂CN

. N&'<'C)O

��3���- �0��+�7-6 2��- ,� 2�= N�����+-�1 ��3���� ��- �0��+�7-6 2��- �3� �22�38

������- ,� 2�= ��� �� +�� �+�39��+  ;3�>-���O 2��>- +�>�� ��3H,�29 � ��-��8

2�� �2�� �2-39��4� 7��>-��. �� 3- �5��7� ���-2�,- ��� �����-��6' 
�3-- ��7��;8

�� @2�2 ����� �  3-7���� � ��;�2- PBCQ

���� !��� ������� 	�������� ��������� ���"�����

$ �.7-  3�,�-� � �3H,�2-39�� ��>�� �����+�29 �� ���+���- ��3�,�- ����2��5�

 � 2�.��6 �-�4-�2��' J2� � �;-��� ��2��39�� 73. 2-��-2�,- ��4� ��� ���. ���=- 8

 ��  ������6 ��+��1 2'-' 73. �-��=�61 ���2-����- ��2��5� 0��� �2 �2  � 2�.��6

@3-�2����5� � .7-��5�  ����� �-�4-�2��' ����.  �2��=�. �+--2 +- 2�1 �����+-�1

��� �-��+;���=�� 7��� ��7���3�� R•
1 � R•

21 ��2���.1 ��� �����3�1 @//-�2���� ���8

2-��-2 3�K9 �0  ��43-2��4�  ������4�  � 2�.��. ��7���39��6 ���5 N�#O1 � 2� ��-+.

��� 2���3-2��-  � 2�.��- �-�-��=����� �� �;��' $ 2���6  �2��=�� ��2-���+;���8

=�����. ����-� �. N���O * �-�-��75 �0 2���3-2��4� �  ��43-2��-  � 2�.��- �# *

&D



�� ' &'&: ����� ����	�
 �	���

 �����
��� A� �
�	�� ���
��	����	�� �
	
� �������������

����	�� �	���

 �����	��� Ai ��������	
��� A�� � ��	�
�  ����
����	�	�	�� ������	
�� Ai�

+�>-2 3�+�2�����29  ���� 29 �-��=�� R•
1+R

•
2 →��������' ����� 29H ��� +�>��

�����3.29 ��� ��+�F� �� 2�.��5� �3� �-�-+-��5� ��-K��� +�4��2�5� ��3-61 ,2�

�����7�2 � ��0���;��0�5+ +�4��2�5� @//-�2�+ � ��+�,- ��� �-��=�.� PC%1 B(Q'

����80��� �+5+� +�4�2 ;529 �- 2�39�� ;�+�3-��3.��5- ���=-  5 N&'<'&O1 �� � �-8

��=�� �  �=��=��87�  �=��=�� N&'<'CO' J2� ���� ��7�21 �����+-�1 ��� �;��2�+�+

�;��0������ @� ��3-� �� PB(1 BG1 BDQ' ���43-2�5- @� ��3-� 5 +�4�2 �;��0��5��29 .

��� �;��2�+�+  �.05����� ���8��7���3�� D+•
� A−•

1  -3-�2���� �����7.F-+ �0 ��

��33-�2����4�  ��43-2��4�  ������4�  � 2�.��.1 ,2� �����7�2 � �3�.��H ��-K�-4�

+�4��2��4� ��3. �� ����2��56 �5��7 1[D+A−]' ����+ �;��0�+1 �,-2 ����2��5�  �8

 2�.��6 �-�4-�2�� ��2��3-� 73. =-3�4� �.7� 0�7�,' "7- 9 +5 ���7-+�� 2����-+1 ,2�

��0����-+56 /��+�3�0+ ?@//-�2���5�A ,� 2�= 7��� ��-2 2���- �;�;F-��- 2-����

+��4� 2�7�6�5� �-��=�6'

�3. �;�;F-��. /��+�3�0+� ;�7-+  ,�2�291 ,2� �-�4-�25 Ai1 Bj 1 Cα �+-H2 ���28

&)



�-���- ����2��5- ���0��-0���� �5-  � 2�.��. αAi
, γBj

, µCk
' ���0��-0���� �� 29 �

7����+  3�,�- �0��,�-21 ,2� ��0��=� @�-�4�6 +->7� 7��+.  � 2�.��.+� ��>7�4�

�-�4-�2�1 �����+-�1 αAi
� βAi

1 4���07� +-�9K- kBT N47- kB * �� 2�.���. 
�39=+�8

��1 T * �; �3H2��. 2-+�-��2���O' ����2���. �����7�  � 2�.��6 αAi
� βAi

+�>-2

���.�3.29 . � ��3�,�� ��4-�-�2�� 2-6 +->7� 7���5+�  � 2�.��.+�' ��� �>- 4�8

����3� 9 �5K-1 /��2�,- �� ��-7-��- ? � 2�.��6A Ai1 Bj 1 Cα �-��2��5� ?@//-�2��8

�5�A ,� 2�= .�3.-2 . /��+�39�5+ ���-+�+1 ������3-��5+ �� ����F-��. �5��7� �

0��� � ���-2�,- ��� �����-��6' #�� ��3�,�� ����2��5�  � 2�.��6 ?@//-�2����.A

,� 2�=� A ��-�-7-3.-2 .  3-7�HF�+ �;��0�+:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1, αA1

A1, βA1

. . .

A2, αA2

A2, βA2

. . .

AI , αAI

AI , βAI

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. N&'<'CEO

J�-�4-2�,- ��.  �-+� ? � 2�.��6A A NUV B, CO ����-7-�� �� �� '&'&' ��� ��-78

 2��3.-2 �0  -;. ?3- -���A ���0�8? � 2�.��6A Ai  @�-�4�.+� EAi
' ��0��=� @�-�4�6

+->7� ��+� EAi
−EAp ��� @2�+ ;�39K- �3� ���.7�� kBT ' ��>7�- ? � 2�.��-A Ai �+-8

-2 2��>- ��;�� ���0��-0���� �5� ����2��5�  � 2�.��6 αAi
' �3. �,-2� ����2��5�

 � 2�.��6 � �-���H �,-�-79 0�+-��+ �-�2��5 �� ��-7-3-��. NnA, nB, nCO ���3�4�8

+� ?+�2��= �3�2�� 2�A A,B, C  3-7�HF�+ �;��0�+' ���,�3� ���-7-3�+ +�2��=5

�3�2�� 2� σ̂Ai
�-�4-�2�� Ai N���3�4�,�� @2� 7-3�-2 . 73. Bj1 CαO � ��� 2��� 2�-

�����33.1 47- ��� .�3.H2 . �-�2���+�8 2�3;=�+�:

σ̂Ai
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σAi, αAi
αAi

σAi, αAi
βAi

σAi, βAi
αAi

σAi, βAi
βAi

σAi, αAi
γAi

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. N&'<'CBO

&E



��3--1 ���,-�-7�� ��0+- 2�+ @3-+-�25 +�2��= �3�2�� 2� σ̂Ai
� -� �-�4-�2�� Ai

N���3�4�,�� 73. Bj , CkO � �;F�6 �-�2��8 2�3;-=' �����. ��� 2���=�. σ̂A1 ��2���H

+5 7�3-- ;�7-+ ��05��29 ?+�2��=-6 �3�2�� 2�A A1 �+--2 ��7:

σ̂A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σA1, αA1
αA1

σA1, αA1
βA1

. . .

σA2, αA2
αA2

σA2, αA2
βA2

. . .

σAI , αAI
αAI

σAI , αAI
βAI

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. N&'<'(%O

��� 2���=�H σ̂A +�>�� ��  +�2����2 ��� +�2��=� �3�2�� 2�1 ���-7-3-���H � ;�8

0� -  � 2�.��6

|Ai, αAi
βAi

〉, N&'<'(&O

0�7����H � ��� 2��� 2�- �����33.1 � ��2���61 �7����1 � - ��4-�-�2�� 2� N/�0��5-

@3-+-�25O +->7�  � 2�.��.+� ��0�5� +�3-��3 Ai � Ap Ni �= pO ��3�>-�5 ����5+�

��3H � �2;��K-�5' ?
�2��=5 �3�2�� 2�A B � C ��� 2�����H2 . 2���+ >- �;��0�+

� ���7.2 . � ;�0� ��:

|Bj, γBj
εBj

〉, |Ck, µCk
νCk

〉. N&'<'(<O

#�� �5��7- �����-��6 ��+ ;�7-2 �7�;�-- ���+�����29 ?+�2��=5 �3�2�� 2�A ��7�8

��7��39�5� �-�4-�2�� �- �� -7���=�1 � �� �3�2�� 29 �� ��-7-3-��.  ��2�-2 2��H8

F-6 +�3-��35:

Tr{σ̂Ai
} =

∑
αAi

σAi, αAi
αAi

= nAi
. N&'<'(CO

$ �-0�392�2-1  3-7 σ̂A ���-� ��3��6 �3�2�� 2� �� ��-7-3-��. ?,� 2�=5A A:

TrAσ̂A =
∑
i

∑
αAi

σAi, αAi
αAi

=
∑
i

nAi
= nA. N&'<'((O

&B



��33-�2���56 ;�0� ���5 ?,� 2�=A A � B1 ��2��56 ��2�-;�-2 . 73. ��� ���.

�-��=�6 N&'<'&O � N&'<'CO1 ��� � ���--1 ���7�2 . ��� ��.+�- ����0�-7-��- �7��,� 2�,8

�5� ;�0� ��:

|Ai, αAi
βAi

;Bj, γBj
εBj

〉 = |Ai, αAi
βAi

〉|Bj, γBj
εBj

〉. N&'<'(GO

��47� ��.+�- ����0�-7-��- ?+�2��= �3�2�� 2�A σ̂A ⊗ σ̂B � @2�+ ;�0� - �+--2  3-7�8

HF�- @3-+-�25:

{σ̂A ⊗ σ̂B}Ai, αAi
βAi

;Bj , γBj
εBj

= {σ̂A}Ai, αAi
βAi

{σ̂B}Bj , γBj
εBj
. N&'<'(DO

�3-7 �� ? � 2�.��.+A A 73. �-�2��� f̂ 1 0�7����4� � ;�0� - N&'<'(DO1 7�-2 �-�2��1

���-7-3-��56 � �7��,� 2�,��+ ;�0� - |Bj , γBj
εBj

〉1  @3-+-�2�+�:[
TrA{f̂}

]
Bj , γBj

εBj

=
∑
i

∑
αAi

fAi, αAi
αAi

;Bj , γBj
εBj
. N&'<'()O

���3�4�,�5+ �;��0�+ ���-7-3.-2 . ��-��=�. �0.2�.  3-7� � �� 7��+ 7��4�+ ?,�8

 2�=�+A B � C'


���+�3-��3.���. @��3H=�. A N�-�-��75 +->7�  � 2�.��.+� ?,� 2�=5AO 0�

 ,-2 �-��=�6 Ai � Ap N&'<'<O �  +-K�����. ����2��5�  � 2�.��6 αAi
� βAi

N7�8

��+�,- ��4� �3�  2��� 2�,- ��4�O �+- 2� ��-��2��� Q̂A ;�7-2 0�7���29 .  ��-�8

��-��2���+ N�;�0��,�-2 . 7��6��6 K3.���6O ˆ̂
QA' ���-�8��-��2�� ˆ̂

QA .�3.-2 .  �+8

+�6 2�-� ��3�7��:

ˆ̂
QA =

ˆ̂
RA + i

ˆ̂
ΩA +

ˆ̂
ΓA, N&'<'(EO

��� 5��HF��  ��2�-2 2�-��� �-��=�� Ai � Ap1 7���+�,- ��- �  2��� 2�,- ��-  +-8

K�����- ����2��5�  � 2�.��6' �;F�6 ��7 � �����3� �2;��� 73. 7���5� ��-��2�8

��� ;53� ��3�,-�5 �' 
' ���2����5+ � ����-7-�5 � ���3�>-��� � ��;�2- P)&Q'


���+�3-��3.���. @��3H=�. B, C ��� 5��-2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+ ��� ��+�F�

 ��-�8��-��2���� ˆ̂
QB,

ˆ̂
QC'

J��3H=�. ���5 [A . . .B]1 �50�����. ;�+�3-��3.��5+� ���=-  �+� � �  �=��=�8

-61 ��� 5��-2 . ��-��2���+ ˆ̂
WAB +

ˆ̂
VAB  @3-+-�2�+�

〈Ap, αApβAp;Bq, γBqεBq |
ˆ̂
WAB +

ˆ̂
VAB|Ai, αAi

βAi
;Bj, γBj

εBj
〉, N&'<'(BO

� �50����56 7�  �=��=�-6 �� ��7 C * ��-��2���+ ˆ̂
VC  @3-+-�2�+�

〈Cr, µCrνCr |
ˆ̂
VC|Ck, µCk

νCk
〉. N&'<'G%O

<%



��-��2�� ˆ̂
WAB  �7-�>�2 7�� ��3�7�

ˆ̂
WAB =

ˆ̂
RAB +

ˆ̂
ΛAB. N&'<'G&O

���-�8��-��2��5 ˆ̂
RAB � ˆ̂

ΛAB �2�-,�H2  ��2�-2 2�-��� �-�� �-7 2�-��� ��+�,- ��+

�-��=�.+ N&'<'&O � �0��+�7-6 2��H ����2��5�  � 2�.��6 A � B1 �50�����+� ��

� 2�-,�+� � �� 2���-' #��+-��+ �� 3-7�-4� .�3.H2 . ���=-  5  ������4� �;+-��

+->7� ����+�4��2�5+� ,� 2�=�+� PB)Q'

#-�-��75 �0 ���/�4���=�� AB � ���/�4���=�H C � �;��2�� ��� 5��H2 . ��-8

��2���+� ˆ̂
RC;AB � ˆ̂

RAB;C  ��2�-2 2�-���1 ��2��5- �+-H2 ��7:

〈Ck, µCk
νCk

| ˆ̂RC;AB|Ai, αAi
βAi

;Bj , γBj
εBj

〉, 〈Ai, αAi
βAi

;Bj , γBj
εBj

| ˆ̂RAB;C|Ck, µCk
νCk

〉.

N&'<'G<O

$��;F- 4����.1 +�2��=5 7���5� ��-��2���� �- .�3.H2 . ���7��2�5+�1 �� ��398

�� ˆ̂
RC;AB ��-���F�-2 �-�2��1 0�7���56 � ��33-�2����+ ;�0� - N&'<'(GO1 � �-�2��1

0�7���56 � ;�0� - |Ck, µCk
νCk

〉' �-6 2��- ��-��2��� ˆ̂
RAB;C ���2�����3�>��'

���3�4�,�5+ �;��0�+ �-�-���-7-3.H2 . � ��-��2��5  ��;�7��4� 7��>-��. ?,�8

 2�=A1  2����. 9  ��-�8��-��2���+�' #�� @2�+  ,�2�-2 .1 ,2� 7��>-��- +�3-��3 Ai1

Bj � Cα �- 0��� �2 �2 �� ���0��-0���� �5�  � 2�.��6'

���2�,- ��1 �,-2 ����2��5�  � 2�.��6 �����7�2 3�K9 � �-�-���-7-3-��H ��-8

7-��5� �5K- �-3�,��: �-�2��� �� ��-7-3-��. 0�+-�.H2 . �� ?+�2��=5 �3�2��8

 2�A1 � ��-��2��5 7��>-��. � �-��=�����6  �� �;�� 2� * �� �;�;F-��5-  ��-�8

��-��2��5' ���56 ��7 �� 3-7��� ;53 ��3�,-� �' 
' ���2����5+ � ����-7-� � ���8

3�>-��� � ��;�2- P)&Q'

��" ���#�!��	�!�

 �
	��
 �������� ���#��	����$

�
� �
�����

����� #�������� 
����������� $�	�

���;�3-- �;F�6 2-��-2�,- ��6 +-2�7 �5��7� ���-2�,- ��� �����-��6 73. +��4�8

,� 2�,�5� �-��=����5�  � 2-+ � ����� �� ��  +�2�-��� /���=�6 �� ��-7-3-��.

<&



2�� ��05��-+�4� ��� 2��� 2�� ���� P&)1 BE1 BBQ' ��;��  �.0���5� �����-��6 ��8

���33. 73. @2�� /���=�6 �� ��-7-3-��. 7�-2 ��0+�>�� 29 ��3�,�29 � 7�39�-6K-+

;- ���-,�56 ��;�� �����-��6 N�-�����HO 73. ,� 2�,�5� /���=�6 �� ��-7-3-��.

N���O � ����-3.=����5� /��+ N��O' $  �F�� 2�1 2���- �-������ ���3�4�,�5 =-8

��,��+ 

���1 ����K� �0�- 2�5+ � �-������- ��6  2�2� 2�,- ��6 +-�����- PBEQ'

�3. �5��7� ���-2�,- ��� �����-��6 �-�;��7�+� 0�+5����- �-�����61 ��03�,�5-

 �� �;5 0�+5����. �����7.2 � �����-��.+ ��$ P&)Q1 
�$ P&)Q1 2-���� ��4�1 �� �

W��� P&%%1 &%&1 &%<Q1 2-���� +��4�,� 2�,��4� .7�� P(%1 &%C1 &%(Q � 7�'

�  �>�3-��H1 ���+-��2-39�� � +��4� 2�7�6�5+ �-��=�.+ 2���7 ��7��7 �����8

7�2 � ,�-0�5,�6�� 4��+�07��+ �-�����.+�' �7���� +-2�7 ?@//-�2���5�A ,� 2�=1

��� ;�7-2 ����0��� ��>-1 ��0��3.-2 0��� 5��29 �����-��. � +�2��,��6 /��+-1 ,2�

�����7�2 � ��7���39�5+ ����F-��.+ ��� �5��7- � 0�+5����� �-�����6'

��  +�2��+  � 2-+�1  �7-�>�F�H L 2�>7- 2�-��5� ?@//-�2���5�A ,� 2�= A1

M 2�>7- 2�-��5� ?@//-�2���5�A ,� 2�= B � N 2�>7- 2�-��5� ?@//-�2���5�A

,� 2�= C � +���� ����,- ��+ �;S-+- V � +�+-�2 ��-+-�� t' $  � 2-+- ���2-��H2

+���+�3-��3.��5- N&'<'<O � ;�+�3-��3.��5- N&'<'&O ���=-  51 ����� ��� � �;��2�8

+5- �-��=�� �  �=��=��87�  �=��=�� N&'<'CO' �3. �5��7� ���-2�,- ��� �����-��61

��390�. 9 �7-.+� �-������- ��6  2�2� 2�,- ��6 +-������ P&)1 BE1 BBQ � �;�;F�. ��

��  3�,�6 +��4� 2�7�6�5� �-��=�61 ��-7-+ ��;�� +�2��= �3�2�� 2� N
#O � +�28

��,��+ ��� 2��� 2�- ����:

ρ̂(L,M,N)(rA1 , . . . , rAL
; rB1 , . . . , rBM

; rC1, . . . , rCN
, t). N&'C'&O

{L,M,N}8,� 2�,��. 
# ��� 5��-2 �� ��-7-3-��- L ?,� 2�=A A1 M ?,� 2�=A B �

N ?,� 2�=A C � ��� 2��� 2�-1 � 2��>- �� �� ���2�-���+ ? � 2�.��.+A Ai1 Bj � Cα

� +���� ����,- ��+ �;S-+- V � +�+-�2 ��-+-�� t' 
# 7�H2 ��3��- ��� ���- � -�

{L,M,N}8,� 2�,�5� ���/�4���=�6 � ��� 2��� 2�- ����' #�->7- ,-+ �-�-62� �

��3�,-��H �-�����61 73. ����F-��. ��-7-+  3-7�HF�- �;�0��,-��. 73. ����7���2

,� 2�=:

rAi
= Ai, {A1, . . . ,Ai} = Ai, {A1, . . . ,Aj−1,Aj+1, . . . ,Ai} = Ai/Aj. N&'C'<O

���3�4�,�5- �;�0��,-��. ;�7�2 � ��390���29 . � 73. ����7���2 B � C' 
# ρ(L,M,N)

�7��3-2���.-2  3-7�HF-+� �����-��H �����33.:

(∂t − L̂L,M,N)ρ̂(L,M,N)(AL,BM ,CN , t) = f̂
(um)
L,M,N + f̂

(bm)
L,M,N + f̂

(es)
L,M,N + f̂

(in)
L,M,N . N&'C'CO

<<



"7- 9

L̂L,M,N =

L∑
l=1

L̂Al
+

M∑
m=1

L̂Bm +

N∑
n=1

L̂Cn − N&'C'(O

L+M+N8,� 2�,�56 ��-��2��  ��;�7��4� 7��>-��.' J��3H=�. 
#1 �;� 3��3-���.

���=-  �+� N&'<'&O � N&'<'<O1 ��� 5��-2 . f̂ (um)
L,M,N � f̂ (bm)

L,M,N  ��2�-2 2�-���' ��� �+-H2

��7:

f̂
(mm)
L,M,N =

(
L∑
l=1

ˆ̂
QAl

+

M∑
m=1

ˆ̂
QBm +

N∑
n=1

ˆ̂
QCn

)
ρ̂(L,M,N)(AL,BM ,CN , t), N&'C'GO

f̂
(bm)
L,M,N =

L,M∑
l,m=1

ˆ̂
WAlBm ρ̂

(L,M,N)(AL,BM ,CN , t) =

L,M∑
l,m=1

ˆ̂
Wl,mρ̂

(L,M,N)(AL,BM ,CN , t).

"7- 9 ��-7-�� ����F-��- �;�0��,-��6: ˆ̂
Wi,j ≡ ˆ̂

WAiBj
' ��� +���+�3-��3.��5- N&'<'<O1

2�� � ;�+�3-��3.��5- N&'<'&O ���=-  5  �����.H2 ,� 3� ,� 2�= L,M,N 1 ��@2�8

+� f̂
(mm)
L,M,N � f̂

(bm)
L,M,N �5��>�H2 . 2�39�� ,-�-0 
# ρ̂(L,M,N)' �-��=�� N&'<'CO �5058

��H2 �-�-��75 �0 {L,N,M}8,� 2�,��6 ���/�4���=�� � {L − 1,M − 1, N + 1}8 �

{L+1,M +1, N − 1}8,� 2�,�5- � �;��2��' ����5- �-�-��75 ��� 5��H2 . ,3-��+�

���7� � �����7� f̂
(es)
L,M,N f̂

(in)
L,M,N  ��2�-2 2�-��� � �����-��� N&'C'CO1 ��2��5- �+-H2

��7:

f̂
(es)
L,M,N =

L,M∑
l,m=1

ˆ̂
Vl,mρ̂

(L,M,N)(AL,BM ,CN , t) +

N∑
n=1

ˆ̂
Vnρ̂

(L,M,N)(AL,BM ,CN , t), N&'C'DO

f̂
(in)
L,M,N =

L,M∑
l,m=1

∫
dCN+1

ˆ̂
Rl,m;N+1ρ̂

(L−1,M−1,N+1)(AL/Al,B
M/Bm,C

N+1, t)

+

N∑
n=1

∫
dAL+1dBM+1

ˆ̂
Rn;L+1,M+1ρ̂

(L+1,M+1,N−1)(AL+1,BM+1,CN/Cn, t).

"7- 9 +5 ���� 2�3� �;�0��,-��. 73. C8=-�2���5� �-��=����5� ��-��2����:

ˆ̂
Rk;i,j ≡ ˆ̂

RCk ;AiBj
(Ck|Ai,Bj),

ˆ̂
Ri,j;k ≡ ˆ̂

RAiBj ; Ck
(Ai,Bj|Ck) N&'C')O

� 73. ��-��2����

ˆ̂
Vi,j ≡ ˆ̂

VAiBj
(Ai − Bj),

ˆ̂
Vk ≡ ˆ̂

VCk
. N&'C'EO

��,�39�5- � 3���. 73. ρ̂(L,M,N) 0�7��5 ��;���+ 
# 
̂(L,M,N):

ρ̂(L,M,N)(AL,BM ,CN , t = 0) = 
̂(L,M,N)(AL,BM ,CN). N&'C'BO

<C



�- +�2�. �� 2�1 ,2� L,M,N �= const � �����-��. �����33. N&'C'CO 7� 2�2�,��

4��+�07��1 ��� ��8��->�-+�  �F- 2�-��� ���F- �����-��6 73. +��4�,� 2�,�5�

/���=�6 �� ��-7-3-��. � �3�  �,- ��+  ��3.���+ ��� 2��� 2�- ����'

����� %�������� �����
� 
��������

�3. ��3�,-��. �-�����6 ��-7-+ �-3�,��5 ρ̂
(L,M,N)
p,q,r ��2��5-  3-7�HF�+ �;��0�+ �58

��>�H2 . ,-�-0 � ��7��H 
#:

ρ̂(L,M,N)
p,q,r (Ap,Bq,Cr, t) = TrAp+1,...,AL;Bq+1,...,BM ;Cr+1,...,CN

∫
dAp+1 . . . dAL

(L− p)!
N&'C'&%O

× dBq+1 . . . dBM

(M − q)!
· dCr+1 . . . dCN

(N − r)!
ρ̂(L,M,N)(AL,BM ,CN , t).

����5- �-3�,��5 ��3�,-�5 �0 
# ;�3-- �5 ���4� ���.7�� ��2-4���������-+ �

�0.2�-+  3-7� N2'-' � �-7�-��-+O �� ?3�K��+A ,� 2�=�+' $-3�,��� ρ̂
(L,M,N)
p,q,r 7�-2

 3�K��+ 7-2�39��H ��/��+�=�H � �-��=�����6  � 2-+-1 �� ��39�� ��� 0��� �2

�2 ��,�39��6 ���/�4���=�� {L,M,N}' $ �-0�392�2- @2�4� ��� ���-  � 2-+5 � 2-�8

+���� ρ̂(L,M,N)
p,q,r 1 0�7���5� � N&'C'&%O1 .�3.-2 . ,�-0+-���  3�>�5+' �2�;5 �0;���29 .

�2 @2�6 �03�K�-6 7-2�3�0�=��1 +5 ����0�-7-+ � �-7�-��- �� ��,�39��6 {L,M,N}8

,� 2�,��6 ���/�4���=�� � ��-7-+ ���5- �-3�,��5 〈ρ̂p,q,r〉  3-7�HF�+ �;��0�+:

〈ρ̂p,q,r〉(Ap,Bq,Cr, t) =

∞∑
L,M,N=0

ρ̂(L,M,N)
p,q,r (Ap,Bq,Cr, t). N&'C'&&O

��3--1 ����0�-7-+ �-�-��7 � 2-�+�7���+�,- ��+� ��-7-3� P&)1 BEQ �;F-����.25+ �

�-������- ��6  2�2� 2�,- ��6 +-�����-  �� �;�+ PBEQ' J2� ��0��3�2 ��+ �0;���29 .

�2 ���-�5� @//-�2�� N2'�' ��� 2��� 2��  2�����2 . ;- ���-,�5+O � ��- 2� �-3�,�8

�51 ��2��5- +5 ;�7-+ ��05��29 ,� 2�,�5+� +�2��=�+� �3�2�� 2� N�
#O' �#


ρ̂p,q,r .�3.H2 .1 2���+ �;��0�+1 �-3�,���+� 〈ρ̂p,q,r〉 � 2-�+�7���+�,- ��+ ��-7-3- �

+�2��,�5+� ���3�4�+� K����� � ��390�-+5� � �-������- ��6  2�2� 2�,- ��6 +-8

�����- ,� 2�,�5� /���=�6 �� ��-7-3-��. P&)1 BEQ' #�� @2�+ �
# ��0K-4� ���.7��

ρ̂1,0,01 ρ̂0,1,01 ρ̂0,0,1 � ��,- 2�- @3-+-�2��  �7-�>�2 ���=-�2��=�� Ai, Bj, Cα � ���-7-8

3-��5� ����2��5�  � 2�.��.� � ��4-�-�2�� 2� +->7� @2�+�  � 2�.��.+�1 2'-' �
#

��0K-4� ���.7�� .�3.H2 . � ��+5+� �-3�,���+�1 � �� @3-+-�25 ��� 5��H2 ���-8

2��� ���2-����. +��4� 2�7�6��6 �-��=��' �����+-�1 ρ̂1,0,0 * ���3�4 +�2��=5 �3�28

�� 2� ?,� 2�=5A A *  �7-�>�2  3-7�HF�- @3-+-�25:

{ρ̂1,0,0(A)}Ai,αAi
βAi

= [Ai](A)ρ̂Ai
αAi

βAi
, N&'C'&<O

<(



47- [Ai](A) * 3���39��. ���=-�2��=�. �-�4-�2� Ai1 � ρ̂
Ai
αAi

βAi
* -4� +�2��=� �3�2��8

 2� � �;5,��+ ����+����  �  3-7�+1 ���+�������5+ �� -7���=�' ��- 7��4�- �78

��,� 2�,�5- �
# ��� 2�����H2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+' ��-7��- ���=-�2��=��

+�>�� ��3�,�29 �0 3���39�5�  3-7�HF�+ �;��0�+:

[Ai] = lim
v→∞

∫
v

dA

v
[Ai](A), [Bj ] = lim

v→∞

∫
v

dB

v
[Bj ](B), [Cα] = lim

v→∞

∫
v

dC

v
[Cα](C).

N&'C'&CO


- ���-,�56 ��;��  �.0���5� �����-��6 N�-�����.O 73. �
# +�>-2 ;529 ��8

3�,-� �0 ��,�39�5� �����-��6 +�2��,��4� ��� 2��� 2�� ���� N&'C'CO ���-7-3-��.

�
#' �3. ρ̂p,q,r ��3�,�-2 .  3-7�HF-- �����-��-:

(∂t − L̂p,q,r)ρ̂p,q,r(Ap,Bq,Cr, t) = ϕ̂(um)
p,q,r + ϕ̂(bm)

p,q,r + ϕ̂′
p,q,r + ϕ̂′′

p,q,r. N&'C'&(O

�3-�5 ϕ̂
(um)
p,q,r � ϕ̂

(bm)
p,q,r �;� 3��3-�5  ��2�-2 2�-��� +���+�3-��3.��5+� N&'<'<O � ;�8

+�3-��3.��5+� �-��=�.+� N&'<'&O � �+-H2 ��7:

ϕ̂(mm)
p,q,r =

(
p∑
l=1

ˆ̂
QAl

+

q∑
m=1

ˆ̂
QBm +

r∑
n=1

ˆ̂
QCn

)
ρ̂p,q,r(A

p,Bq,Cα, t), N&'C'&GO

ϕ̂(bm)
p,q,r =

p,q∑
l,m=1

ˆ̂
Wl,mρ̂p,q,r(A

p,Bq,Cr, t) +

p∑
l=1

TrBq+1

∫
dBq+1

ˆ̂
Wl,q+1ρ̂p,q+1,r(A

p,Bq+1,Cr, t)

+

q∑
m=1

TrAp+1

∫
dAp+1

ˆ̂
Wp+1,mρ̂p+1,q,r(A

p+1,Bq,Cr, t).

�-��=�� N&'<'CO 7�H2 ��3�7 � ,3-�5 ϕ̂′
p,q,r, ϕ̂

′′
p,q,r1 ��2��5- �����+�H2 ��7:

ϕ̂′
p,q,r N&'C'&DO

=

p,q∑
l,m=1

ˆ̂
Vl,mρ̂p,q,r(A

p,Bq,Cr, t) +

p∑
l=1

TrBq+1

∫
dBq+1

ˆ̂
Vl,q+1ρ̂p,q+1,r(A

p,Bq+1,Cr, t)

+

q∑
m=1

TrAp+1

∫
dAp+1

ˆ̂
Vp+1,mρ̂p+1,q,r(A

p+1,Bq,Cr, t) +

r∑
n=1

ˆ̂
Vnρ̂p,q,r(A

p,Bq,Cr, t),

ϕ̂′′
p,q,r =

p,q∑
l,m=1

∫
dCr+1

ˆ̂
Rl,m;r+1ρ̂p−1,q−1,r+1(A

p/Al,B
q/Bm,C

r+1, t) N&'C'&)O

+

p∑
l=1

TrBq+1

∫
dBq+1dCr+1

ˆ̂
Rl,q+1;r+1ρ̂p−1,q,r+1(A

p/Al,B
q,Cr+1, t)

+

q∑
m=1

TrAp+1

∫
dAp+1dCr+1

ˆ̂
Rp+1,m;r+1ρ̂p,q−1,r+1(A

p,Bq/Bm,C
r+1, t)

+

r∑
n=1

∫
dAp+1dBq+1

ˆ̂
Rn;p+1,q+1ρ̂p+1,q+1,r−1(A

p+1,Bq+1,Cr/Cn, t).

<G



$��;F- 4����.1 � - ��-��2��5 � �����-��.� 73. �
# /��+�39�� �23�,�5 �2 ��-8

��2���� � �����-��.� 73. 
# N&'C'CO' �- +�2�. �� 2�1 ,2� �� /�0�,- ��6  +5 3

� 2�-2 . �-�0+-��5+1 ��� ���-7-3-�5 � 2-�+�7���+�,- ��+ ��-7-3-1 2'-' � ;- ��8

�-,��+ ��� 2��� 2�-' �2� �� �-2 . ��,�39�5� � 3���61 07- 9 +5 ��-�-;�->-+ � -+�

����-3.=�.+� ?,� 2�=A' ��47� ��,�39�5- � 3���. 73. �
#  3-7�HF�-:

ρ̂p,q,r(A
p,Bq,Cr, t = 0) = 
̂A(A1) ⊗ . . .⊗ 
̂A(Ap) N&'C'&EO

⊗ 
̂B(B1) ⊗ . . .⊗ 
̂B(Bq) ⊗ 
C(C1) ⊗ . . .⊗ 
̂C(Cr).

$-3�,��5 
̂A1 
̂B1 
̂C .�3.H2 . ��,�39�5+� ?+�2��=�+� �3�2�� 2�A ?,� 2�=A A1 B1

C'

����� #�������� 	������
������ �����

���7�+-�2�39�5+  ��6 2��+ �
#1 ��0��3.HF�+ ��0����29 +-2�75 0�+5����. �-8

�����61 .�3.-2 .  ��6 2�� ��2-�� ����-3.=��' #� ���3�4��  ��;�2�+� P&)1 &E1 BEQ

��  +�2��+ 7�- 4����5 ?,� 2�=A1 ,9- ��3�>-��- � ��� 2��� 2�- �����2-��0�-2 .

7��+. ��;���+� ����7���2: {Ap,Bq,Cr} � {Aη
0,B

ζ
0,C

ξ
0}' 	 3� �;- 4����5 ?,� 2�=A

����7.2 . �� ;�39K�+ ��  2�.��� 7��4 �2 7��4�1  �;52�. � ��� 7�3>�5 ;529  2�8

2� 2�,- �� �-0��� �+5' ���,- 4����.1 ����-3.=�. +->7� ��+� 7�3>�� 2-�.29 .1 �

 ��2�-2 2��HF�- �� ��-7-3-��. /��2���0���29 .:

ρ̂p+η,q+ζ,r+ξ (ApAη
0,B

qBζ
0,C

rCξ
0) N&'C'&BO

→ ρ̂p,q,r(A
p,Bq,Cr) ⊗ ρ̂η,ζ,ξ(A

η
0,B

ζ
0,C

ξ
0), ({Aη

0,B
ζ
0,C

ξ
0} → ∞).

�����-73��� 29 @2�6 /��+�35 ����-�.-2 . ��7 2������6 -- �����6 � 3-��6 ,� 2-6

� �-�����H N&'C'&(O � ��-�-;�->-��-+ �-��=�.+� +->7� ?,� 2�=�+�A1 �����73->�8

F�+� ��0�5+ 4�����+' ��� � �  ��3.���+  3�,�- P&)1 &E1 BEQ1 ��>�5+  3-7 2��-+

 ��6 2�� ��2-�� ����-3.=�� .�3.-2 . ��0+�>�� 29 ��3�,-��. 3H;�6 �
# ��0��4�

���.7�� ,-�-0 �
# ;�3-- �5 ���4� ���.7��' �����+-�1

ρ̂p,q,r(A
p,Bq,Cr) = [A]−1 lim

v→∞
TrAp+1

∫
v

dAp+1

v
ρ̂p+1,q,r(A

p+1,Bq,Cr). N&'C'<%O

#����3� �-�-��7� � ρ̂p,q,r �2 ρ̂p1,q1,r1 N��� p1 > p, q1 > q, r1 > rO � 2����3���H2 .

���3�4�,�5+ �;��0�+'

<D



���6 2�� ��2-�� ����-3.=�� N&'C'&BO 7-3�-2 ��0+�>�5+ 4�������- ��03�>-��-

P&)1 BEQ �
# � ���-7-3-��- +�2��,�5� ����-3.=����5� /��+ N
��O σ̂p,q,r' 
��

.�3.H2 . ���3�4�+�  ��3.��5� ����-3.=����5� /��+ �-������- ��6  2�2� 2�,-8

 ��6 +-������ � +�4�2 ;529 �5��>-�5 ,-�-0 �
#1  �.09 +->7� 
�� � �
# N/��8

2�,- ��1 4�������- ��03�>-��- �
#O  3-7�HF�.' 
�� ��0K-4� ���.7�� N?+�2��8

=5 �3�2�� 2�A ���0�,� 2�=O  ����7�H2   ��2�-2 2��HF�+� �
#:

ρ̂1,0,0(A1) = σ̂1,0,0(A1), ρ̂0,1,0(B1) = σ̂0,1,0(B1), ρ̂0,0,1(C1) = σ̂0,0,1(C1). N&'C'<&O

#���-7-+ 2��>-  �.09 73. �-��2��5� �0;����5� <8,� 2�,�5� �
# � 
��:

ρ̂1,1,0(A1,B1) = ρ̂1,0,0(A1) ⊗ ρ̂0,1,0(B1) + σ̂1,1,0(A1,B1), N&'C'<<O

ρ̂2,0,0(A1,A2) = ρ̂1,0,0(A1) ⊗ ρ̂1,0,0(A2) + σ̂2,0,0(A1,A2)

ρ̂1,0,1(A1,C1) = ρ̂1,0,0(A1) ⊗ σ̂0,0,1(C1) + σ̂1,0,1(A1,C1).

C8,� 2�,�5- �
# �5��>�H2 . ,-�-0 
��  3-7�HF�+ �;��0�+:

ρ̂1,2,0(A1,B1,B2) = ρ̂1,0,0(A1) ⊗ ρ̂0,1,0(B1) ⊗ ρ̂0,1,0(B2) N&'C'<CO

+σ̂1,1,0(A1,B1) ⊗ ρ̂0,1,0(B2) + σ̂1,1,0(A1,B2) ⊗ ρ̂0,1,0(B1) + ρ̂1,0,0(A1) ⊗ σ̂0,2,0(B1,B2)

+ σ̂1,2,0(A1,B1,B2),

ρ̂1,1,1(A1,B1,C1) = ρ̂1,0,0(A1) ⊗ ρ̂0,1,0(B1) ⊗ ρ̂0,0,1(C1)

+σ̂1,1,0(A1,B1) ⊗ ρ̂0,0,1(C1) + σ̂1,0,1(A1,C1) ⊗ ρ̂0,1,0(B1) + σ̂0,1,1(B1,C1) ⊗ ρ̂1,0,0(A1)

+ σ̂1,1,1(A1,B1,C1).

��������- ��03�>-��- 73. � 2�39�5� <8 � C8,� 2�,�5� �
#1 ����� ��� � 73.

+�2��= ;�3-- �5 ���4� ���.7��1  2���2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+' $  �3�  ��6 2��

N&'C'&BO <8 � C8,� 2�,�5- 
�� � 
�� ;�3-- �5 ���4� ���.7��  2�-+.2 . � ��3H1

- 3� ��  2�.��- +->7� ?,� 2�=�+�A 7� 2�2�,�� �-3���' J2� ��0��3.-2 ��0����29

+-2�75 �;�5�� N0�+5����.O �-�����6 73. 
��'

#�7 2��3.. � �-�����H 73. �
# N&'C'&(O ���-7-3-��. 
�� N&'C'<&O1 N&'C'<<O1

N&'C'<CO1 +�>�� ��3�,�29 �-�����H 73. �� 3-7���' "7- 9 +5 ����-7-+ 2�39�� 3�K9

�����-��. 73. �-��5� ,-25�-� 
��: σ̂1,0,01 σ̂0,1,01 σ̂0,0,1 N2'-' ?+�2��= �3�2�� 2�A �28

7-39�5� ?,� 2�=AO � σ̂1,1,0 N2'-' 73. ����-3.=�� A � BO' ��3-- +5 ;�7-+ � ��390���29

73. ��� ;�3-- �7�;��- �;�0��,-��-:

σ̂1,0,0 = σ̂A, σ̂0,1,0 = σ̂B, σ̂0,0,1 = σ̂C , σ̂1,1,0 = σ̂AB. N&'C'<(O

<)



�����-��. 73. �7��,� 2�,�5� 
�� �+-H2 ��7:

(∂t − L̂A)σ̂A(A, t) =
ˆ̂
QAσ̂A(A, t) N&'C'<GO

+ TrB

∫
dB
(

ˆ̂
WAB +

ˆ̂
VAB

)
{σ̂AB(A,B, t) + σ̂A(A, t) ⊗ σ̂B(B, t)}

+ TrB

∫
dBdC

ˆ̂
RAB; Cσ̂C(C, t),

(∂t − L̂B)σ̂B(B, t) =
ˆ̂
QBσ̂B(B, t) N&'C'<DO

+ TrA

∫
dA

(
ˆ̂
WAB +

ˆ̂
VAB

)
{σ̂AB(A,B, t) + σ̂A(A, t) ⊗ σ̂B(B, t)}

+ TrA

∫
dAdC

ˆ̂
RAB; Cσ̂C(C, t),

(∂t − L̂C)σ̂C(C, t) =
(

ˆ̂
QC +

ˆ̂
VC
)
σ̂C(C, t) N&'C'<)O

+

∫
dAdB

ˆ̂
RC;AB{σ̂AB(A,B, t) + σ̂A(A, t) ⊗ σ̂B(B, t)}.

�3. �� �-K-��. 2�-;�-2 . 2��>- �����-��- � 73. 
�� σ̂AB:

(∂t − L̂AB)σ̂AB(A,B, t) =
ˆ̂
QABσ̂AB(A,B, t) N&'C'<EO

+
(

ˆ̂
WAB +

ˆ̂
VAB

)
{σ̂AB(A,B, t) + σ̂A(A, t) ⊗ σ̂B(B, t)} +

∫
dC

ˆ̂
RAB; Cσ̂C(C, t) + γ̂AB.

$ - ��3�75 �5 ���4� ���.7�� � �����-��- 73. σ̂AB N&'C'<EO 07- 9 �;�0��,-�5 ���

γ̂AB' ��,�39�5- � 3���. 73. �7��,� 2�,�5� 
�� �+-H2 ��7:

σ̂A(A, t = 0) = 
̂A(A), σ̂B(B, t = 0) = 
̂B(B), σ̂C(C, t = 0) = 
̂C(C). N&'C'<BO

$ - 
�� ;�3-- �5 ���4� ���.7�� �;��F�H2 . � ��39 ��� t = 0'

��% &�	
#���'��� 	
���� ��	�
!

�� �� ����� �&'�� 	��������	�� (��������

�3. �5��7� ��$ � 0�+5����. �-�����6 +5 �� ��390�-+ . +-2�7�+�1 �0�- 2�5+�

73. @3-+-�2���5� �-��=�6 P&)1 CB1 &EQ1 �;�;F�. �� ��  3�,�6 +��4�,� 2�,�5� �-8

��=�61 2'-' �5��3�.. 0�+5����- 73. 
��1 � �- 73. ��7���7��39�5�  ��3.��5�

��'

�3-7�. ��-757�F�+ ��;�2�+1 +5 ��-�-;�->-+ ��3�7�+� � -� 2��6�5� 
�� �

����-3.=�6 ?,� 2�=A ;�3-- �5 ���4� ���.7�� � �����-��� 73. σ̂AB1 2'-' ;�7-+  ,�2�29

<E



γ̂AB → 0' ����- 0�+5����- �-������ �-��� 3�K9 ��� ��0��� �3�2�� 2.� �-�4-�2��1

2'-' �  � 2-+- 7�3>-� ��� �2 2����29 +�356 ����+-2� N&'&'&%O' ��>- ��� ξ � 1

�����-��. ��$  2����.2 . �-�-��5+� �� ;�39K�� ��-+-���1 � 73. �� K��-��.

��2-���3� ���+-��+� 2� 2-���� 2�-;�-2 . +�7�/���=�. P&)1 CG1 CB1 E(Q1 7���56 ��8

��� ;�7-2 ��7��;�-- ��  +�2�-� � 2�-29-6 43��-' �2�;5  7-3�29 �5��7 ��$ ;�3--

���0��,�5+1 �4����,�+ . ���;�3-- 2���,�5+  3�,�-+ �7����7��4� �� ��-7-3-��.

�-�4-�2�� � ��� 2��� 2�- � ��-�-;�->-+ @//-�2�+� ��+�,- ��4�  +-F-��. N2'-'

0�+-��+ ��-��2�� ˆ̂
WAB �� -4� .7�� ˆ̂

UABO' �;� �4����,-��. �-����=����39�5 73.

+-2�7�1 �� ��0��3.2 ��3�,�29 ;�3-- ��� 25- ���-,�5- �����-��.' $ 7����+ ���8

;3�>-��� �7��,� 2�,�5- 
�� �- 0��� .2 �2 ��3�>-��6 �-�4-�2�� � ��� 2��� 2�-1

2�47� ��� σ̂AB 0��� �2 2�39�� �2 �2�� �2-39��6 ����7���25 r = A−B' ��47� ����8

�-��. N&'C'<GO1 N&'C'<DO1 N&'C'<)O ����F�H2 .:

∂tσ̂A(t) =
ˆ̂
QAσ̂A(t) + TrB

∫
dr
(

ˆ̂
UAB(r) +

ˆ̂
VAB(r)

)
{σ̂AB(r, t) + σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t)} N&'('&O

+ TrB

∫
dr

ˆ̂
Vd(r)σ̂C(t),

∂tσ̂B(t) =
ˆ̂
QBσ̂B(t) + TrA

∫
dr
(

ˆ̂
UAB(r) +

ˆ̂
VAB(r)

)
{σ̂AB(r, t) + σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t)} N&'('<O

+ TrA

∫
dr

ˆ̂
Vd(r)σ̂C(t),

∂tσ̂C(t) =
(

ˆ̂
QC +

ˆ̂
VC
)
σ̂C(t) +

∫
dr

ˆ̂
Va(r){σ̂AB(r, t) + σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t)}. N&'('CO

�����-��- 73. σ̂AB �+--2 ��7:

(∂t − L̂r)σ̂AB(r, t) =
ˆ̂
QABσ̂AB(r, t) N&'('(O

+
(

ˆ̂
UAB(r) +

ˆ̂
VAB(r)

)
{σ̂AB(r, t) + σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t)} +

ˆ̂
Vd(r)σ̂C(t).

"7- 9 ��-7-�5 ��-��2��5 ˆ̂
Va � ˆ̂

Vd1 .�3.HF�- .1 ���;F- 4����.1 �-���7��2�5+� +�28

��=�+�' $ ��� 2-6K-+  3�,�-1 ��47� ���0��-0���� �5- ����2��5-  � 2�.��. �-�4-�8

2�� �2 � 2��H21 @2� +�2��=5 ��0+-��� 2� NC ×NANB � NANB ×NC  @3-+-�2�+�:

〈Cα|V̂a(r)|AiBj〉 =

∫
dr′′RAi+Bj→Cα(r′′| r + r′, r′), N&'('GO

〈AiBj |V̂d(r)|Cα〉 =

∫
dr′′RCα→Ai+Bj

(r + r′, r′| r′′).

<8,� 2�,��. �
# σ̂AB �5��>�-2 . ,-�-0 �7��,� 2�,�5- �
# ��� ��+�F� /���8

=�� ����� ˆ̂
GAB1 ��2���. ��7,��.-2 . �����-��H:(

∂t − L̂r − ˆ̂
QAB − ˆ̂

UAB(r) − ˆ̂
VAB(r)

)
ˆ̂
GAB(r| r0, t) = δ(r − r0)δ(t)

ˆ̂
E. N&'('DO

<B



"7- 9 ˆ̂
E * -7���,�56  ��-�8��-��2�� N� �2 �2 2��� ����2��5�  � 2�.��6 +�3-��3 *

+�2��=� ��0+-��� 2� NANB ×NANBO' � ��390�����-  2��7��2�5� +-2�7�� 2-����

/���=�6 ����� � �����-��� N&'('(O ��0��3.-2 ��-7 2���29 σ̂AB ���

σ̂AB(r, t) =

∫
dr0

t∫
0

dτ
ˆ̂
GAB(r| r0, t− τ) N&'(')O

×
[(

ˆ̂
UAB(r0) +

ˆ̂
VAB(r0)

)
σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ) +

ˆ̂
Vd(r0)σ̂C(τ)

]
.

��3--1 �����-��. 73. ?+�2��= �3�2�� 2�A N&'('&O1 N&'('<O1 N&'('CO * �����-��. ��$ *

+�4�2 ;529 0��� ��5 � ��2-4��87�//-�-�=��39��+ ��7-:

(
∂t − ˆ̂

QA
)
σA(t) = TrB

⎛
⎝ t∫

0

ˆ̂
ΣAB(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σB(τ)dτ +

t∫
0

ˆ̂
Σd(t− τ)σC(τ)dτ

⎞
⎠N&'('EO

(
∂t − ˆ̂

QB
)
σ̂B(t) = TrA

⎛
⎝ t∫

0

ˆ̂
ΣAB(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ +

t∫
0

ˆ̂
Σd(t− τ)σ̂C(τ)dτ

⎞
⎠

(
∂t − ˆ̂

QC
)
σ̂C(t) =

t∫
0

ˆ̂
Σa(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ +

t∫
0

ˆ̂
ΣC(t− τ)σ̂C(τ)dτ.

�7�� @2�� �����-��6 �5��>�H2 . 2�39�� ,-�-0 /���=�H ����� ˆ̂
GAB � �-��=����5-

��-��2��5:

ˆ̂
ΣAB(t) =

∫
dr
(

ˆ̂
UAB(r) +

ˆ̂
VAB(r)

)
N&'('BO

×
[
δ(t) +

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r| r0, t)

(
ˆ̂
UAB(r0) +

ˆ̂
VAB(r0)

)]
,

ˆ̂
Σd(t) =

∫
dr

[
ˆ̂
Vd(r)δ(t) +

(
ˆ̂
UAB(r) +

ˆ̂
VAB(r)

)∫
dr0

ˆ̂
GAB(r| r0, t)

ˆ̂
Vd(r0)

]
,

ˆ̂
Σa(t) =

∫
dr

ˆ̂
Va(r)

[
δ(t) +

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r| r0, t)

(
ˆ̂
UAB(r0) +

ˆ̂
VAB(r0)

)]
,

ˆ̂
ΣC(t) =

ˆ̂
VCδ(t) +

∫
dr

ˆ̂
Va(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r| r0, t)

ˆ̂
Vd(r0).

�7�� �����-��6 ��$ N&'('EO �+-H2  3-7�HF�6 /�0�,- ��6  +5 3'

�7�� ˆ̂
ΣAB � �����-��.� 73. σ̂A1 σ̂B ��� 5��-2 ;�+�3-��3.��5- ���=-  5 N&'<'&O

� � ,-0���-��- A � B � �-��=�.� �  �=��=�� Ai+Bj → Cα' �� �;��0�����- � �;��28

�5� ���=-  �� 7�  �=��=�� Ck ��� 5��-2 .  ��+�F9H ˆ̂
Σd' �7�� ˆ̂

Σa �2�-2 2�-��� 0�

/��+�������- C � �-0�392�2- �  �=��=��1 � �� 3-7��6 ��2-4��39�56 ,3-� ��� 58

��-2 �� � ,-0���-��- ��� 7�  �=��=��' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2�  ���� 29 ���=-  ��

C%



7�  �=��=�� �- 0�7�-2 . 3�K9 @3-+-�2�+� ��-��2��� ˆ̂
VC � 0��� �2 �2 �2�� �2-39��6

��7��>�� 2� A � B1 �  ��2�-2 2���  �3�  �,- ��6 ��;�2�6 
-�4�1 47- ;53� ��  +�28

�-�� @3-+-�2����. �-��=�. �  �=��=��87�  �=��=�� P&%GQ' J2� �;� 3��3-�� 2-+1 ,2�

� >�7��6 /�0- ���5 +�3-��3 [Ai . . . Bj]1 �;��0�HF�- . ��� 7�  �=��=��1 �- �5��7.2

� �;S-+ �� 2����2-3. +4���-��� � +�4�2 �-��+;�������29 �;��2��1 ,2� �����7�2 �

�+-�9K-��H @//-�2���� 2� �  ���� 2� 7�  �=��=��' ����6 @//-�2 ���.�3.-2 . �

 3�,�-1 - 3� ���=-  5 �-��+;���=�� �-�4-�2�� ���5 [Ai . . . Bj ] N 2�3�����2-39��4�

��+�3-� �O ���������H2  �5��7�+ �-�4-�2�� � �;S-+1 2'-' ��� 7�//�0�����+ ���8

2��3- �  �=��=��' "7- 9 2��>- ��>�� �2+-2�291 ,2� ��$ ��2�+�2�,- �� �,�25��-2

��3�75 � -� ����2��>���F��  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� [Ai . . . Bj] � ���-2���

�-��=��1 7�>- �- +�2�. �� 2�1 ,2� 7���5- ���+->�2�,�5- ,� 2�=5 �- ��� �2 2��8

H2 � �����-��.� ��$ .��5+ �;��0�+'

"��� �+� 29 .7-� �2 ��-+-�� �- .�3.-2 . 7-392�8�;��0��61 ��@2�+� � �;F-+  3�8

,�- �����-��. ��$ N&'('EO �-  ��7.2 . � 2��7�=����5+ 7�//-�-�=��39�5+ �����-8

��.+ ��+�,- ��6 ���-2���' $���� �  ��7�+� 2� �����-��6 � 7�//-�-�=��39�5+

;�7-2 ��  +�2�-� �� �2���6 43��-'

�����-��. ��$ N&'('EO 7-3�H2 ��0+�>�5+ /��+�39��- ��� ���- +��4� 2�7�68

�5� ���=-  �� � >�7��6 /�0- /��2�,- �� ��- 0��� �+� 2� �2 ��  3�>�� 2�1 ��8

 ��39�� ��3�,- 2�� �-�4-�2�� �  2�7�6 �-��=�� +�>-2 ;529 ����0��39�5+' �' 
'

���2����5+ ;53� ����0���1 ,2� �����-��. ��$ �  �+�+ �;F-+  3�,�- �7��3-2���.8

H2 ����=��� 7-2�39��4� ;�3�� � PDBQ' $� � -� �0�- 2�5� +-2�7�� ��3�,-��. ����8

�-��6 /��2�,- �� 2�-;�-2 . �5��7 �����-��6 �27-39�� 73. ��>7�4�  3�,�.1 ,2�

 �F- 2�-��� �4����,���-2 �� ���+-��+� 29' 	7�� 2�-��5+ � �3H,-��-+ .�3.-2 .

+-�-- �;F�. 2-���. P&%DQ1 ��3�,-���. �>- �� 3- ��$ N-- �����-��. �� +��4�+ ����8

>� ��  � 2-+� N&'('&O1 N&'('<O1 N&'('CO � N&'('(OO � �- �,�25��HF�. +���+�3-��3.��5-

�-��=�� � ��3�,�- ����2��5�  � 2�.��6 �-�4-�2��' ��,�� 29 ��7��7� P&%DQ ��� @2�+

� �;F-+  3�,�- �- ��-�� ��7�2 P&%)Q 2�,�� 29 ��$'

�3. �-K-��. �����-��6 � ����>7-��. ���=-�2��=�6 ,� 2�= � 3H;�6 +�+-�2

��-+-��1 ��� ;53� ��-��5- ��-73�>-�� � ��;�2- P<DQ1 +�>�� ��390���29 . �- ��8

�-,�5+� ��2-4��87�//-�-�=��39�5+� �����-��.+� ��$ N&'('EO1 � �-K�29 ��;��

7�//-�-�=��39�5� �����-��6 73. 
�� N&'('&O1 N&'('<O1 N&'('CO � N&'('(O' $5;�� .�8

3.-2 . ����� �+ �7�; 2��' $2���. ��0+�>�� 29 � �.7-  3�,�-� ��0��3.-2 ���� 2�29

C&



,� 3-���- �-K-��- �����-��6 ��$ P<DQ'

�� �� )����	���� 
��&�������

�� ,-2 .7-� �����-��6 N&'('EO �� /��+�3�+ N&'('BO 0�,� 2�H 7� 2�2�,��  3�>-� �

73. ����0��39��6 0��� �+� 2�  ���� 2-6 @3-+-�2����4� ��2� �2 ��  2�.��. +->7�

,� 2�=�+� +�>-2 ;529 ����0�-7-� 2�39�� ,� 3-���' �7����1 � ��� 2-6K-+  3�,�-

���2��2�5� N2'-' ���2-��HF�� 2�39�� � �0��6 �-��=�����6 0��- ��� ���;�39K-+

 ;3�>-��� �-�4-�2��O �-��=�6 0�7�,�  �39�� ����F�-2 .' ��>- �����7.2 . �-0�398

2�25 73. .7-� ��$ � @2�+ ���;3�>-���' "7- 9 ��� �����-2�0�=�� ��7� ��-��2�8

��� +5 �4����,�+ .  3�,�-+ �-�4-�2�� ;-0 ����2��5�  � 2�.��6' J2� 7-3�-2 . 73.

����F-��. �� ���.2�. � �- .�3.-2 . ����=����39�5+ �4����,-��-+ ��$'

���2��2��- ���;3�>-��- ��7��0�+-��-21 ,2� ;�+�3-��3.��5- �-��=�� N&'<'&O �

�  �=��=�. Ai+Bj → Cα ���2-��H2 2�39�� ��� ���;�39K-+  ;3�>-��� �-�4-�2�� Ai

� Bj ' ���3�4�,��1 ��� 7�  �=��=�� Cα ���� [Ai . . . Bj ] 2��>- ��>7�-2 . �� ���2��2-1

��-7��3�>�+ 2��>- �7�������- ��  2�.��- ���;�39K-4�  ;3�>-��. R 73. � -� ���

�-�4-�2�� Ai � Bj ' ��47� �-��=����5- ��-��2��5 �����+�H2 ��7:

ÛAB(r) + V̂AB(r) → K̂AB
δ(r −R)

4πR2
, N&'('&%O

Ûa(r) → K̂a
δ(r − R)

4πR2
, Ûd(r) → K̂d

δ(r − R)

4πR2
,

47-

K̂AB =

∫
dr
(
ÛAB(r) + V̂AB(r)

)
, K̂a =

∫
drÛa(r), K̂d =

∫
drÛd(r). N&'('&&O

���5- ��-��2��5 K̂AB, K̂a, K̂d .�3.H2 . +�2��=�+�1  � 2��3-��5+� �0 �-��=���8

�5� ��� 2��2  ���� 2�  ��2�-2 2��HF�� ���=-  ��' #�7 2��3.. ���-7-3-��. �-��8

=����5� ��-��2���� �0 ��07-3� &'<'C1 ��3�,�-+:

〈AkBl|K̂AB|AiBj〉 = kAi+Bj→Ak+Bl
, (i, j �= k, l); N&'('&<O

〈AiBj |K̂AB|AiBj〉 = −
∑
k,l �=i,j

kAi+Bj→Ak+Bl
−
∑
m

kAi+Bj→Cα = −kescAiBj
,

〈Cα|K̂a|AiBj〉 = kAi+Bj→Cα, 〈AiBj |K̂d|Cα〉 = kCα→Ai+Bj
,

〈Cβ|K̂C|Cα〉 = −δαβ
∑
i,j

kCα→Ai+Bj
= −δαβkescCα

.

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� +�2��=5 K̂a � K̂d �- .�3.H2 . ���7��2�5+�: K̂a �-�-��7�2

�-�2��8 2�3;-=1 0�7���56 � ��33-�2����+ ;�0� - A⊗B1 � �-�2��8 2�3;-= � ;�0� - C1

C<



7-6 2��- K̂d ���2�����3�>��' �-7��4���39�5- @3-+-�25 K̂AB ��3�>�2-39�5 � ���8

�5 �-��=����5+ ��� 2��2�+  ���� 2� ���=-  �� Ai+Bj → Ak+Bl1 � �2��=�2-39�5-

7��4���39�5- * �-��=����5+ ��� 2��2�+  ���� 2� 4�;-3� ��� |AiBj〉' ��-��2�� V̂C

�+--2 2�39�� �2��=�2-39�5- 7��4���39�5- @3-+-�25'

$5��3�.. ��2-4��������- � ���-7-3-��� .7-� N&'('BO1 ��3�,�-+ 73. ���  3-7�8

HF�- �5��>-��.:

Σ̂AB(t) = K̂AB
[
δ(t) + ĜAB(R|R, t)K̂AB

]
, Σ̂d(t) =

[
δ(t) + K̂ABĜAB(R|R, t)

]
K̂d,N&'('&CO

Σ̂a(t) = K̂a

[
δ(t) + ĜAB(R|R, t)K̂AB

]
, Σ̂C(t) = V̂Cδ(t) + K̂aĜAB(R|R, t)K̂d.

$+- 2� /���=�� ����� ĜAB �7�;�-- � ��390���29 2�� ��05��-+�H  ��;�7��H /���8

=�H ����� ĜAB PCE1 &Q1 ��2���. 4���07� ���F- ��  ,�25��-2 . � ��� 5��-2 @��3H=�H

���5 [A . . .B] � �2 �2 2��� ;�+�3-��3.��5� �-��=�6' J2� /���=�. ����� .�3.-2 .

�-K-��-+  3-7�HF-4� �����-��.:

(∂t − L̂r − Q̂AB)ĜAB(r| r0, t) = δ(r − r0)δ(t). N&'('&(O

��.09 7��� 4����� ��� /���=�6 �+--2 ��7 PCEQ:

ĜL
AB(R|R, s) = ĜLAB(R|R, s)

[
Ê − K̂ABĜLAB(R|R, s)

]−1

N&'('&GO

=
[
Ê − ĜLAB(R|R, s)K̂AB

]−1

ĜLAB(R|R, s).

"7- 9 � 7�3-- �-����6 ��7-� L �;�0��,�-2 ��-�;��0�����- ���3� �1 s * 3��3�8

 �� ��. �-�-+-���.' $5��>-��. N&'('&CO � N&'('&GO ��0��3.H2 �5��0�29 /���=��

��+.2� ,-�-0 ���-2�,- ��- ��� 2��25  ���� 2� �  ��;�7�5- /���=�� ����� ���8

�-� �39�5+ � 7� 2�2�,�� ��� 25+ �;��0�+' $ �2 �2 2��� +���+�3-��3.��5� ���8

=-  �� �5��>-��. 73. /���=�6 ����� ĜAB(R|R, t)  �F- 2�-��� ����F�H2 . � .�3.8

H2 . 7��4���39�5+�' $ ,� 2�� 2�1 ��  2�=������5- 0��,-��. N2'-' ĜLAB(R|R, s = 0)O

�+-H2 3�K9  3-7�HF�- @3-+-�25 P<%1 &%EQ:

〈AiBj|ĜLAB(R|R, s = 0)|AiBj〉 =
1

kDij

=
1

4π(RAi
+RBj

)(DAi
+DBj

)
. N&'('&DO

��( )��!
	 ����	��	 ������	� ���#��	�����
� �
��$

���

� ����5+ 7� 2��� 2��+ ��$ .�3.-2 . � �-���H �,-�-79 -- ���+-��+� 29 73. ���8

 ���. �- 2�=������5� .�3-��6 � ��+�,- ��6 ���-2��-1 ��47� ����K�-2 . 0���� 7-68

CC



 2��. +�  � 2�-;�-2 . ;�3--  2��4�6 2-��-2�,- ��6 ��7��7' �-+ �- +-�--1 ��0����8

-+56 07- 9 ������2 ��$ �+--2  �F- 2�-��5- ��-�+�F- 2�� 7�>- 73. �� ,-2�  2�8

=������5� ��� 2��2  ���� 2�' #� ��39�� ��$ .�3.-2 . ����-� �39�5+  �� �;�+

��� ���. +��4� 2�7�6�5� 7�//�0�����8���2��3���-+5� �-��=�61 ��� ��0��3.-2

��3�� 29H /��+�3�0���29 �� ,-2 ���-2�,- ��� ��@//�=�-�2�� � ���;�3-- �;F-+

 3�,�-1 ,2� �-��0+�>��  7-3�29 ��� ��+�F� /-��+-��3�4�,- ��� +-2�7��1 �����8

+-�1 +-2�7�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� P)DQ'

�����-��- ��$ � +-2�7�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� ;�7-2 ����-7-�� �� ���8

+-�-  3-7�HF-6 <8 2�7�6��6 �-��=��:

A1 +B1 � A2 +B2 � C. N&'G'&O

$ 2�-,� +�3-��3 A1 � B1 �����7.2 � �;��2�+�+� �;��0�����H A2 � B21 ��2��5- 7�8

3-- �;��2�+5+ �;��0�+ �  �=����H2  �;��0�����-+ +�3-��3 C' 
5 ����>-+1 ,2�

�- +�2�. ��  ����7-��- �-0�392�2�� �;��� +-2�7�� +-2�7  2�3�����2-39�5� ��+8

�3-� �� �����7�2 � 4���07� ;�3-- 4��+�07��+ ���+->�2�,�5+ �5�3�7��+1 2�47�

��� ��$ 7-3�-2 ��0+�>�5+ ��� 2�H /��+�3�0�=�H �-K-��. 0�7�,�'

��*�� )�������� �	������ � ������ ����	�������+��� 	��,


��	���

�3. ���+-�-��. +�7-3�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� ��-7 2���+  �-+� �-��=��

N&'G'&O  3-7�HF�+ �;��0�+:

A1 +B1 � [A1 . . . B1] � [A2 . . . B2] � A2 +B2 N&'G'<O

↓↑

C

$ 2�-,� +�3-��3 A1, B1 � A2, B2 �����7.2 � �;��0�����H ��+�3-� �� [A1 . . . B1] �

[A2 . . . B2]1 ��2��5- �,� 2��H2 � �-��=�.�  ��2�-2 2�-��� [A1 . . . B1] � [A2 . . . B2]1

���2-��HF��  �  ���� 2.+� Wf = kf/v � Wb = kb/v' 
�3-��35 C �;��2�+� �;��0�8

H2 . �0 [A2 . . . B2]1  ���� 2� ��.+�6 � �;��2��6 �-��=�6 ����5 Wa = ka/v, kd' "7- 9

v * �;S-+ �-��=�����6 0��51 kf , kb, ka, kd * �-��=����5- ��� 2��25  ���� 2�  ��2�-28

 2��HF�� ���=-  ��' ��47� �����-��. 73. ���=-�2��=�6 +�3-��3 �����+�H2 ��7

C(



N07- 9 NAi
= [Ai]1 NBj

= [Bj ]O:

dNA1

dt
=
dNB1

dt
= −kDNA1NB1 + k0NA1B1 , N&'G'CO

dNA2

dt
=
dNB2

dt
= −kDNA2NB2 + k0NA2B2 ,

dNC

dt
= −kdNC +WaNA2B2 .

�3. ����F-��. 0�7�,�  ,�2�-2 .1 ,2� ��@//�=�-�25 7�//�0�� � ��  2�.��. +��8

 �+�39��4�  ;3�>-��. 73. ��� A1, B1 � A2, B2  ����7�H2' �����-��. 73. ���=-�8

2��=�6 NA1B1 � NA2B2 ��+�3-� �� [A1 . . . B1] � [A2 . . . B2] �+-H2 ��7:

dNA1B1

dt
= kDNA1NB1 − (k0 +Wf )NA1B1 +WbNA2B2 = 0, N&'G'(O

dNA2B2

dt
= kDNA2NB2 + kdNC − (k0 +Wb +Wa)NA2B2 +WfNA1B1 = 0.

J2� 7�� �34-;���,- ��� �����-��. 73. NA1B1 � NA2B2 +�>�� �-K�29 � �5��0�29

���=-�2��=�� ��+�3-� �� ,-�-0 NA1 , NB1 , NA2, NB2 � NC ' ��3--1 ��7 2��3.. 0��,-8

��. NA1B1, NA2B2 � �����-��. N&'G'CO � ��� ��. �- 9+� 4��+�07��- ���+->�2�,�5-

�5�3�7��1 ��3�,�-+:

dNA1

dt
=
dNB1

dt
= −k1NA1NB1 + k2NA2NB2 + k3NC , N&'G'GO

dNA2

dt
=
dNB2

dt
= −k4NA2NB2 + k5NA1NB1 + k6NC ,

dNC

dt
= −k7NC + k8NA1NB1 + k9NA2NB2 .

$5��>-��. 73. ��� 2��2  ���� 2� �+-H2  3-7�HF�6 ��7:

k1 =
kf
Z

(
1 +

ka
kD

)
, k2 =

kb
Z
, k3 =

kd
Z

· kb
kD

N&'G'DO

k4 =
1

Z

(
ka + kb +

kakf
kD

)
, k5 =

kf
Z
, k6 =

kd
Z

(
1 +

kf
kD

)

k7 =
kd
Z

(
1 +

kb + kf
kD

)
, k8 =

ka
Z

· kf
kD
, k9 =

ka
Z

(
1 +

kf
kD

)
,

47-

Z =

(
1 +

ka
kD

)(
1 +

kf
kD

)
+
kb
kD
. N&'G')O

$ 3H;�+  3�,�- 73. ���+-�-��. +�7-3�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� �;.0�8

2-39��  3-7�-2 �5��3��29 7�� �� 3-7���2-39�5� K�4�' $�8�-��5�1 �-�;��7�+� ��-78

 2���29  �-+� �-��=�� � ��7-1 ���3�4�,��+ N&'G'<O1 2'-' ��3H,�29 � ��  +�2�-��- � -

CG



���+->�2�,�5-  2�3�����2-39�5- ��+�3-� 5' $�8�2��5�1 73. ��3�,-��. �5��>-8

��6 73. ��� 2��2  ���� 2� 2�-;�-2 . �-K-��- ���-2�,- ��� �����-��6 �� ���=-�8

2��=�H ��+�3-� �� � ���;3�>-��� ���0� 2�=������5� ���=-�2��=�6' �  �>�3-8

��H1 7����- �-K-��- � �;F-+  3�,�- �- 9+� 4��+�07�� � �- +�>-2 ;529 /��+�8

3�0�����' ���+�3�0�=�. �-K-��. 0�7�,� ��0+�>�� � ��+��� ��$ ;3�4�7��. 2�+�1

,2� �����-��. N&'('EO 0��� 5��H2 . � ����-� �39��6 +�2��,��6 /��+-' ���+- 2�4�1

� ��+��� ��$ �-2 �-�;��7�+� 2� .��� ��  +�2����29 ���+->�2�,�5-  2�3�����8

2-39�5- ��+�3-� 51 ��2��5- �,�25��H2 . ��2�+�2�,- ��' "7- 9  3-7�-2 �2+-2�291

,2� �����-��. ��$ �- � -47� +�4�2 ;529 ����-7-�5 � 7�//-�-�=��39��6 /��+-'

����- ����F-��- �����-��61 ���;F- 4����.1 �-��0+�>�� ��� ��3�,�� ����2��>�8

��F�� +-2� 2�;�39�5� ,� 2�=1 ��47� ���2-��H2 ;5 2�5- +���+�3-��3.��5- ���8

=-  5 N&'<'<O' ����-  �2��=�� 7�3>�5 �  3-7���29 . �27-39�� N�-��2��5-  3�,��

;�7�2 ��  +�2�-�5 �� �2���6 43��-O' #�@2�+� 07- 9 +5 �4����,�+ .  3�,�-+ +��8

4� 2�7�6��6 �-��=��1 �+-HF-6 ����0��39��- ,� 3� ;�+�3-��3.��5�  2�7�6 N&'<'&O

� �;��2�+5�  2�7�6 �  �=��=��87�  �=��=�� N&'<'CO'

��*�� ������ 	������� �	������ � ���	�� ����"���+��� ������

������

#���-7-+ �����-��. ��$ N&'('EO � 7�//-�-�=��39��+� ��7�' #� ��39�� �����2-�8

�5+ ��-+-�-+ �0+-�-��. .7-� ���-2�,- ��� �����-��6 .�3.-2 . ����2��- ��-+. τd1

+-73-��� �0+-�.HF�- . ?+�2��=5 �3�2�� 2�A N�3�  2�3;=5 ���=-�2��=�6 �-�4-�8

2��O +�>�� �5�- 2� �0 ��75�2-4��39�5� �5��>-��6 P&BQ:

NA(τ) ≈ NA(t), NB(τ) ≈ NB(t), NC(τ) ≈ NC(t). N&'G'EO

$ �-0�392�2- �� ��-+-��� t� τd ��2-4��39�5- ,3-�5 ����F�H2 .1 �����+-�1

t∫
0

Σ̂AB(t−τ)NA(τ)⊗NB(τ)dτ ≈
t∫

0

Σ̂AB(τ)dτNA(t)⊗NB(t) ≈ R̂ABNA(t)⊗NB(t), N&'G'BO

47-

R̂AB =

∞∫
0

Σ̂AB(t)dt. N&'G'&%O

CD



���3�4�,�5- ����F-��. ���+-�.H2 . � 73. � 2�39�5� ��2-4��39�5� ,3-��� �

�����-��. ��$ N&'('EO1 ,2� ��0��3.-2 ����- 2� �� � 7�//-�-�=��39��+� ��7�  

+�2��=�+� ��� 2��2  ���� 2�:

dNA
dt

= TrB
[
R̂ABNA ⊗NB

]
+ TrB

[
R̂dNC

]
, N&'G'&&O

dNB
dt

= TrA
[
R̂ABNA ⊗NB

]
+ TrA

[
R̂dNC

]
,

dNC
dt

= R̂aNA ⊗NB + R̂CNC .

"7- 9 73. ����F-��. 0��� � @3-+-�2�� ��-��2���� 2��>- ��  +�2�-�  3�,�6 +�8

3-��3 ;-0 ����2��5�  � 2�.��6' �3. �27-39�5� �-�2���� ���=-�2��=�6 NAi
, NBj

, NCα

�����-��. N&'G'&&O 7�H2:

dNAi

dt
=
∑
j,k,l

〈AiBj |R̂AB|AkBl〉NAk
NBl

+
∑
j,α

〈AiBj |R̂d|Cα〉NCα , N&'G'&<O

dNBj

dt
=
∑
i,k,l

〈AiBj |R̂AB|AkBl〉NAk
NBl

+
∑
i,α

〈AiBj |R̂d|Cα〉NCα ,

dNCα

dt
=
∑
i,j

〈Cα|R̂a|AiBj〉NAi
NBj

+
∑
β

〈Cα|R̂C|Cβ〉NCβ
.

$��;F- 4����.1 R̂AB, R̂d, R̂a, R̂C .�3.H2 . +�2��=�+�1  � 2��3-��5+� �0 ��� 2��2

 ���� 2� �-��=�6 N&'<'&O � N&'<'CO1 0��� .F�� �2 7�//�0��' �� /�0�,- ��6  +5 3

2�2 >-1 ,2� � 73. .7-� ��$ N�03�>-� �5K-O' R̂AB * ���7��2��. +�2��=� ��0+-�8

�� 2� NANB × NANB' 	- ��3�>�2-39�5- 7��4���39�5- @3-+-�25 〈AkBl|R̂AB|AiBj〉

��-7 2��3.H2 �0  -;. ��� 2��25  ���� 2� ���=-  �� Ai + Bj → Ak + Bl Ni, j �= k, lO1

� �2��=�2-39�5- �-7��4���39�5- 〈AiBj|R̂AB|AiBj〉 7�H2 ��� 2��2�  ���� 2� 4�;-3�

���5 Ai +Bj � �-��=�.� N&'<'&O � N&'<'CO' 
�2��=� R̂d * �-���7��2��. N��0+-��� 2�

NANB × NCO � -- @3-+-�25 〈AiBj |R̂d|Cα〉 *  ���� 2� ��� 2��2  ���� 2� 7�  �=��8

=�� Cα → Ai + Bj ' 
�2��=� R̂a 2��>- �- .�3.-2 . ���7��2��6 N-- ��0+-��� 29 *

NC ×NANBO1 -- @3-+-�25 〈Cα|R̂a|AiBj〉 ����5 ��� 2��2�+  ���� 2� �;��2��4� ���8

=-  � �  �=��=�� Ai+Bj → Cα' �2��=�2-39�5- 7��4���39�5- 〈Cα|R̂C|Cα〉 @3-+-�25

���7��2��6 +�2��=5 R̂C ��0+-��� 2� NC × NC 7�H2 ��3��H ��� 2��2�  ���� 2�

7�  �=��=�� Cα1 � ��3�>�2-39�5- �-7��4���39�5- @3-+-�25 〈Cβ|R̂C|Cα〉 * ��� 2��8

2�  ���� 2� �-��=�� Cα → Cβ' "7- 9  3-7�-2 �2+-2�291 ,2� 2���. �-��=�. ���2-��-2

�- � �-0�392�2- +���+�3-��3.��5� 2��� /��+�=�6 Cα → Cβ1 ��2��5- ;53� ��3��8

 29H � �3H,-�5 �0 ��  +�2�-��.1 � �;� 3��3-�� �-��=�.+� ��� [Ai . . . Bj ]1 �;��0�H8

F�� . ��� 7�  �=��=�� Cα' $ �-0�392�2- --  ���� 291 � �23�,�� �2  ���� 2� 3H;5�

C)



+���+�3-��3.��5� ���=-  ��1 0��� �2 �2 �2�� �2-39�5� ��7��>�� 2-6 �-�4-�2�� �

����� [Ai . . . Bj]' #�2-+ �-��=�� Cα → Cβ +�>-2 ;5291 �����+-�1 7�  �=��=�. Cα  

�;��0�����-+ ���5 +�3-��3 [Ai . . . Bj ] N/��2�,- ��1  2�3�����2-39��4� ��+�3-� �O

 �� 3-7�HF-6 �-��=�-6 [Ai . . . Bj ] → Cβ' ���4�+ ��2-+ �-��=�� Cα → Cβ +�>-2

.�3.29 .1 �����+-�1  3-7�HF�6: Cα → [Ai . . . Bj ] → [Ak . . . Bl] → Cβ'

�-�-�9 ����-7-+ .��5- �5��>-��. 73. ��� 2��2  ���� 2� � �����-��.� N&'G'&&O:

R̂AB =
(
Ê − K̂ABĜ

)−1

K̂AB = K̂AB
(
Ê − ĜK̂AB

)−1

, N&'G'&CO

R̂d =
(
Ê − K̂ABĜ

)−1

K̂d, R̂a = K̂a

(
Ê − ĜK̂AB

)−1

,

R̂C = K̂C + K̂aĜR̂d = K̂C + R̂aĜK̂d.

"7- 9 Ê * -7���,��. +�2��=� ��0+-��� 2� NANB × NANB1 Ĝ * 7��4���39��. +�28

��=� ��0+-��� 2� NANB × NANB  @3-+-�2�+� 〈AiBj|Ĝ|AiBj〉 = 1/kDij
N47- kDij

=

4π(RAi
+ RBj

)(DAi
+DBj

) * 7�//�0�����. ��� 2��2�  ���� 2� 73. �57-3-���6 ��8

�5 �-�4-�2�� Ai, BjO1 ���  3-7�-2 �0 N&'('&DO' � 2�39�5- +�2��=5 �5��>�H2 . ,-�-0

 ��2�-2 2��HF�- ��� 2��25  ���� 2�1 ��� ����0��� � N&'('&<O' $ - ���-2�,- ��- �

7�//�0����5- ��� 2��25  ���� 2� +�>�� 7�3-- ��  +�2����29 � ��,- 2�- ���7�5�

7���5� 2-����1 �-�;��7�+5� 73. �� ,-2� 0��� .F�� �2 ��7��>�� 2-6 ��� 2��2  ��8

�� 2� �-��=�6 N&'<'&O � N&'<'CO' ����+ �;��0�+1 73. ����>7-��. ��� 2��2  ���� 2�

73. �����-2��6 �-��=�����6  �-+5 2�-;�-2 . �5,� 3�29 ( +�2��=51 ���-7-3-��5�

�5��>-��-+ N&'G'&CO1 ��7 2��3.. ��-��2��5 �0 N&'('&<O' J2� ���=-7���  2��7��2��

� 2�-;�-2 2�39�� 3�K9 �+��>-��. � �;��F-��. +�2��=' #�@2�+� ���=-7��� �� 8

,-2� 3-4�� /��+�3�0���291 �����+-�1 ��� ��+�F�  ���-+-��5� ���4��++ 73. ���8

3�2�,- ��� �� ,-2�� N����������� �3� �����O' $ 2� >- ��-+.1 �-K-��- �����-��6

� +�7-3�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� �- +�>-2 ;529 /��+�3�0����� �  2��7��8

2�0����� 2���+ �;��0�+' �-�-�9 ���7-+�� 2����-+1 ��� ��  ,�25��29 ��� 2��25

 ���� 2� 73. �5;�����6 � ��,- 2�- ���+-�� �-��=�� N&'G'&O'

#� 3- ���-7-3-��. ?@//-�2���5�A ,� 2�= � �� ? � 2�.��6A �-K-��- ���;3-+5 �

��+��� ��$  2�����2 . �,-��7�5+' $ �  3-7�-+�+  3�,�- ?@//-�2���5-A ,� 2�=5

���-7-3.H2 .  3-7�HF�+ �;��0�+:

A =

⎛
⎝A1

A2

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝B1

B2

⎞
⎠ , C = (C). N&'G'&(O

CE



#�.+�- ����0�-7-��- �-�2���� ���=-�2��=�6 NA ⊗NB 0��� 5��H2 . ���

NA =

⎛
⎝NA1

NA2

⎞
⎠ , NB =

⎛
⎝NB1

NB2

⎞
⎠ , NC = (NC) , NA ⊗NB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

NA1NB1

NA1NB2

NA2NB1

NA2NB2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. N&'G'&GO


�2��=51 ���-7-3-��5- � �;F-+ ��7- � N&'('&<O1 �+-H2 ��7:

K̂AB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−kf 0 0 kb

0 0 0 0

0 0 0 0

kf 0 0 −kb − ka

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, K̂d =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

kd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, K̂a = (0 0 0 ka), K̂C = −kd, N&'G'&DO

47- Ĝ = Ê/kD' #� ��39�� C �+--2 2�39�� �7�� ? � 2�.��-A1 +�2��=5 K̂d � K̂a ��-���8

F�H2 . � �-�2��8 2�3;-= � �-�2��8 2����  ��2�-2 2�-���1 � K̂C  2�����2 .  ��3.��+'


�2��,��- �+��>-��-1 �5��3�.-+�- �  ��2�-2 2���  N&'G'&CO1 7�-2  3-7�HF�6 ��7

��-��2���� R̂AB, R̂d, R̂a, R̂C:

R̂AB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−k1 0 0 k2

0 0 0 0

0 0 0 0

k5 0 0 −k4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R̂d =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

k3

0

0

k6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R̂a = (k8 0 0 k9) , R̂C = −k7. N&'G'&)O

��� 2��25  ���� 2� ���-7-3-�5 �5K- � N&'G'DO' #�7 2������ �� 0��,-��6 � �;8

F�- �����-��. N&'G'&<O 7�-2 2- >- ���-2�,- ��- �����-��. �� ���=-�2��=��1 ,2�

� N&'G'GO'

��0�+--2 .1 �5��>-��. 73. ��� 2��2  ���� 2�1 ��3�,-��5- � ��+��� �;��� ��78

��7�� * ��$ � +�7-3�  2�3�����2-39�5� ��+�3-� ��1  ����7�H2 73. �5;�����6

��+� �-��=�� N&'G'&O1 ����� ��� � 73. 3H;�6 7��4�6 7�//�0�����8���2��3���-+�6

�-��=��' �-+ �- +-�--1 /��+�3�0+ ��$ 4���07� �7�;�-- 73. �� ,-2��1 �� ��39��

+�7-39  2�3�����2-39�5� ��+�3-� �� 2�-;�-2 .���4� ���-7-3-��. � -� ���+->�8

2�,�5� ,� 2�=8��+�3-� �� N���;F- 4����.1 ���0�,� 2�=O � �-K-��- ;�39K�4� ,� 3�

7���3��2-39�5� �����-��6' #� ��39�� �;F-- �-K-��- @2�� �����-��6 �-�0�- 2��1

7����. N�- 9+� 4��+�07��. ��� ;�39K�+ ,� 3-  2�7�6 �-��=��O ���=-7��� 7�3>��

�5��3�.29 . 0����� 73. ��>7�4� ,� 2��4�  3�,�.' $  ��H �,-�-791 ��$ ��0��3.-2

0��� �29 ���-2�,- ��- �����-��. � �;F-+ ��7- N&'G'&<O � 7�-2 �;F-- /��+�39��-

�-K-��- 73. ��� 2��2  ���� 2� N&'G'&CO'

CB
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	 ��!��'�
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� ����
����� !��	��

�;F�. ��$1 ��0��2�. � 7����6 ��;�2-1 2-+ �- +-�--1 �+--2 �.7 �4����,-��61 ��8

 ��39�� � - ��� 2��� 2�-��5- ����-3.=�� +->7� ,� 2�=�+� � ��,�39�56 +�+-�2

��-+-��  ,�2�3� 9 ����5+� ��3H' �7����1 �,-2 ����-3.=�6 .�3.-2 . �- 9+� ��>8

�5+ 73. ��� ���. =-3�4� �.7� /�2���+�,- ��� � ��7��=�������+�,- ��� �-��8

=�6' $ ,� 2�� 2�1 2���,�5+ ���=-  �+ .�3.-2 . �;��0�����- �0�3�������5� 4-+�8

��39�5� ��� �-�4-�2�� ��� �+��39 ��+  �-2���+ �3� ��7��=�����+ ��07-6 2���

�� >�7��- �� 2���5' ����-3.=�� +�3-��3 N��� �����3�1  ��;�7�5� ��7���3�� �3�

���8��7���3��O � ����� �����2-��0�H2 . ��,�39�5+ ��� 2��� 2�-��5+ �� ��-7-8

3-��-+ ϕ(r)1 47- r * �-�2��1  �-7��.HF�6 =-�2�5 +�  ���2�-���' #��2�-�5 ��

4-+���39��6 ���- +�4�2 3�;� ����-�4�����29 7��4  7��4�+1 3�;� �562� � �;S-+

�� 2����2-3. 0�  ,-2 7�//�0��1 47- ��� +�4�2 � 2�-,�29 +�3-��351 �0��,�39��

�����73->��K�- 7��4�+ 4-+���39�5+ ����+' ���-2��� �-��=�� 4-+���39�5� ���

� ��� �-�4-�2��1 � 2�-,�HF�� . � �;S-+- �� 2����2-3.1 ��,- 2�-��� ��03�,��.'

�����+-�1 - 3� ��� t = 0  �F- 2��H2 �# [A• . . . B•]1 +�>-2 /��+�����29 . 3�K9

�7�� ���7��2 AB 4-+���39��6 �-��+;���=��1 2�47� ��� �-��+;���=�. ��7���3�� �

�;S-+- +�>-2 �����7�29 2��>- � � �;��0�����H ���7��2�� AA � BB ��� � 2�-,-

7��� ��7���3�� A• �3� B•  ��2�-2 2�-���' ��� �����3�1 2���- ��7���39�5- �-��8

=��  ���8 -3-�2���5 � ���2-��H2 3�K9 �0  ��43-2��4�  � 2���. ���+->�2�,�5�

�#1 ��� @2�+ +�4��2�5- @//-�25 � /��+�������� ���7��2�� AB � AA N3�;� BBO

 �F- 2�-��� ��03�,�H2 . PC%Q' ����+ �;��0�+1 �,-2 ��,�39�5� ����5� ����-3.=�6

,� 2�= ��>-� � 73. ��0��2�. 2-��-2�,- ��6  ������6 ��+��1 ��2���. �0�,�-2 �3�8

.��- +�4��2�5� ��3-6 �� ���-2��� �-��=�6  �,� 2�-+ ��7���3��'

�- +�2�. �� 2�1 ,2� ��� �5��7- ��$ � - ��,�39�5- ����-3.=�� �-�4-�2�� Ai1 Bj 1

Ck  ,�2�3� 9 ����5+� ��3H1 +5 ����>-+1 ,2� -- �;F�. /��+�3������ 7��� ��-2

��� ���- ��>��4� ,� 2��4�  3�,�. ��3�,�. ����5� ����-3.=�6 [Ai . . . Bj ] ��� t =

01 ,2�  ��2�-2 2��-2 ��3�,�H 4-+���39�5� ��� �-�4-�2��' ����+ �;��0�+1 +-2�7

��0��3.-2 ��� 5��29 +��4� 2�7�6�5- �-��=�� �� K�����+ 7����0��- ��-+-�1 2'-'

�2 4-+���39��6 7� �;S-+��6  2�7�� �-��=�6'

#�-7��3�>�+1 ,2� ��� t = 0 � �� 2���- �+-H2 . ����-3�������5- ���5 �-�8

4-�2�� [A . . .B]' �� ���� ��>7-��-1 ��� �����3�1  3-7�HF--' #�-7 2���+  -;-1 ,2�

(%



�� ' &'<: ����� �!������	
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���
����		�� ������
����		�� "�� [A . . .B] "�
 !�����
 #
����
$

��

 ������� C∗
0 � %�	�����	� �������� C0 ���	����	� ���"��#���	� � "������	���� �&�� �� �����

t = τ∗ 
� #
����
��
� "�
��#
� � '���
����	
� "�� [A . . .B] �!�� (��"��#���	
� ��� A� ��� 
 B�

�#	���#	�� 	� ������
����	� #��� � #������

�0��,�39�� �� �� 2���� ;53� �����+-��� �� ��-7-3-�5 �-��2��5- +�3-��35 C0'

#�� t = −0 ��� ;53� +4���-��� �-�-�-7-�5 �03�,-��-+ � ��0;�>7-���-  � 2�.��-

C∗
0 ' 
�7-+  ,�2�29 7�3--1 ,2� ��-+. >�0�� @2�4�  � 2�.��. �,-�9 ����2��- � �� 3-

��0�5�� �7��6 �0  �.0-6 C∗
0 �;��0�H2 . ���5 [A . . .B]' �����. �-��=�. ;�7-2 7�3--

 ,�2�29 . �-�;��2�+�61 � �����2-���- ��-+. -- ���2-����. τ ∗ * 4���07� ����,- 3H8

;�4� 7��4�4� ��-+-���4� ����+-2��1 �����2-��0�HF-4� ���-2��� +��4� 2�7�6��6

�-��=�� N&'<'&O1 N&'<'<O1 N&'<'CO' ��0�,- �� @2� �0��,�-21 ,2� ��� t = τ ∗ ≈ 0 � �� 2��8

�- �;��0�H2 . ���5 �-�4-�2�� [Ai . . . Bj]' ��-+� 2���4� �;��0�����. ��� �0�;��>-��

�� �� '&'<' #�� t < 0 � �� 2���- ��� �2 2��H2 3�K9 �����+-��� �� ��-7-3-��5-

+�3-��35 C0 N�� '&'<�O1 ��� t = −0 �;��0�H2 . C∗
0 �0 � �����4�  � 2�.��. C01 ��8

2��5- ��� t ≈ τ ∗ ��-���F�H2 . � �0�3�������5- ���5 [A . . .B]' �- +�2�. �� 2�1

,2� �� ��-7-3-��- ��� A1 2�� � B1 �7����7��1 �� ��3�>-��. ����-3������5 7��4

�2�� �2-39�� 7��4�1 2'-'  �F- 2��H2 ����5- ����-3.=��A � B N�� '&'<;O'

�;F�- �����-��. ��$ N&'('EO �-  �7-�>�2 ������� �4����,-��6 ��  ���� 2�

���=-  �� 7�  �=��=��' #�@2�+� +�>�� ��3H,�29 �-��=��

C∗
0 → Ai +Bj. N&'D'&O

� �;F�H  �-+� N&'<'&O1 N&'<'<O1 N&'<'CO' 
�7-+  ,�2�291 ,2� � - ���5 [Ai . . . Bj] �;��8

0�H2 .  �7�������6  ���� 29H k∗ = 1/τ ∗ N@2� ��-7��3�>-��- 7-3�-2 . 3�K9 73.

(&



����F-��. ���+->�2�,�5� �� ,-2��O � ,2� k∗ 4���07� ;�39K- 1/τd �  ���� 2� 3H8

;�6 7��4�6 �-��=��' ��,�39��- �� ��-7-3-��- ��� [A . . .B] �� �� ? � 2�.��.+A �

��  2�.��.+ r 0�7�7�+ ��� ��+�F� �-�2��� ϕ̂AB(r)1 ���-7-3-���4� �� ��33-�2��8

��+ ;�0� - 7��� ?,� 2�=A N&'<'(GO' ���>- ��-7-+  3-7�HF-- � 3���- ���+������ 73.

ϕ̂AB(r):

TrAB

∫
drϕ̂AB(r) = 1. N&'D'<O

���-7-3-��- ?,� 2�=A A � B ;�7-2 � 2���29 . �-�0+-��5+ � �23�,�- �2 ���-7-3-��.

?,� 2�=5A C' $�-7-+ ����H ?@//-�2����HA ,� 2�=� C′ �+- 2� C:

C′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C∗
0

C1, µC1

C1, νC1

. . .

C2, µC2

C2, νC2

. . .

CNC
, µCNC

CNC
, νCNC

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. N&'D'CO

?
�2��=� �3�2�� 2�A C  3-7�-2 0�+-��29 �� �-3�,��� σ̂′
C * ?+�2��=� �3�2�� 2�A C′1

� .7�� ˆ̂
Σd � ˆ̂

ΣC1 ��� 5��HF�- ���=-  5 7�  �=��=��1 * �� ˆ̂
Σ′
d � ˆ̂

Σ′
C � �����-��.�

��$ N&'('EO' ���>-  3-7�-2 7�;���29 7���3��2-39�5- @3-+-�25 ��-��2���� ˆ̂
VC � ˆ̂

Vd1

 ��2�-2 2��HF�- ����+� ����3� 7�  �=��=�� N&'D'&O' ��� �+-H2 ��7:

〈C∗
0 |

ˆ̂
VC|C∗

0〉 = −k∗, N&'D'(O

〈Ai, αAi
βAi

;Bj, γBj
εBj

| ˆ̂Vd|C∗
0〉 = k∗{ϕ̂AB(r)}Ai, αAi

βAi
;Bj , γBj

εBj
.

�-�-�9 �� ��K-+ ,3-�1  �7-�>�F�6 ˆ̂
Σ′
d1 ��390�. 9 ���-7-3-��-+ .7-� N&'('BO:∫ t

0

ˆ̂
Σ′
d(t− τ)σ̂′

C(τ)dτ =

∫ t

0

ˆ̂
Σd(t− τ)σ̂C(τ)dτ + k∗

∫
drϕ̂AB(r)[C∗

0 ](t) N&'D'GO

+k∗
∫ t

0

dτ

∫
dr

ˆ̂
WAB(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t− τ)ϕ̂AB(r0)[C

∗
0 ](τ).

"��� �+� 29 ���=-�2��=�. C∗
0 �2 ��-+-�� N+���@� ���-�=��39�56 �� ��7O 3-4��

�5,� 3.-2 .

[C∗
0 ](t) = N0 exp(−t/τ∗) ≡ N0 exp(−k∗t), N0 = [C∗

0 ](t = 0) N&'D'DO

(<



� �0+-�.-2 . 4���07� ;5 2�--1 ,-+ 3H;�6 �0 @3-+-�2�� ˆ̂
GAB' #�@2�+� � ��75�2-8

4��39��+ �5��>-��� � N&'D'GO +�>�� ���;3�>-��� 0��� �29 73. /���=�� �����

ˆ̂
GAB(r|r0, t− τ) ≈ ˆ̂

GAB(r|r0, t). N&'D')O

J2�  ����-73��� �080� 7-392�8�;��0��4� ���-7-��. @� ���-�=��39��6 /���=�� ��7

��2-4��3�+:

lim
k∗→∞

k∗ exp(−k∗t) = δ(t). N&'D'EO

��2-4��������- �� τ � �����-��� N&'D'GO ��0��3.-2 ��3�,�29 ��� t > τ∗:∫ t

0

ˆ̂
Σ′
d(t− τ)σ̂′

C(τ)dτ =

∫ t

0

ˆ̂
Σd(t− τ)σ̂C(τ)dτ +N0

∫
drϕ̂AB(r)δ(t) N&'D'BO

+N0

∫
dr

ˆ̂
WAB(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t)ϕ̂AB(r0).

#-��56 ,3-�1 ��� � ���--1 ��� 5��-2 7�  �=��=�H C1, . . . , CNC
1 �2���6 ,3-� �08

+-�.-2 ��,�39��- � 3���- 73. Ai � Bk N�� ��39�� ��� 7�  �=��=�� C∗
0 +4���-���

�;��0�H2 . N0 ?,� 2�=A A � N0 ?,� 2�=A BO1 2�-2�6 ,3-� �2�-,�-2 �-��+;���=��

���2�-��� �0�3�������5� ���' 	4�  2���2���  ����7�-2 .  �-0�392�2�+� #��2���

� ���2����� 73. ���-2��� �-��=�6 4-+���39�5� ��� P(GQ'

$2���6 ��2-4��39�56 ,3-�1  �7-�>�F�6 ˆ̂
Σ′

C1 �-�-�� 5��-2 . ���3�4�,�5+ �;��8

0�+' #� ��39�� ���=-�2��=�. C∗
0 �0�- 2�� �0 �����-��. N&'D'DO1 �-�;��7�+� 2�39��

�-�-�� �29 @3-+-�25 ˆ̂
Σ′

C(t− τ)σ̂′
C(τ) � ;�0� - ?,� 2�=5A C' #�7 2��3.. ���-7-3-��.

.7-� �0 N&'('BO1 ��3�,�-+:∫ t

0

ˆ̂
Σ′

C(t− τ)σ̂′
C(τ)dτ =

∫ t

0

ˆ̂
ΣC(t− τ)σ̂C(τ)dτ N&'D'&%O

+k∗
∫ t

0

dτ

∫
dr

ˆ̂
Va(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t− τ)ϕ̂AB(r0)[C

∗
0 ](τ).

����=�. ����� ˆ̂
GAB ��7 ��2-4��3�+ ���;3�>-��� 0�+-�.-2 . �5��>-��-+ N&'D')O'

��47� ��� t > τ∗ +�>�� 0�+-��29 N&'D'&%O  3-7�HF�+ �;��0�+:∫ t

0

ˆ̂
Σ′

C(t− τ)σ̂′
C(τ)dτ =

∫ t

0

ˆ̂
ΣC(t− τ)σ̂C(τ)dτ +N0

∫
dr

ˆ̂
Va(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t)ϕ̂AB(r0).

N&'D'&&O

#-��56 ,3-� ��� @2�+ �- �0+-�.-2 .1 � �2���6 ��� 5��-2 �;��0�����- +�3-��3

C1, . . . , CNC
��� �-��+;���=�� �0�3�������5� ��� �-�4-�2�� P(GQ1 � ˆ̂

ΣAB � ˆ̂
Σa � 2�8

H2 . �-�0+-��5+�'

(C



����+ �;��0�+1 +�>�� 0��� �29 ���-,�5- �����-��. ��$  �,-2�+ ����5� ��8

,�39�5� ����-3.=�6:(
∂t − ˆ̂

QA
)
σ̂A(t) = TrB

∫ t

0

ˆ̂
ΣAB(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ N&'D'&<O

+TrB

∫ t

0

ˆ̂
Σd(t− τ)σ̂C(τ)dτ + TrB

ˆ̂
FAB(t),

(
∂t − ˆ̂

QB
)
σ̂B(t) = TrA

∫ t

0

ˆ̂
ΣAB(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ

+TrA

∫ t

0

ˆ̂
Σd(t− τ)σ̂C(τ)dτ + TrA

ˆ̂
FAB(t),

(
∂t − ˆ̂

QC
)
σ̂C(t) =

∫ t

0

ˆ̂
Σa(t− τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ +

∫ t

0

ˆ̂
ΣC(t− τ)σ̂C(τ)dτ +

ˆ̂
FC(t).

��2-4��39�5- ,3-�5 ��� @2�+ 2- >-1 ,2� � � � ��7�5� �����-��.� N&'('EO � ��� 5��8

H2 ���-2��� �-��=�6 � �;S-+- �� 2����2-3.1 � � 2�,���� � �����-��.� * ���-2���

4-+���39�5� �-��=�6' ��� �+-H2 ��7:

ˆ̂
FAB(t) = N0

∫
dr

ˆ̂
WAB(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t)ϕ̂AB(r0), N&'D'&CO

ˆ̂
FC(t) = N0

∫
dr

ˆ̂
Va(r)

∫
dr0

ˆ̂
GAB(r|r0, t)ϕ̂AB(r0).

��,�39�5- � 3���. 73. σ̂A, σ̂B 0��� 5��H2 . ���

σ̂A(t = 0) = ρ̂A +N0TrB

∫
drϕ̂AB(r), σ̂B(t = 0) = ρ̂B +N0TrA

∫
drϕ̂AB(r). N&'D'&(O

�2+-2�+1 ,2� �+--2 . ;3�0��. ���3�4�.+� +->7� 7���5+� �����-��.+� � �����-8

��.+� /�0�,- ��6 ���-2��� � ��� �2 2��� ��,�39�5� ����-3.=�6 +�3-��3' ��� � �

�-������- ��6  2�2� 2�,- ��6 +-�����- PBEQ1 � 2�,���� � �����-��.� ��$ �2�-,�H2

��,�39�5+ ����-3.=�.+' ��� �����3�1 ��,�39�5- ����-3.=�� �-�;��7�+� �����8

+�29 �� ���+���- �>- ��  2�7�� +��4�,� 2�,��4� �5��7� �����-��6' �7����1 2���6

��7��7 +�>-2 ���0�29 . ,�-0�5,�6�� 2��7�-+��+' #�-73�>-��56 07- 9 +-2�7 �,-2�

����-3.=�61 �����2��1 �- 2�-;�-2 7���3��2-39��4� ��0��2�. +��4�,� 2�,�5� +-2�8

7��1 ��2. � �- .�3.-2 . ����-� �39�5+' J2� ����F-��-  2�3� ��0+�>�5+ ;3�4�7��.

2�+�1 ,2� 07- 9 ��$ ;53� ��0��2� 73. �- 9+� �;F-6  �-+5 �-��=��'

��� � ���--1 ��2-4��87�//-�-�=��39�5- �����-��. ��$ +�>�� ��-7 2���29 �

� 7�//-�-�=��39��6 /��+-1 0��� �� ��3�,-���- ���-- �����-��- 73. 
�� σ̂AB

N&'('(O  ���5+ ��,�39�5+ � 3���-+:

σ̂AB(r, t = 0) = ϕ̂AB(r). N&'D'&GO

((



�-��3-��- 0��,-��- 7����6 
�� �2��>�-2 ��3�,�- �  � 2-+- ��� t ≈ τ ∗ ≈ 0 �0�3�8

������5� ��� ?,� 2�=A [A . . .B]  �� ��-7-3-��-+ �� ��� 2��� 2�� � ? � 2�.��.+A1

0�7���-+5+ �-�2���+ �� ��-7-3-��. ϕ̂AB(r)'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� �,-2 4-+���39�5�  2�7�6 �-��=�6 ���-- ����0��7�3 .

73. @3-+-�2���5� �-��=�6 $@62�+ P&%BQ1 � 2��>- X�4�+ � �� P&&%Q1 �-0�392�25

�� 3-7��� P&&%Q ����7.2 . � ����K-+  �43� ��  �-0�392�2�+� ,� 3-���4� +�7-3���8

����. P&&&Q' �  �>�3-��H1 7���5- �-0�392�25 �- .�3.H2 . �;F�+� � �- +�4�2 ;529

�� ��� 2���-�5 �� +��4� 2�7�6�5- �-��=��'

��, -���.!
��


����+ �;��0�+1 ��2-4��39��. 2-���. � 2�-, ;53� �;�;F-�� 73. ��� ���. +��4� 2�8

7�6�5� ��+�,- ��� �-��=�6 � >�7�� 2�1  �7-�>�F�� +���+�3-��3�.�5- � ;�+�8

3-��3.��5-  2�7��1 � 2��>-  2�7�� �;��2�+�6 �  �=��=��87�  �=��=��' �3. @2�4�

;53 ��0��2 /��+�3�0+ ?@//-�2���5�A ,� 2�=1 ��2��56 ��0��3.-2 0��� 5��29 ��8

�-2�,- ��- �����-��. � ����-� �39��6 +�2��,��6 /��+-1 �� -4� � ���- ;53� ��0��8

25 +�2��,�5- +��4�,� 2�,�5- +-2�75 ��� ���. �-��=����5�  � 2-+' �3. �5��7�

�����-��6 ��$ ;53� ���-7-3-�� +�2��,��- ��� 2��� 2�� ����1 7�3-- ;53� ��3�,-8

�5 �-������ 73. �
# � 
��' �0�- 2�56 �0 3�2-��2��5 73. @3-+-�2���5� �-��8

=�6  �� �;5 0�+5����. �-�����6 ��0��3�3� ��3�,�29 �����-��. ��$ � �� ���;�3--

�;F-+ /���39��+ ��7-' ����5- �����-��. ��3.H2 . ��2-4��87�//-�-�=��39�5+�

� �- � -47� +�4�2 ;529  �-7-�5 � 2��7�=����5+ 7�//-�-�=��39�5+ �����-��.+

��+�,- ��6 ���-2���' #�� @2�+ ����0���1 ,2� ��$ .�3.-2 . ��-7��,2�2-39�5+

+-2�7�+ �- 2�39�� 73. ��� ���. �- 2�=������5� @//-�2�� � ��+�,- ��6 ���-2��-1

�� � 73. �� ,-2�  2�=������5� ��� 2��2  ���� 2� +��4� 2�7�6�5� 7�//�0�����8

���2��3���-+5� �-��=�6' ���>- ��$ 7��� ��-2 ��  +�2�-��- ���-2��� �-��=�6

+�3-��3  ���2�-���+� ����2��5+�  � 2�.��.+� N�����+-�1  �����5+�O � �,-2 ��8

,�39�5� ����5� ����-3.=�6 �-�4-�2��'

#���-7-���- �;�;F-��- ��$ ��0��3.-2 ����-� �39�5+ �-/-��+-��3�4�,- ��+

�;��0�+ ��� 5��29 +��4� 2�7�6�5- �-��=�� ��- 0��� �+� 2� �2 ��  3�>�� 2�' #��8

+-�-��- ��$ � �.7� �����-2�5� 0�7�, N��� ���- ���-2��� �-��=�6  �,� 2�-+

+-2� 2�;�39�5� ,� 2�=1 �-��=�6 $J�1 !#� ;-3���O .�3.-2 . ��-7+-2�+ �2���6

(G



43��5'
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��������

$ 7����6 43��- ��3�,-��5- ���-2�,- ��- �����-��. ��$ +��4� 2�7�6�5� �-��8

=�6 ;�7�2 � ��390����5 73. ��� ���. ���-2��� �-��=�6 ����2��>���F�� +-2� 2�8

;�39�5� ,� 2�=1 � 2��>- ���=-  ��  �,� 2�-+ ��7���3��' 
�7�2 ���7-+�� 2����8

���5 �23�,�. ��$ �2 /��+�39��6 ��+�,- ��6 ���-2���' 
�7-2 7-2�39�� �  3-8

7����� �3�.��- �-��=�6 �5��>7-���4� @3-�2�����4� �;+-�� N$J�O ��  ������H

7���+��� ���8��7���3�� � ��-7-35 ���+-��+� 2� 2��7�=����5� +-2�7�� ��� �8

��. $J�' ���>- ��$ ;�7-2 ��-��5- ���+-�-�� 73. ��� ���. ��-+.��0�-K-���6

��+�,- ��6 ��3.��0�=�� .7-� N!#�O1 ��0����HF-6 � /�2���+�,- ��� �-��=�.�

;-3���5� +�3-��3' $ 7����+  3�,�-  �F- 2�-��5+ � 3�>�-��-+ 0�7�,� .�3.-2 .

2�1 ,2� �-��=��1 �����7.F�- � /��+�������H !#� �- 2�39��  ���8 -3-�2���51

�� �  2-�-� �-=�/�,�51 2'-' ���2-��H2  ��0��6  ���� 29H ��� ��0��6 �0��+��6

���-�2�=�� �-�4-�2��' �03�>-��5- � 7����6 43��- �-0�392�25 ��3�,-�5 � ��;�2��

P)%1 &&<1 &&C1 &&(1 &&G1 &&D1 &&)1 &&E1 &&B1 &<%Q'

()
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$ �;0��- 3�2-��2��5 +5 ��  +�2��+ +-2�75 �� ,-2� @//-�2�� 7�//�0�����4� 7��8

>-��. � ���-2��- �-��=�61 � ����5- ��-�+�F- 2�� ��$ 73. ��� ���. ���-2��� �-8

��=�6  �,� 2�-+ ����2��>���F�� +-2� 2�;�39�5� ,� 2�=1 � �;-��� 2� ���.�3-��6

�-��=�6 $J� � J#�8 �-�2�� ����� � � ���5 +-2�7� !#� 73. �0�,-��.  2���2��5

� 7���+��� ;-3���5� +�3-��3'

����� ������ 	��������	�� 	�����
������ ����"���+��� ���,

��� ������

���  3-7�-2 �0 �;F�� �5��>-��6 73. .7-� ��$ N&'('BO1 � - ���-2�,- ��- ��@//�8

=�-�25 +�4�2 ;529 �5��>-�5 ,-�-0 /���=�� ����� ���2�-��� Ai � Bj �� ;�+�3-��8

3.��5+ �-��=�.+ Ai+Bj →�������� �  ���� 2� @3-+-�2����4� ��2� @2�� �-��=�6'

���;�3-- ��� 25+  �� �;�+ @2� +�>��  7-3�29 �  3�,�- ���2��2�5� �-��=�61 ��47�

.7�� ��$ �5��>�H2 . ,-�-0 ���2��2�5- 0��,-��. /���=�6 ����� � +�2��=5 �-��8

=����5� ��� 2��2  ���� 2�1 ���  3-7�-2 �0 �5��>-��6 N&'('&CO' ��  +�2��+  ��,�3�

��� 2-6K�H �-�;��2�+�H ;�+�3-��3.���H �-��=�H Ai + Bj →�������� 1 73. ��8

2���6 ��� �� ,-2- .7�� ��$ 7� 2�2�,�� 0��29 3�K9 �-��=�����H ��� 2��2� kij �

�7�� @3-+-�2 /���=�� �����' ��43� ��1 �����+-�1 ��;�2- P&%EQ1 47- ;53� ��3�,-8

�5 �5��>-��. 73. /���=�� �����  ��;�7��6 �0�2�����6 7�//�0�� � 2�-�+-���+

��� 2��� 2�-  �2��>�HF�+ 4����,�5+ � 3���-+ ��� ���2��2- 7���  /-��,- ���

,� 2�=1 �� ���-�:

〈Ai, αAi
βAi

;Bj, γBj
εBj

|ĜAB(R|R, t)|Ai, αAi
βAi

;Bj , γBj
εBj

〉 =
Gij(t)
kDij

N<'&'&O

=
Gij(t)

4π(RAi
+RBj

)(DAi
+DBj

)
,

47- ���3� 8�;��0 ����6 /���=�� Gij 0�7�-2 .  3-7�HF�+ �5��>-��-+:

GLij(s) =
1

1 +
√
sR2

ij/Dij

=
1

1 +
√
sτdij

. N<'&'<O

J2� 7�-2  3-7�HF-- �����-��. �� ���=-�2��=��:

dNAi
(t)

dt
=
dNBj

dt
= −kij

t∫
0

F (t− τ)NAi
(τ)NBj

(τ)dτ, N<'&'CO

(E



47- ���3� 8�;��0 .7�� ��$ ���-� P&B1 <%Q:

FL(s) =
1

1 +
kij
kDij

1

1 +
√
sτdij

, N<'&'(O

,2� 7�-2 �3�  �,- ��H /��+�3� ��33��0�8��+;�33� N&'&'DO 73.  2�=�������6 ���8

 2��25  ���� 2�' ����+ �;��0�+1 0��� �+� 29 �2 �2�� �2-39��6 ��7��>�� 2� �-�8

4-�2�� N2'-' �2 ��@//�=�-�2� �2�� �2-39��6 7�//�0�� DijO �5��>�-2 . ,-�-0 7��

����+-2��: 7�//�0�����H ��� 2��2�  ���� 2� kDij
� ���7�3>�2-39�� 29 � 2�-,�

τdij
'

�3. ��3�,-��. .7-� �����-��6 ��$ 73. ��3��6  �-+5 +��4�,� 2�,��6 �-��=��

�� ,-2  ��;�7��6 /���=�� ����� � 3�>�.-2 .' �-+ �- +-�--1 - 3� 73. ��>7�6 �0

�-��=�6 N&'<'&O � N&'<'CO ��@//�=�-�25 �2�� �2-39��6 7�//�0�� Dij � ��  2�.��.

���;�39K-4�  ;3�>-��. Rij ��� �-�4-�2�� [Ai . . . Bj ]  ����7�H2 � ����5 D � R1

 ��2�-2 2�-���1 ��3��.  ��;�7��. /���=�. ����� ����� P<%Q

ˆ̂GAB(R|R, t) = exp
(

ˆ̂
QABt

)
G(t)/kD, N<'&'GO

47-

GL(s) =
1

1 +
√
sR2/D

=
1

1 +
√
sτd

. N<'&'DO

$ ;�3--  3�>�5� Y3�,�.�1 ��47� ˆ̂
QAB �= 0 � ��@//�=�-�25 7�//�0�� � ��  2�.��.

���;�39K-4�  ;3�>-��. ����0��39�51 ���3�2�,- ��6 �� ,-2 /���=�6 ����� ��8

��->�-+� ��0+�>-�1 ��2. � 0�+-2�� � 3�>�.-2 .' $ 7����6 ��;�2-1 �7����1 2���-

 �2��=�� ��  +�2����29 . �- ;�7�2'

���>- ��0+�>-� �� ,-2 /���=�6 ����� ��� ��3�,�� ��3���� ��4� �0��+�7-68

 2��. ,� 2�=1 ,2� ;53�  7-3��� � ��;�2�� !��4� � ��3��7� P&<&Q1 � 2��>- ��������

� W����-�� P&<<Q' �  �>�3-��H1 � ���4���39�5� ��;�2�� ��� �2 2��-2 ��-,�2��1 ��

��2���H ���0��� � ��;�2- PE)Q' $ ��� �2 2��� ��3���� ��4� ���2.>-��. �-�4-�2��

�-0�392�2 73. GL(s) 0��� 5��-2 . ���

GL(s) =
1

µ0(R) + κ(R, s)
, µ0(R) =

1/φ

exp(1/φ) − 1
, N<'&')O

κ(R, s) =
sτd + [α(R)/ρ(R)]

√
sτd√

sτd + α(R)
, ρ(R) = φ2 exp(1/φ)[1 − exp(−1/φ)]2;

α(R) =
φ3[eψ + e−ψ − 2] − φ

1
6
[Ei(ψ) − eψ(φ+ φ2 + 2φ3)] + 1

6
[E1(ψ) − e−ψ(φ− φ2 + 2φ3)] + 2

3
φ2 + φ

,

(B



47- φ = R/Rc1 ψ = 1/φ1 Ei � E1 * ��2-4��39�5- @� ���-�=��39�5- /���=��1 Rc *

��7�� ��0�4-��'

$5��>-��- � -� ���-2�,- ��� ��@//�=�-�2�� ,-�-0 0��,-��. 7�//�0�����6

��� 2��25  ���� 2� � ���7�3>�2-39�� 29 � 2�-,� ��0+�>�� � � ;�3--  3�>�5�

 3�,�.�' �����+-�1 �  �2��=��1 ��47�  ���� 29 @3-+-�2����4� ��2� ;�+�3-��3.�8

��6 �-��=�� @� ���-�=��39�� 0��� �2 �2 ��  2�.��. r +->7� �-�4-�2�+�:

W (r) = Wm exp

(
−r −R

L

)
. N<'&'EO

"7- 9 Wm *  ���� 29 �-��=�� ��� ���;�39K-+  ;3�>-��� �-�4-�2��1 L * �����2-�8

��. K����� �-��=�����6 0��5' �-��=�.1 �����2-��0�HF�. .  ���� 29H @3-+-�2��8

��4� ��2� N<'&'EO1 +�>-2  ,�2�29 . ���2��2��61 - 3� �5��3�-�5 � 3���. P)D1 ECQ

L� R, Wm
L2

D
� 1. N<'&'BO

��47� �-��=�����. ��� 2��2�  ���� 2� 0��� 5��-2 . �;5,�5+ �;��0�+:

k = 4π

∫
W (r)r2dr ≈ 4πR2LWm. N<'&'&%O

#�� 0�+-73-��� 7�//�0�� �2���. ,� 29 � 3���. N<'&'BO +�>-2 ����K�29 .1 �7��8

��1 ��� ;53� � 2����3-�� � P)D1 ECQ1 ��� �5��3�-��� �-���6 ,� 2� � 3���. N<'&'BO1

�-��=�H � - -F- +�>�� ��  +�2����29 ��� ���2��2��H � ��+��� +�7-3� @//-�8

2����6 ?,-���6A  /-�5' J2�  ��2�-2 2��-2 7�//�0�����8���2��3���-+�6 �-��=��

 ���2��2�5+ ��7�� �+1 ����5+

Rs = R+ L[ln(γ2βm) + 2Θ(βm, χ)], N<'&'&&O

47- χ = R/L1 βm = WmL
2/D1 γ = exp(C)1 C * �� 2�.���. J63-��1 � /���=�.

Θ(x, y) �5��>�-2 . ,-�-0 +�7�/�=�������5- /���=�� 
-  -3. Iν(2
√
x) � Kν(2

√
x)

 3-7�HF�+ �;��0�+ :

Θ(x, y) =
K0(2

√
x) − y

√
xK1(2

√
x)

I0(2
√
x) + y

√
xI1(2

√
x)

. N<'&'&<O

	 3� ��7�� Rs  2�����2 . ;�39K-1 ,-+ R + L1 �5��>-��- N<'&'&&O ����F�-2 .:

Rs = R+ L ln

(
γ2WmL

2

D

)
. N<'&'&CO

G%



�'-' /��2�,- �� ��7�� �-��=�� 0�+-�.-2 . �� @//-�2���56 � �5��>-��� 73. 7�/8

/�0�����6 ��� 2��25  ���� 2�: kD → 4πRsD' ���3�4�,�5+ �;��0�+  3-7�-2 �� 2�8

��29 � 73. ����+-2�� τd1 2'-' 0�+-��29 R �� Rs � -4� ���-7-3-���: τd → R2
s/D' ��F-8

 2�-���1 ,2� @//-�2���56 ��7�� �-��=�� Rs ��0�� 2�-2 ��� 0�+-73-��� 7�//�0��

N�� 2- �.0�� 2� �� 2����2-3.O'

���3�4�,��1 0�+-�� ��7�� � �-��=�� @//-�2���5+ � ���-7-3-��- ����+-2���

kD � τd ��0+�>�5 �  3�,�-  2-��,- �� 0�2��7�-��5� �-��=�61 ��47� 2�39�� �-;�398

K�. ,� 29 ���-���� 2� f � 1 �7��4� �-�4-�2�� �-��=�����  �� �;��' $ @2�  �8

2��=�� 0�+-�� ��  2�.��. ���;�39K-4�  ;3�>-��. @//-�2���5+ ��7�� � �-��=��

� �F- 2�3.-2 .  3-7�HF�+ �;��0�+: R→ Rs = R
√
f P&<CQ' ���2�-2 2�-���1 ?@//-�8

2���5-A 0��,-��. kD � τd ����5:

kD → keffD = 4π
√
fRD = kD

√
f, τd → τ effd = fR2/D = τdf. N<'&'&(O

�3. 7�//�0�����8���2��3���-+�6 �-��=�� @2� 7�-2 �-2�����39��H �-3��-6��H

0��� �+� 29 ��� 2��25  ���� 2�  2-�-� �-=�/�,- ��6 �-��=�� �2 f P&<CQ' J2�2 �-8

0�392�2 �;� 3��3-� �3-2�,�5+ @//-�2�+ � ���2���5+� ���2��2�+� �-�4-�2�� � ��7-

�� � 2�-,�'

����� )�����	� ���	
�� � (������� �������&��+��� �����


��$ .�3.-2 . �- 9+� @//-�2���5+ +-2�7�+ ��� ���. ���-2��� �-��=�6 +-2� 2�8

;�39�5� �-�4-�2�� � ��0��3.-2  �F- 2�-��� ����-�2�����29 �-0�392�251 ��3�,-�8

�5- � ��+��� 0����� 7-6 2��. +�  '

$ ,� 2�� 2�1 73. ��� 2-6K-6 �-��=�� 7�//�0�����8���2��3���-+�4� �-�;��2�8

+�4� 2�K-��. 3H+��- =-�=�� A∗ +B → A+B ����2��56 �5��7 3H+��- =-�=�� η

��� 5��-2 . �3�  �,- ��+ 0�����+ W2-���8��39+-�� P<GQ

η−1 = 1 + τANBkQ N<'&'&GO

 ��� 2��2�6 2�K-��. kQ1 �����6 kD � ��+��� 0����� 7-6 2��. +�  � �����6 kD(1+√
τd/τA) � ��+��� ��2-4��39��6 2-���� � 2�-,1 47- τA * ��-+. +���+�3-��3.���4�

�� ��7� A∗ → A' #�� ����2��� ��-+-��� τA N2'-'  �����+5�  τdO ��03�,�. +->7�

7��+. �-0�392�2�+� �- 9+�  �F- 2�-��51 �� ��39�� � 7����+  3�,�- ���-2��� �-8

��=�� 2�K-��. ���2-��-2 �� ����2��� ��-+-���1 47-  ���� 29 �-��=��  �F- 2�-���

G&



�23�,�-2 . �2  2�=�������61 �����6 kD' ����56 @//-�2 ��3�� 29H �4������-2 .

/-��+-��3�4�,- ��+ 0�����+ 7-6 2��. +�  � +�>-2 ;529 ��� �� 2�39�� � ��+���

��7��7�1 ��-����HF-4�  0��� .F�+� �2 ��-+-�� ��� 2��2�+�  ���� 2� N���1 �����8

+-�1 ��7��7 �+�3���� ��4�O �3�  /���=�.+� ��+.2� ��2-4��87�//-�-�=��39�5�

�����-��6 N���1 �����+-�1 ��$O'

�3. �;��2�+5� �-��=�6 @//-�25 ���-,�5� ��-+-� >�0�� �-�4-�2�� -F- ;�3--

 �F- 2�-��51 ,2� ;53� ��-��5- ���7-+�� 2��������� 73. �;��2�+�6 �-��=�� A∗ +

B ↔ A+B∗1 47- ,� 2�=5 A∗ � B∗ �-3�� ���H2 � � �����-  � 2�.��-  �  ���� 2.+�

kA � kB  ��2�-2 2�-���' �����-��. ��$ 73. NA = [A∗], NB = [B∗] � @2�+  3�,�-

��� NA, NB � [A], [B] �+-H2 ��7 P&B1 <%1 <&Q:

dNA

dt
= −kANA − kf [B]

t∫
0

F (t− τ)NA(τ)dτ + kr[A]

t∫
0

F (t− τ)NB(τ)dτ ; N<'&'&DZO

dNB

dt
= −kBNB − kf [B]

t∫
0

F (t− τ)NB(τ)dτ + kr[A]

t∫
0

F (t− τ)NB(τ)dτ . N<'&'&D[O

#�� kA �= kB ���-2��� �-��=�� �- ��7,��.-2 . 0����� 7-6 2��. +�  7�>- �� ;�398

K�� ��-+-��� ��  ����-��H  τd' 	 3� ���-7-3�29 ��� 2��25  ���� 2� ��.+�6 �

�;��2��6 �-��=�� �;5,�5+ �;��0�+ P&B1 <%1 <&Q

kf(t) = kf

t∫
0

F (τ)ekAτdτ, kr(t) = kr

t∫
0

F (τ)ekBτdτ, N<'&'&)O

�7�� �0 ��� 2��2  ���� 2� +-�.-2 0���1  2����. 9 �2��=�2-39��61 � ��� 3-7 2���

�� ��7�2 . �� ��-+-�� P&B1 <%1 <&Q' "7- 9 kf � kr * �-��=����5- ��� 2��25  ���� 2�

��.+�6 � �;��2��6 �-��=��1 F (t) * .7�� ��$' �2�=������5- ��� 2��25  ���� 2�

+�>�� /��+�39�� ��- 2� ��� P&B1 <%1 <&Q

kf(t = ∞) =
kf

1 +
kf
kD

+
kr
kD

1

1 +
√
τd(kB − kA)

, N<'&'&EO

kr(t = ∞) =
kr

1 +
kr
kD

+
kf
kD

1

1 +
√
τd(kA − kB)

.

$�7��1 ,2� ��� τA �= τB �7�� �0  2�=������5� ?��� 2��2  ���� 2�A ��+�3-� ��1 ,2�

 ��2�-2 2��-2 �� ��7�+� 2� �� ��-+-��  ��2�-2 2��HF-4� ��2-4��3� � N<'&'&)O' ���

;53� ����0��� ��2���+� ��;�2 P&B1 <%1 <&Q1 ���-2��� �-��=�� �;��2�+�4� �-�-�� �

G<



@�-�4�� �� �2  �F- 2�-��� �- 2�=������56 �����2-� N2'-' �- ��7,��.-2 . 0�����

7-6 2��. +�  O1 ��� @2�+ ��� ���- ��� ��+�F� ��2-4��87�//-�-�=��39�5� ����8

�-��6 ��$ ��8��->�-+�  ����-73��� ��� �� ����2���1 2�� � �� 73���5� ��-+-���'

����� -���������	�� �
������ 
��
����� �./

�-��=�� �5��>7-���4� @3-�2�����4� �;+-�� N$J�O

A+/− + A � A + A+/− N<'&'&BO

.�3.H2 . 2���,�5+� �-��=�.+� 73. ���8��7���3�� A+/− � ��� �2 2��� �-62��398

�5� +�3-��3 A PC%Q' �-��-2�,- ��- �  3-7�����- ���.�3-��. @2�4� ���=-  � � +�48

��2�5� @//-�2�� ��+�,- ��� �-��=�6 �����7�3� 9 W�392-��+ �  ���2���+� P&<(1

&<GQ' �  3-7�����- �3�.��. �-��=�� N<'&'&BO �� ��;3H7�-+5- @//-�25 !#� ;53�

����-7-�� � P&<DQ' #��=-  5 2��� N<'&'&BO ,� 2�  ���2 2��H2 �-��=�.+ ���8��7�8

��39��6 �-��+;���=��1 ��7�=��������6 ��7��=����5+ ��07-6 2��-+ �� �� 2���5

�43-��7���7�� PC%1 B(1 &<)Q' #�� @2�+ �-��=�H N<'&'&BO ,� 2� ��05��H2 ���8+�3-��8

3.���6 �-�-0��.7��6' 	- ���.�3-��- �  3-7���3� 9 �  �-�2��� ��2�,- �� 7-2-�8

2���-+�4� J#� N�� J#�O P&<EQ1 
��� N��43�6 ��. �;;�-���2��� �2 \Z]^_`IYZaab

cdd_Y`_e f_ZY`IU^ gI_aeO P&<BQ' $ �;3� 2� /�2��7�=�������5� ���8��7���39�5� �-8

��=�6 �3�.��- ���=-  � N<'&'&BO �  3-7���3� 9 2��>- +-2�7�+�  2�+�3��������6

P&C%Q � 7���+�,- ��6 P&C&Q ��3.��0�=�� .7-�'

$� � -�  3�,�.� +�7-39��- ��� ���- �-��=�� N<'&'&BO ;�0�����3� 9 �� ��-7 2��8

3-��� � +����� ��+  3�,�6��+ ���=-  - �-����-3�������5� ��5>��� @3-�2�����4�

 ���� �� ��+���-�2�+ ��� ���8��7���3�' �� 2�2� @2�� ��5>��� ν �2�>7- 2�3.3� 9

 ,� 2�2�6 7�//�0����5� � 2�-, ���8��7���3�� A+/−  �-62��39�5+� +�3-��3�+�

A' ����6 ��7��7 P&C<1 &CC1 &C(Q ��  �F- 2�� @�����3-�2-� �����-��.+ 
��8����-3�1

����K� �0�- 2�5+ � �
� P&CGQ1 �3� 2-���� ��-0����6 +�7�3.=��1 � ��390�-+�6 73.

��� ���.  �-�2��39��6 7�//�0�� �  ������+ @��' $ ��+��� ��7��7� �-����-3���8

�����6 ,� 2�2��6 +�4��=�� N��
O  ������. 7���+���1 �;� 3��3-���. $J�1 ���8

 5��-2 .  3-7�HF�+ �����-��-+ 73. +�2��=5 �3�2�� 2� ���8��7���3�� σ̂eN P&C&Q:

∂tσ̂
eN =

ˆ̂
LeN σ̂eN − 1

τ0
[σ̂eN − σ̂Neq ⊗ TrN ′{σ̂eN ′}]. N<'&'<%O

"7- 9 ˆ̂
LeN * ��-��2�� �����33.1 ��� 5��HF�6  ������H @��3H=�H ���8��7���3��

� �2 �2 2��� $J� N�50�����H 0--+���� ��+ �0��+�7-6 2��-+  �����  ��-K��+

GC



+�4��2�5+ ��3-+1  �-��2����+� �0��+�7-6 2��.+� �  ������6 �-3�� �=�-6O1 σ̂Neq

* ������- ��. .7-���. +�2��=� �3�2�� 2� �-62��39��6 +�3-��35 A' ����+ �;��8

0�+1 $J� �505��-2 �-����-3�������5-  3�,�6�5- ��5>�� ��  �-�2��  �-��2����6

 2���2��5 N���O ���8��7���3�1 ,2� +�>-2 �505��29 �K��-��. �  7��4� 3���6 -4�

J#�8 �-�2��' #���+-2� τ0 �+--2  +5 3 �����2-���4� ��-+-�� $J� � ���-7-3.-2 .

���=-�2��=�-6 �-62��39�5� +�3-��3 � ��� 2��2�6  ���� 2� $J� k01 ��2���. 0�7�8

-2 . �5��>-��-+ ��33��0�8��+;�33� N&'&'DO:

1

τ0
= cAk0 = cA

kkD
k + kD

, N<'&'<&O

47- k � kD * �-��=�����. � 7�//�0�����. ��� 2��25  ���� 2�' �7���� 2���6 �-8

0�392�21 �,-��7��1 �4������-2 ��� �;��2�+� 29 �-��=�� $J� N�� ��39�� /��+�3�

N&'&'DO ;53� ��3�,-�� 73. �-�;��2�+�6 �-��=��O1 2�� �  ������H @��3H=�H �-�4-�8

2�� A+/− � A N2'-' ,� 2�2��H +�4��=�HO � ��7- �� 7�//�0�����6 � 2�-,�' ����-

@//-�25 7�3>�5 ���.�3.29 .1 - 3� ����0�-7-��- �����2-���6  ���� 2�  ������6

@��3H=�� ���8��7���3�� ν � ���7�3>�2-39�� 2� � 2�-,� τd ;�39K- �3� ���.7��

-7���=5'

���>-  3-7�-2 �2+-2�291 ,2� ��3�,�- ,� 2�2��6 +�4��=�� ;53� 2-��-2�,- ��

��72�-�>7-�� ��� ��  +�2�-��� �;+-���4� �K��-��. 3���6 J#� ��7���3�� ����8

+�4��2�5+� ,� 2�=�+�1 2'-' ��� �0�,-��� ���=-  ��  ������4� �;+-�� P&CDQ' #��

@2�+ �����2-�� 2��� /-��+-��3�4�,- ��6 +�7-3� ,� 2�2��6 +�4��=�� ��3�,�3�

+���� ����,- ��H �� K�/����� PB)Q ��� � ��+��� +�7-3� ��-0����4� ��3H,-��.

�;+-���4� ��2-4��3�1 2�� � � ��+��� ���0��-0���� ��6 2-���� � 2�-, P&GQ' ��F-8

 2�-���6 ����-�=�-6 +�7-3� �-����-3�������5� ��5>��� .��3� 9 ��3�,�-  7��8

4� ,� 2�25 3���6  �-�2�� J#� �>- � �-���+ ���.7�- ��  ���� 2� �;+-��' J2�2

 7��4 �;� 3��3-� ���  -��3.���6 ,� 29H �;+-���4� �0��+�7-6 2��.1 2�� � ��0��8

 29H 3��+���� ��� ,� 2�2 �0��+�7-6 2��HF�� ����+�4��2�5� ,� 2�=' #�.�3-��-

 7��4� 0� ,-2  -��3.���6 ,� 2� �;+-���4� �0��+�7-6 2��. 7� 2�2�,�� �,-��7��' ��8

��6  7��4 7�3>-� ��3�� 29H �2 �2 2����29 ��� ��  +�2�-��� $J�' � 2����3-��-

��3�,�.  7��4� 0� ,-2 ��0�� 2� 3��+���� ��� ,� 2�2 � $J� 2�-;�-2 �� 3-7���2-398

��4� 2-��-2�,- ��4� ��  +�2�-��-1 ,2� � ;�7-2 ���7-3��� � 7����6 ��;�2-'
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J//-�25 ��+�,- ��6 ��3.��0�=�� .7-� N!#�O ��0����H2 � ���7��2�� ��7���398

�5� �-��=�.� � 3-7 2��- ��03�,��6  ���� 2�  ��43-282���3-2��6 ����-� �� N�1  3-8

7���2-39��1 ��0��6 �-��=�����6  �� �;�� 2�O � ���+->�2�,�5� ��7���39�5� �����

� ��03�,�5� .7-��5�  � 2�.��.�' $ �-0�392�2-1 �5��7 ���7��2�� 0��� �2 �2 ��

.7-��5�  � 2�.��6' J2� �����7�2 � �-������- ��6 �� -3-��� 2� .7-��5�  �����5�

��7�����-6 7��+�4��2�5� ���7��2��1 ,2�1 �  ��H �,-�-791 ���.�3.-2 . � ��  �-�8

2��� �
�1 2'-' � ���+�39�5� ��2-� ���� 2.� � /�0�� �
�83���6' ��,- 2�-���-

�;S. �-��- @//-�2�� !#� ;53� 7��� � ��;�2�� P&C)1 &CEQ1 +-2�7 �� ��3�,- 2�-���8

4� �� ,-2� � �5 ���� +�4��2�5� ��3.� ;53 ��-73�>-� �7�����+ P&CBQ'

!#� .�3.-2 . �- 9+� ��/��+�2���5+ +-2�7�+ �0�,-��. ���-2��� � +-����0+��

��7���39�5� �-��=�61 �� ��39�� �;3�7�-2  �-�2��39��6  -3-�2���� 29H � ��/��8

+�2���� 29H +-2�7� �
�' ���+- 2�4�1 ��0��2�- 2-����� ��-+.��0�-K-���6 !#�

P&(%Q  +���� -���7�5+ ��-+-��5+ ��0�-K-��-+ ��0��3.-2 �  3-7���29 ;5 2�5-

�-��=�� ����2��>���F�� ��7���3�� � ���8��7���3��' �-��-2�,- ��- � ���5 +-8

2�7� !#�  ��-+-��5+ ��0�-K-��-+ � �� 2�.F-+� +�+-�2� ;53� ��0��;�2��51 �

���-2��� !#� ����K� ��� 5��H2 .  � 2-+�6 �����-��61 ��-��5- ��3�,-���6 �

� ��390������6 73. +�7-3�������. @� �-��+-�2�39�5� ���-2�� � 4����- ��K-��

N����-� �2-2 �H����O P&(&1 &(<Q' $ ��+��� 7����4� ��7��7� !#� ��7���3�� P (R) �

���7��2�� P (Pr) �-��=�� R•
1 +R•

2 →�������� ��7,��.H2 . �����-��.+:

dP (R)

dt
= −ktP (R)Nr − ktβN

2
r −

P (R)

T1

, N<'&'<<O

dP (Pr)

dt
= ktP (R)Nr + ktβN

2
r ,

47- kt * ��� 2��2�  ���� 2� �-��+;���=�� ��7���3�� � �;S-+-1 T1 * ��-+. ���7�398

��6 �-3�� �=�� .7-��5�  ����� � ��7���3��1 Nr * ���=-�2��=�. ��7���3��1 � 7��8

��+  3�,�- ��� 5��HF�. . �3�  �,- ��+ ���-2�,- ��+ 0�����+ �-��=�� �2���4�

���.7��

Nr(t) =
N0
r

1 + ktN0
r t
, N<'&'<CO

� /��2�� β ��� 5��-2 /��+�������- !#� � �-��=�.� �;S-+��6 �-��+;���=�� ��8

7���3��' "7- 9  ,�2�-2 .1 ,2� 4-+���39��.  2�7�. ���2-��-2 �� �,-�9 ����2��� ��-8
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+-��� � /��+���-2 ��,�39��- � 3���- 73. P (R) � P (Pr): P (Pr) = −P (R) = Pgem'

�3. ��3�,-��. ���-7-3.-+�6 � @� �-��+-�2�� ��3.��0�=�� ���7��2��  3-7�-2  ��8

,�3� �-K�29 ,� 3-��� �-���- �����-��- 73. P (R) �  � 2-+- N<'&'<<O1 � 0�2-+ * �2���-

�� � ��+�H !#� ���7��2��' ���2�� β �7�;�-- ��-7 2���29 �  3-7�HF-+ ��7-

β = γPgemR0. N<'&'<(O

$�-7-��56 07- 9 ��@//�=�-�2 γ ���-� γT =C 73. 2���3-2��4� ��-7K- 2�-�����

�-���,��6 ��7���39��6 ���5 � γS = −1 * 73.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-�����' ��8

 2-+� �����-��6 N<'&'<<O ����K� ��� 5��-2 @� �-��+-�2�39�5- 7���5- �� ���-2��-

!#� � � ��390�-2 . 73. ���-7-3-��. ��� 2��2  ���� 2� ��7���39�5� �-��=�6 �

��-+-� T18�-3�� �=�� .7-� � ��7���3��'

$ &B)E 4' ���2-6��+ ;53� ��-73�>-�� � ��390���29 +-2�7 !#� 73. �0�,-��.

��� 2��� 2�-���6  2���2��5 ;-3���5� +����+�3-��3 PC&1 &(C1 &((Q' $ 7����+  3�8

,�- !#� �;��0�-2 . � /�2���+�,- ��� �-��=�.�  �,� 2�-+ ��0;�>7-��5� +�3-8

��3 ��� �2-3. � ���-7-3-��5� �+����� 3�2�5� � 2�2��� �� ���-���� 2� ;-3��1 7�8

 2���5� 73. ��� �2-3.' ��2-� ���� 2� !#� 73. ��03�,�5� � 2�2���1 ����� ��� �

 ���� 2� �-��=�6 ��� �2-3.  ��+� 7�3>�5 0��� -29 �2 �� 7� 2���� 2�1 2'-' +-2�7

��0��3.-2 ��3�,�29  2���2����H ��/��+�=�H * ���-7-3.29 7� 2���� 2� �+����� 8

3�2�5� � 2�2��� �� ���-���� 2� ;-3����6 +����+�3-��35' � ��390�����- !#� �

7����+  3�,�- 7�-2 �.7 ��-�+�F- 2� ��  ����-��H  2��7�=����5+ +-2�7�+ �
�'

$�8�-��5�1 !#� 7�-2 ;�39K�- � �3-��- ��2-� ���� 2� 3���6 �
�8 �-�2���' $�8

�2��5�1 �0 <% �����7�5� �+����� 3�2 2�39�� 2���0��1 2���2�/��1 4� 2�7�� � +-8

2����� ����;�-2�H2 !#� � /�2���+�,- ��� �-��=�.�  ��� �2-3.+�' $ �-0�392�2-1

 �-�2�5 !#�  �7-�>�2 �2�� �2-39�� �-;�39K�- ��3�,- 2�� 3���6 ��  ����-��H  �

 �-�2��+� �
�1 �0+-�-��5+� � ������- �5� � 3���.�' ����+ �;��0�+1 +-2�7 !#�

7�-2 ��0+�>�� 29 �  3-7���29 7� 2���� 2� ,-25�-� ��3.��0�-+5� �+����� 3�2 ��

���-���� 2� ;-3��� PC<Q � �0+-�-��. ��  2���2��5 �� ��-+. /�37��4� P&(G1 &(DQ'

�7����1 �-7����- @� �-��+-�25 �� �0�,-��H !#� �-;�39K�� 43�;�3.��5� ;-38

��� � �� ��2���5� � �-��2���5�  � 2�.��.� ����0�3�1 ,2� 7���5- �� !#�1 ��3�8

,-��5- � � 3���.�  2�=�������4� �;3�,-��.  �-2�+1 �-7� 2�2�,�5 73. ��3�,-��.

��3�,- 2�-���6 ��/��+�=�� � 7� 2���� 2� �+����� 3�2�5� � 2�2��� PCC1 C(1 &()Q'

#� ��39��  2�=�������. !#�  �7-�>�2 ��3�75 ���7��2�� �- 2�39�� 4-+���39�5�1
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�� � �;S-+�5� �-��=�61 �7-H ���2-6�� � ���+-�-��� +-2�7� !#� 73. ���-7-3-8

��. 7� 2���� 2-6 � 2�2���  3-7�-2 � ��390���29 ;�3-- ������2��' $�-+.��0�-K-�8

�5- @� �-��+-�25 ����0�3�1 ,2� 2�39�� !#� ���7��2�� 4-+���39�5� �-��=�6 ��8

��.+�H  �.0��5  7� 2���� 2.+�1 2�47� ���  2�=�������. ��3.��0�=�.  �F- 2�-�8

�� �23�,�-2 . �2 �-- �080� �2���,�5� �-��=�6 � �;S-+- � ���=-  �� .7-���6 T18

�-3�� �=�� � ��7���3��' ��� ����0�3� �-7����- @� �-��+-�25 PCC1 C(Q1 ���-7-3-��-

��-+-� T18�-3�� �=�� � ����+�4��2��+  � 2�.��� ��>�5 73. ���3�0� ���2��+�3-8

��3.���6 ��7��>�� 2� �+����� 3�2�5� � 2�2��� � ;-3����6 +����+�3-��3-' 
�3--

7-2�39�56 ���3�0 ��7��>�� 2-6 � 7� 2���� 2-6 �27-39�5� � 2�2��� �0  �-�2��� �

���-2�� !#� 2�-;�-2 7�39�-6K-4� ��0��2�. 2-����' �- +�2�. �� 2�1 ,2� 2-���.

��-+.��0�-K-���6 !#� ����K� ��0��2� P&(&1 &(E1 &(BQ1 �  3�,�- ;-3��� �+--2 .

�.7 2��7�� 2-61  �.0���5�  2-+1 ,2� �-��=�� +�3-��3 ��� �2-3.  �+����� 3�28

�5+� � 2�2��+� �� ���-���� 2� ;-3��  2-�-� �-=�/�,�51 ,2� +�>-2 �����7�29 �

�-2�����39�5+ 0��� �+� 2.+ ��  ���� 2-6 �2  2-��,- ��4� /��2��� P&<CQ' #�� @2�+

 2-�-� �-=�/�,�� �- 2�39�� �-��=�. � 2�2���  ��0;�>7-��5+� ��� �2-3.+�1 �� �

 ���8 -3-�2���5- �-��=�� ��7���3�� � 2�2��� � ��� �2-3.' ���+- 2�4�1 - 3� ��

���-���� 2� ;-3�� � �-�� �-7 2�-���6 ;3�0� 2� 7��4 �2 7��4� ����7.2 . 7�� � ;�8

3-- � 2�2�� N,2� 7� 2�2�,�� 2���,�� 73. �.7� ;-3���O1 ��� ;�7�2 �����������29

0� +�3-��3� ��� �2-3.1 ,2� ����-7-2 � 7���3��2-39�5+ � 3�>�-��.+ 2-����' ��8

��+ �;��0�+1 73. +�7-3�������. @� �-��+-�2�39�5� ���-2�� !#� � 7����+  3�,�-

�-�;��7�+ �,-2  2-�-� �-=�/�,�� 2� �  ���8 -3-�2���� 2� /�2���+�,- ��� �-��8

=�61 .7-���6 T18�-3�� �=�� ��7���3�� � @//-�2�� ������-�=�� � 2�2��� 0� +�3-8

��35 ��� �2-3.' ���2�-2 2��HF-- ��0��2�- 2-���� ��-+.��0�-K-���6 !#� ;�7-2

��-73�>-�� � 7����6 43��-'
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$ 7����+ ��07-3- ;�7-2 ����-7-�� 7-2�39��- 2-��-2�,- ��- �  3-7�����- ���-2���

7��� �-��=�6  �,� 2�-+ ����2��>���F�� ,� 2�=' ��� �0�- 2�� P&B1 <%1 <&1 E(Q1 ���-8

2��� 2���� �-��=�61 ���;F- 4����.1 �- ��7,��.-2 . 0����� 7-6 2��. +�  ���7� �� 8

��7�+� 2�  2�=������5� ?��� 2��2  ���� 2�A1 ���-7-3.-+5�  2��7��2�5+ �;��0�+'
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����5- @//-�25 �- 2�=�������6 ���-2��� ;53� ����33H 2�������5 �� ���+-�-

�-��=�� �;��2�+�4� N+->+�3-��3.���4�O �-�-�� � @�-�4�� P&B1 <%1 <&Q1 2'-' �-��8

=�� A∗ + B ↔ A + B∗' "7- 9 +5 ;�7-+ �0�,�29 7�- 7��4�- �-��=��: �;��2�+�4�

���2��+�3-��3.���4� �-�-�� � @�-�4�� A∗∗ + B ↔ A∗ + B � �-��=�H �  �=��=��8

7�  �=��=�� A∗+B ↔ C∗1 ���-- ��7��;�� �- �  3-7����K�� .' �3. �;��� ���=-  ��

 3-7�-2 �>�7�29 �- 2�=������5� @//-�2�� � ���-2��- �-��=��1 2��>- ��2-�- �5+

+�+-�2�+ .�3.-2 .  ����-��- 7��� �-��=�6: � �-���+  3�,�- � 2�-,� ��0;�>7-���6

,� 2�=5  �  2�;�39��6 +�3-��3�6 �505��-2 �0+-�-��- ��0;�>7-���4�  � 2�.��.1 �

�� �2���+ * �;��2�+�-  �.05����- �-�4-�2��'

����� ���	
�� �&������"� ��(�������	(�����"� 
������� ��3,

&(������

$ 7����+ ��07-3- +5 ����-7-+ 2-��-2�,- ��- �0�,-��- ���-2��� �-��=�� ���2��8

+�3-��3.���4� �-�-�� � @�-�4�� +->7� +-2� 2�;�39�5+�  � 2�.��.+� A∗∗ � A∗1

��7�=��������4� � 2�-,�+�  ,� 2�=�+� B' ����56 ���=-  ��� 5��-2 .  3-7�H8

F-6 �-��=�����6  �-+�6:

A∗∗ +B � A∗ +B N<'<'&O

τ1 ↓ ↓ τ2

A A.

#��+-��+ 2���6 �-��=�� +�>-2  3�>�291 �����+-�1  ��43-282���3-2��. ����-� �.

� ��0;�>7-��5� +�3-��3�� ��� �2-3.1 ��7�=��������. � 2�-,�+�  ,� 2�=�+�1  �8

7-�>�F�+� 2.>-35- �2�+5 N�����+-�1 ;��+� �3� 6�7�O P&G%Q' �0�,-��- 2�K-��.

/3���- =-�=�� ��� �2-3-6 �-7-2 . 7� 2�2�,�� 7����' ��//�0�����8���2��3���-8

+�- 2�K-��- ��0;�>7-��5� ��� �2-3-6 � �� 2����� ;53� ��-��5- �;����>-�� �

��;�2�� P&G&1 &G<Q � �2��>-�� � �;0��- P&GCQ' #� ��39�� ,� 2�=5 B �- +-�.H2  ��-4�

��+�,- ��4�  � 2�.��.1 � 3�K9 ��2�3�0���H2 �-�-��75 A∗∗ � A∗1 �� ���=-�2��=�.

cB = [B] �� 2�.���' �;- ��0;�>7-��5- ,� 2�=51 �����2��1  � ��-+-�-+ � ,-0�H21

�-3�� ���. � � �����-  � 2�.��- A  �  ���� 2.+� 1/τ1 � 1/τ21  ��2�-2 2�-���' #��

@2�+ ���� ��7�2 �-�-�� ��0;�>7-��.  A∗∗ �� A∗ � �;��2�� 0�  ,-2 7�//�0����5�

� 2�-,  ,� 2�=�+� B' ��@//�=�-�2 � 2�-,��6 7�//�0�� +5  ,�2�-+ �- 0��� .F�+

GE



�2 �����. ��0;�>7-��.: D = DA∗∗ +DB = DA∗ +DB' �� ���-7-3.-2 ���7�3>�2-398

�� 29 � 2�-,� τd = R2/D1 47- R * ��  2�.��- ���;�39K-4�  ;3�>-��. �-�4-�2��'

�-7���� ;53� ����0��� PE(Q1 ,2� ��� ���- �-��=�� N<'<'&O �-��0+�>�� � �� ��+8

���  ��-���0�=�����4� ���;3�>-��. NhcO1 �� � ��+��� 0����� 7-6 2��. +�  ' ����+

�;��0�+1 ��� ���- ���-2��� 2���� ���=-  �� ��-7 2��3.-2 ;�39K�6 2-��-2�,- ��6

��2-�- � ��0+�>�� 2�39��  � ��390�����-+ ��2-4��39��6 ���-2�,- ��6 2-����'


5 ����-7-+ 2���- ��� ���- ���-2��� �-��=�� �  �����+ �-0�392�25 ��$  �-8

0�392�2�+� ��7��7� ��4�1 �� � W��� P&%%Q'

���-2�,- ��- �����-��.' �3. ��3�,-��. �����-��6 ��$ �� ���=-�2��=�� �-�;8

��7�+� ��3�,�29 ���3�2�,- ��- �5��>-��. 73. .7�� ��2-4��39��6 2-���� � 2�-,

N+5 �4����,�+ . ���2��2�5+ ���;3�>-��-+O' $ ��K-+  3�,�- ?@//-�2����.A ,�8

 2�=� A +�>-2 ����7�29 . � 2�-� ? � 2�.��.�A1 � 2� ��-+. ��� ?,� 2�=�A B ;-  2���8

2����1  ?,� 2�=�A C �2 �2 2��-2:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
A∗∗

A∗

A

⎞
⎟⎟⎟⎠ , B =

(
B
)
. N<'<'<O

$ ;�0� - ��33-�2���5�  � 2�.��6 |A∗∗B〉, |A∗B〉, |AB〉 +�2��=� ˆ̂KAB �+--2 ��7:

ˆ̂KAB =

⎛
⎜⎜⎜⎝
−kf kb 0

kf −kb 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , N<'<'CO

"7- 9 kf , kb * �-��=����5- ��� 2��25  ���� 2� ��.+�4� � �;��2��4� �-�-�� � @�-�8

4��' ���3�4�,�56 ��7 �+--2 � +�2��,��- .7�� ��2-4��39��6 2-���� � 2�-, ˆ̂
RAB' $

��K-+  3�,�- ��-��2��5 �-3�� �=�� �+-H2 ��7:

ˆ̂
QA =

ˆ̂
QAB =

⎛
⎜⎜⎜⎝
−1/τ1 0 0

0 −1/τ2 0

1/τ1 1/τ2 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

ˆ̂
QB = 0. N<'<'(O

� �����-  � 2�.��- ?,� 2�=5A A �- �,� 2��-2 �� � +���+�3-��3.��5�1 �� � ;�+�8

3-��3.��5� �-��=�.�' J2� ��0��3.-2 � �3H,�29 -4� �0 ��  +�2�-��. ��� �� ,-2��

.7-� ��$ � ����0�29 ��0+-��� 29 � -� +�2��=  3 × 3 7� 2 × 2' $  ����F-���+

GB



;�0� -  ��;�7��. /���=�. ����� �����+�-2 ��7:

ˆ̂GLAB(R|R, s) =
1

kD

⎛
⎜⎝

1

1+
√
τd(s+1/τ1)

0

0 1

1+
√
τd(s+1/τ2)

⎞
⎟⎠ =

1

kD

⎛
⎝GL(s+ 1/τ1) 0

0 GL(s+ 1/τ2)

⎞
⎠ ,

N<'<'GO

47-1 ��� �;5,��1 kD = 4πRD * 7�//�0�����. ��� 2��2�  ���� 2�' #�390�. 9 �5��8

>-��-+ 73. .7�� ��$ N&'('&CO ,-�-0 /���=�H ����� ˆ̂GAB � +�2��=� �-��=����5�

��� 2��2  ���� 2� ˆ̂KAB1 ��3�,�-+  3-7�HF-- �5��>-��- 73. ˆ̂
RAB:

ˆ̂
RL

AB(s) =
ˆ̂KAB

(
ˆ̂
E − ˆ̂GLAB

ˆ̂KAB
)−1

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

kf −kb 0

−kf kb 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠FL(s) , N<'<'DO

47- ���3� 8�;��0 F ���-�

FL(s) =
[
1 + kfGL(s + 1/τ1)/kD + kbGL(s+ 1/τ2)/kD

]−1
. N<'<')O

J2�2 �-0�392�2 ;53 ��-��5- ��3�,-� ����, � 
��K2-6��+ PE(Q'

�����-��. ��$ �� ���=-�2��=�� N1 = [A∗∗] � N2 = [A∗] �+-H2 ��7:

dN1(t)

dt
= −N1(t)

τ1
− kfcB

t∫
0

F (t− τ)N1(τ)dτ + kbcB

t∫
0

F (t− τ)N2(τ)dτ , N<'<'EO

dN2(t)

dt
= −N2(t)

τ2
+ kfcB

t∫
0

F (t− τ)N1(τ)dτ − kbcB

t∫
0

F (t− τ)N2(τ)dτ .

�� ,� 3-���- �-K-��-  ��,�39�5+� � 3���.+� N1(0) = N0, N2(0) = 0 ����-8

7-�� �� �� '<'&' #-�-�� @�-�4�� �� A∗  ��,�3� � ���.-2 �� ��7 A∗∗ N��  ����-��H

 �-3�� �=�-6 A∗∗ � �2 �2 2��� BO N �3�K��. 3���. �� �� '<'&�O' 	 3� �-��=�.

�-�;��2�+� Nkb = 0O1 �-�-�� @�-�4�� @�����3-�2-� �;5,��+� 2�K-��H ��0;�>7-8

��. �� � -� ��-+-��� N����2����. 3���. �� �� '<'&�O' $ ���2�����3�>��+  3�,�- �

�-0�392�2- � 2�-, A∗ � B � �� 2���- +�>-2 ��0����29 0�7-�>����. /3���- =-�=�.

A∗∗:  ��,�3� 4�;-39 A∗∗ � ���.-2 . � 3-7 2��- ��.+�6 �-��=��1 �� 0�2-+ ���-2���

A∗∗ �-�- -��-2  �3�K��H 3���H �  ��7�-2  �F- 2�-��� +-73-��-- @� ���-�251 0�8

2���HF-6 0� �����2-���- ��-+. τ1' �-+ +-�9K- kb1 2-+ ��0>- �  3�;-- ���.�3.-2 .

� +-73-��-- 0�2���-2 0�7-�>����. /3���- =-�=�.' �� �� '<'&; 2��>- ����-7-�5

 ��2�-2 2��HF�- ���-2��� �����3-��. ,� 2�= A∗ � �� �� 3-7�HF-4� �� ��7� ���

D%
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 N1(t) �&� 
 N2(t) �!� "�
 τ1 = 2τd τ2 = ∞� kf = 5kD� cBkfτd = 1� *#��� kb = 5kD

�"�	��
�	�� �
	
��� kB = kD �+��
�$"�	��
�	�� �
	
��� kb = 0 ������	�� �
	
��� �"��+	�


�
	
�
 "�����	� �
	��
�� ��������

 A � ��������

 ��+
����
 C� �
	��
�
 	���
����	� 	�

N1(t = 0)�

τ2 = ∞ � 3-7 2��- �;��2��4� �-�-�� � @�-�4�� �� A∗∗' J2�2 �� ��7 �2 �2 2��-2

2�39�� ��� kb = 0 � � ���.-2 .  �� 2�+ kb' $��;F- ��� 3H;�+ τ1 < τ2 �= 0 @�-�4�.

��0���F�-2 . �� ����2��>���F--  � 2�.��- A∗∗  ;�3--  2�;�39��4� A∗1 �505��.

0�7-�>����H /3���- =-�=�H A∗∗'

#�-�;��0�����- �����-��6 ��$ � 7�//-�-�=��39�5+' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2�

��2-4��87�//-�-�=��39�5- ���-2�,- ��- �����-��. 73. �-��=�� N<'<'&O ;53� ��8

3�,-�5 ��� ��+�F� ��3�� 29H �-���+�3�0������6 ���-2�,- ��6 2-���� ��4�1 ��

� W��� P&%%Q' ��2��5 7����6 ��;�25 2��>- ��-�;��0���3� ��3�,-��5- �����-��. �

7�//-�-�=��39��+� ��7�' �7���� � ��390������. �+� ���=-7��� ��3�,-��. 7�/8

D&



/-�-�=��39�5� �����-��6 �-�-���1 �� ��39�� N1 � N2 ;53� �5�- -�5 0� 0����

��2-4��3�� ;-0 �,-2� �� �-3�� �=��:

kf

t∫
0

F Y LS(t− τ)N1(τ)dτ ≈ kfN1(t)

t∫
0

F Y LS(τ)dτ = kphf (t)N1(t), N<'<'BO

kb

t∫
0

F Y LS(t− τ)N2(τ)dτ ≈ kbN2(t)

t∫
0

F Y LS(τ)dτ = kphb (t)N2(t),

47- F Y LS * .7�� 2-���� ��4�1 �� � W���' #� 3- 7���5� ��-�;��0�����6 ;53�

��3�,-�5 �;5,�5- 7�//-�-�=��39�5- ���-2�,- ��- �����-��. P&%%Q

dN1

dt
= −N1

τ1
− kphf (t)cBN1 + kphb (t)cBN2, N<'<'&%O

dN2

dt
= −N2

τ2
+ kphf (t)cN1 − kphb (t)cBN2 .

�7����1 ��0����HF�- � �����-��.� 0��� .F�- �2 ��-+-�� N?/-��+-��3�4�,- ��-AO

��� 2��25  ���� 2�1 ;53� ���-7-3-�5 �-�-���:

kphf = kf

t∫
0

F Y LS(τ)dτ, kphb = kb

t∫
0

F Y LS(τ)dτ . N<'<'&&O

#��=-7��� N<'<'BO �-����-�2�� 7�>- �� +�35� ��-+-���' �3�  �,- ��6  �� �;

��3�,-��. 7�//-�-�=��39�5� �����-��6 �0 � ��7�5� P&B1 &G(1 &GGQ1  � 2��2 � �58

7-3-��� �-3�� �=����5� ���=-  �� ��� ��+�F� ��-�;��0�����.:

N1(t) = A(t)e−t/τ1 , N2(t) = B(t)e−t/τ2 . N<'<'&<O

��3-- +-73-��� �0+-�.HF�- . �-3�,��5 A(t) � B(t)  3-7�-2 �5�- 2� 0� 0���� ��8

2-4��3�� � �����-��.� ��$:

kf

t∫
0

F (t− τ)N1(τ)dτ = kfe
−t/τ1

t∫
0

F (t′)et
′/τ1A(t− t′)dt′ ≈ kf (t)N1(t), N<'<'&CO

kb

t∫
0

F (t− τ)N2(τ)dτ = kbe
−t/τ2

t∫
0

F (t′)et
′/τ2B(t− t′)dt′ ≈ kb(t)N2(t) ,

47- 0��� .F�- �2 ��-+-�� ?��� 2��25  ���� 2�A ���-7-3-�5  3-7�HF�+ �;��0�+:

kf(t) = kf

t∫
0

F (τ)eτ/τ1dτ, kb(t) = kb

t∫
0

F (τ)eτ/τ2dτ . N<'<'&(O

D<
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����+ �;��0�+1 +5 ��3�,�3� 7�//-�-�=��39�5- ���-2�,- ��- �����-��. 2�4�

>- ��7�1 ,2� � N<'<'&%O1 ��  �����39�� ���-7-3-��5+� ��� 2��2�+�  ���� 2� kf (t)

� kb(t) �+- 2� kphf (t) � kphb (t)' $�-+-���. @��3H=�. kf(t) � kb(t) ����>� �� ���-7-��-

��� 2��2  ���� 2� �-��=�� +->+�3-��3.���4� �-�-�� � @�-�4�� P<%Q1 47- �����7�8

3� 9 0��� �+� 29 kf(t) 73.  3�,�.1 ��47� �0��,�39�� ��0;�>7-���. +�3-��3� �-3��8

 ���-2 4���07� ;5 2�-- ���7��2� �-��=�� �-�-�� � @�-�4��' #�� τ1 �= τ2 N�� 29 73.

���-7-3-��� 2� τ1 < τ2O ���-2��� ���=-  � �- ��� 5��-2 . 0�����+ 7-6 2��HF��

+�  ' �� ��,�39��6  2�7�� ���-2��� ���� ��7�2 2�K-��- A∗∗  �;��0�����-+ 4-+�8

��39�5� ��� +�3-��3 [A∗ . . . B]1 � 0��� .F�. �2 ��-+-�� ��� 2��2�  ���� 2� ��.+�4�

�-�-�� � @�-�4�� kf(t) ��3�>�2-39��' "�2-+1 ��47� �� ��7 ����2��>���F�� ��0;�>8

7-��6 A∗∗ ����2�,- �� 0��-�K-�1 0�  ,-2 �;��2��6 �-��=�� � ����� [A∗ . . . B] @�-�8

4�. ��0���F�-2 .  �  2�;�39�5� A∗ �� A∗∗1 �505��. 0�7-�>����H /3���- =-�=�H

�� 3-7�-4�' �� @2�6  2�7�� ���=-  � kf (t) +-�.-2 0��� N 2�����2 . �2��=�2-39��6O

� �� ��7�2 .1 � ��2�� @�-�4�� +-�.-2 ������3-��-' J//-�2  +-�5 0����1 2-+ �-

+-�--1 �2 �2 2��-2 73. ��� 2��25  ���� 2� kphf (t) N�� '<'<�O' ?�-��+-��3�4�,- ��-A

��� 2��25  ���� 2� � -47� ��3�>�2-39�5 � 7� 2�4�H2  ��-4� ���0� 2�=�������4�

��-7-3� ��� t > τd'

$ 2� >- ��-+. ��� 2��2�  ���� 2� �-�-�� �  7�34�>���F-4�  � 2�.��. kb(t)

� -47� ��3�>�2-39�� N�� '<'<;O' #�� @2�+ N��� � �  �2��=��1 ��� ����6 � ��;�2��

P&B1 <%1 <&QO �  3�,�- δ = 1/τ1 − 1/τ2 �= 0 �-��0+�>�� �7����-+-��� ��- 2� �;-

 2�=������5- ��� 2��25  ���� 2�1 ���-7-3.-+5- ���

ksf = lim
t→∞

kf(t) = kfF
L(−1/τ1) = kf

[
1 +

kf
kD

+
kb

kD[1 +
√
−τdδ]

]−1

, N<'<'&GO

ksb = lim
t→∞

kb(t) = kbF
L(−1/τ2) = kb

[
1 +

kb
kD

+
kf

kD[1 +
√
τdδ]

]−1

.

�7�� �0 ���1  ��2�-2 2��HF�. ���=-  � �-�-�� � @�-�4��  ����2��>���F-4�  � 2�8

.��. �� ;�3--  2�;�39��-1 �� ��7�2 . �� ��-+-�� N���,- 4����.1 ksf  2�����2 . ��+8

�3-� ��6O' �-+ �- +-�--1  3-7�-2 �2+-2�291 ,2� � ��7�5- ��2-4��87�//-�-�=��398

�5- �����-��. 2-���� ��4�1 �� � W��� �� ����0��7.2 ;������H ���-2��� � �

��� 2-6K��  3�,�.� �+-H2 2� >- 2�,�� 291 ,2� � 
�$ PCD1 &GDQ'

?J//-�2���5-A ��� 2��25  ���� 2� ��$' $�-7-+ ?@//-�2���5-A ��� 2��25  ��8

D(
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�� N2(t) "�
 kf = kb = kD� ������	�� "�������� �� -�� ��� 
 	� (
��.�/!�

*#��� �"��+	�� �
	
�  ������ "� %0, ����
�"���
�� #���
������ �������� "�	��
�	�� �
	
�  

������ "� ����

 1	��� 2
 
 3
	� � '�	���	����
����
�
 ��	���	���
 �������
 ����
�"���
��

#���
������ �	
����

�� 2� ��$  3-7�HF�+ �;��0�+:

κf (t)N1(t) = kf

t∫
0

F (t− τ)N1(τ)dτ N<'<'&DO

κb(t)N2(t) = kb

t∫
0

F (t− τ)N2(τ)dτ.

����- ��� 2��25  ���� 2�1 ���-7-3.-+5- �0 �����-��6 N<'<'EO1 7-6 2��2-39�5 � ��8

�-,�5' #�� τ2 > τ1 ��� 2��2� κf (t) 2��>- +-�.-2 0���1 �� �- �� ��7�2 . �� ��-8

+-�� � �23�,�- �2 kf(t): limt→∞ kf (t) = −∞ N�� '<'<;O' �3. ����>7-��. ��� 2��2

κf(t) � κb(t) ���3�2�,- �� ����7�3� 9 ���3� 8�;��05 ���-2�� NL
1 (s) � NL

2 (s)1 � 2��8

>- ��2-4��39�5� ,3-��� � /��+�3- N<'<'&DO1 0�2-+ ,� 3-��� �5��3�.3� 9 �;��2��-

��-�;��0�����- ���3� �'

�-+ �- +-�--1 ��2-4��39��. 2-���. � 2�-, 2�>- �;3�7�-2 �.7�+ �-7� 2�2���

N�� '<'<�O' #�� ;�39K�� ��-+-��� .7�� ��$ 0��� �2 �2 ��-+-��  2-�-��5+ �;��0�+

� 3-7 2��- 7�//�0�����4� �����2-�� 7��>-��. �-�4-�2��' ����- ��-+-���- ���-8

7-��. .7��  ��05��-2 . �� 7�34���-+-���+ ���-7-��� ���=-�2��=�6 N1(t) � N2(t)'

DG



$ 3-7 2��- @2�4� ��� 2��2� κb �2�3��.-2 . �2 kb(t)' J2� �2�3��-��- �50���� 2-+1

,2� ��$ �- �,�25��-2 � -� ;�����5� ��3�7�� � ���-2��� �-��=��1 ,2�  ��05��-2 .

�� ���-2��- ��� ;�39K�� ��-+-���' �3. �2�,�-��. �-0�392�2�� ��$  3-7�-2 �� 8

��390���29 . 
�$ P&)1 <<1 CD1 CEQ �3� ����>�+� 2-���.+� P&%%1 &G)Q' ���3�4�,�5+

�;��0�+ �-7-2  -;. ��� 2��2�  ���� 2� �;��2��6 �-��=�� � �  3�,�- +->+�3-��3.�8

��4� �-�-�� � @�-�4�� P<%Q'

�-+���39�56 � �;S-+�56 �;��2�56 �-�-�� @�-�4��' 	F- �7�� � �;-��� 29 ��8

�-2�,- ��4� ���-7-��.  � 2-+51 ��3�� 29H ����4�����������. 2-���-6 ��4�1 ��

� W���  ?/-��+-��3�4�,- ��+�A ��� 2��2�+�  ���� 2�1 ����33H 2�������� ��

�� '<'C' ��� ��7�� �0 �� ����1 ���-2��� �-��=��1 �5,� 3-���. ��� ��+�F� ��$1

�5��7�2 �� 7�34���-+-���H @� ���-�=��39��H � �+�2�2���  �-���1 ��� @2�+ ��08

����HF�6 �� �����6 ?4��;A  �.0��  �;��2�5+ 4-+���39�5+ �-�-�� �+ @�-�4�� ��

A∗∗' ���3�4�,�5- @//-�25 ;53� �;����>-�5 � 73. �-��=�� +->+�3-��3.���4�

�-�-�� � @�-�4�� P<&Q' �� �50��� �;��2�5+ �-�-�� �+ @�-�4�� �� ����2��>���F--

 � 2�.��- � 4-+���39�5� ����� [A . . .B∗]1 ��2��56 ��3�� 29H � �3H,-� �0 ��  +�28

�-��. 2-���-6 ��4�1 �� � W���1 ��2���. ��-7 ��05��-2 7� 2�>-��- � �+�2�2���

 ��0�' J2� �K�;�� ��0����-2 � 3-7 2��- �-�����39�� �5��3�-���4� �-�-��7� �2 ��8

2-4��39�5� �����-��6 � 7�//-�-�=��39�5+ N<'<'&&O �  3�,�- ��03�,�HF�� . ��-8

+-� >�0�� ��0;�>7-��5�  � 2�.��6'

����� ���	
�� ����
��
��,�����
��
�� � (������� �������,

&��+��� �����


�-�-�9 ��  +�2��+ �;��2�+�H �-��=�H �  �=��=��87�  �=��=��  �,� 2�-+ ��08

;�>7-��5� ����2��>���F�� ,� 2�=1 2'-'  3-7�HF�6 ���=-  :

A∗ +B � C∗. N<'<'&)O

$ 7����+  3�,�- ��0;�>7-��5- +�3-��35 C∗ �;��2�+� �;��0�H2 . ��� 7�//�0�8

���5� � 2�-,�� +�3-��3 A∗ � B � �� 2���-' $ 2� >- ��-+.1 ��� ,� 2�=5 A∗1 2�� �

,� 2�=5 C∗1  ,�2�H2 . +-2� 2�;�39�5+� � �-�-��7.2 � � �����-  � 2�.��- 0� ��-+.

τA � τC 1  ��2�-2 2�-���:

A∗ → A, C∗ → C. N<'<'&EO

DD



�-��=��1 �+-HF�-  2�7�� �;��2�+�4�  �.05����. ��0;�>7-��.1 ��2-� ���� �0�,�8

H2 . � /�2���+��' �����5+� .�3.H2 .1 �����+-�1 �-��=�� �;��2�+�4� �-�-�� �

���2���  /�2��� 3�25 �� �� 2����2-39 P&GE1 &GB1 &D%Q � �;��0�����- @� ��3-� ��

 �� �� 3-7�HF-6 7�  �=��=�-6 PBG1 &D&1 &D<1 &DC1 &D(Q' ��  �=��=�. �0�3������8

�5� ��0;�>7-��5� +�3-��3 C∗ 7-2�39�� �  3-7���3� 9 2-��-2�,- �� � �.7- ��;�2

P&DG1 &DD1 &D)1 &DE1 &DBQ' �,-2 �;S-+��6 �  �=��=�� ;53 ���-- ����0�-7-� � ��+���

2-���� ��4�1 �� � W��� P&%&Q � 2-���� +��4�,� 2�,��4� .7�� P&%CQ1 �  �>�3-��H1

��2��5 �- �����7�3� ��� @2�+ ���3�0� ���-2��� �-��=��'

�-��=�. N<'<'&)O1 N<'<'&EO 0� 3�>���-2 � �;�4� ���+���. �� 7��+ ���,���+' #-�8

��. �0 ��� * 2�� ��05��-+56 ?����7�� A 
-�4� P&%GQ1  �43� �� ��2���+�  ���� 29 7� 8

 �=��=�� 0��� �2 �2 �2�� �2-39��6 ��7��>�� 2� N��@//�=�-�2� �0��+��6 7�//�8

0��O A∗ � B' J2� ���� ��7�2 �080� 2�4�1 ,2� ��� 2��2�  ���� 2� 7�3>�� ����7�29 .

�  ��2�-2 2���  ����=���+ 7-2�39��4� ;�3�� �1  �43� �� ��2���+� ��� 2��2� ��+�8

,- ��4� ������- �. N�����. �2��K-��H ��� 2��2  ���� 2� ��.+�6 � �;��2��6 �-��8

=��O �- +�>-2 0��� -29 �2 ��7��>�� 2-6 �-�4-�2��' 
-�4 2��>- � 2�����3 P&%GQ1 ,2�

���-2��� 7�  �=��=�� �0�3�������5� +�3-��3 C∗ �� ;�39K�� ��-+-��� �- @� ��8

�-�=��39��.1 �  2-�-���.1 2'-' �- ��7,��.-2 . 0����� 7-6 2��. +�  ' $2���. ���,���

* �� ��7�+� 29 ��� 2��2  ���� 2� �-��=�6  �,� 2�-+ +-2� 2�;�39�5� ,� 2�= N +'

�5K-O' ���-2��� �-��=�� N<'<'&)O1 N<'<'&EO 7�3>�� ���-7-3.29 . �;��+� /��2���+�1

��@2�+� -- �  3-7�����- ��-7 2��3.-2 �0  -;. ��2-�- ��H 2-��-2�,- ��H ���;3-+�'

���>- ��>��  �����29 ���-2��� 7����6 �-��=��  ���-2���6 �-��=�6 �;��2�+�4�

�-�-�� � @�-�4��' J2� ���;3-+5 ;�7�2 �-K-�5 07- 9 � ��+��� ��$'

���-2�,- ��- �����-��. ��$' �3. ��3�,-��. ���-2�,- ��� �����-��6 73. �-8

��=��1 0�7����6  �-+�6 N<'<'&)O � N<'<'&EO1 ��-7-+ ?@//-�2���5-A ,� 2�=5:

A =

⎛
⎝A∗

A

⎞
⎠ , B = (B) , C =

⎛
⎝C∗

C

⎞
⎠ . N<'<'&BO

��-��2��51 ��� 5��HF�- �-3�� �=�H � � �����-  � 2�.��-1 �+-H2 ��7:

Q̂A =

⎛
⎝−1/τA 0

1/τA 0

⎞
⎠ , Q̂B = 0, Q̂C =

⎛
⎝−1/τC 0

1/τC 0

⎞
⎠ . N<'<'<%O

#� ��39�� �� ,-2 .7-� ��$ ;�7-2 ����0��7�29 . 2�39�� � ��+��� ���2��2��4� ���8

D)



;3�>-��.1 ��-7-+ +�2��=5 �-��=����5� ��� 2��2  ���� 2�:

K̂AB =

⎛
⎝−kf 0

0 0

⎞
⎠ , K̂d =

⎛
⎝kb 0

0 0

⎞
⎠ , K̂a =

⎛
⎝kf 0

0 0

⎞
⎠ , K̂C =

⎛
⎝−kb 0

0 0

⎞
⎠ . N<'<'<&O

"7- 9 kf , kb * �-��=����5- ��� 2��25 �  �=��=��87�  �=��=�� N<'<'&)O' ���;�7��.

/���=�. ����� .�3.-2 . �-K-��-+ �����-��. N&'('&(O1 ��2���- � �0�,�-+�+  3�,�-

�+--2 ��7 N07- 9 73. ��� 2�25 ��7��>�� 2� A∗ � A  ,�2�H2 . �7������5+�O:

ĜAB(r| r0, t) = exp
(
Q̂At

)
G(r| r0, t). N<'<'<<O

47- 0��,-��- /���=�� ����� ;-�-2 . �0 /��+�35 N<'&'<O' ���3� 8�;��0 ���2��2��4�

0��,-��.  ��;�7��6 /���=�� ����� �����+�-2 ��7:

ĜLAB(R|R, s) =
1

kD

⎛
⎝ g1 0

g0 − g1 g0

⎞
⎠ N<'<'<CO

47- g1 = GL(R|R, s+1/τA)1 g0 = GL(R|R, s)' #�7 2������ ��-��2���� N<'<'<&O � N<'<'<CO

� �;F-- �5��>-��- 73. .7-� ��$ N&'('&CO � N&'('&GO 7�-2  3-7�HF�6 ��7 .7-�:

Σ̂AB(t) =

⎛
⎝−kf 0

0 0

⎞
⎠F (t), Σ̂d(t) =

⎛
⎝kb 0

0 0

⎞
⎠F (t), N<'<'<(O

Σ̂a(t) =

⎛
⎝kf 0

0 0

⎞
⎠F (t), Σ̂C(t) =

⎛
⎝−kb 0

0 0

⎞
⎠F (t).

���3� 8�;��0 /���=�� ��+.2� F �+--2 ��7:

1

FL(s)
= 1 + kfg1/kD = 1 +

kf/kD

1 +
√
sτd + τd/τA

. N<'<'<GO

��2-4��87�//-�-�=��39�5- �����-��. 73. ���=-�2��=�6 NA = [A∗]1 NB = [B] �

NC = [C∗] �+-H2 ��7:

ṄA = −NA

τA
− kf

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)NB(τ)dτ + kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ, N<'<'<DO

ṄB = −kf
∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)NB(τ)dτ + kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ,

ṄC = −NC

τC
+ kf

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)NB(τ)dτ − kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ.

"7- 9 �-��56 ��2-4��39�56 ,3-� ��� 5��-2 �  �=��=�H1 � �2���6 * 7�  �=��=�H1

�;� ���=-  � * 7�//�0�����8���2��3���-+5- P&%GQ' "��� �+� 29  ���� 2� �� ��7�

DE



C∗ �;� 3��3-�� �3-2�,�5+ @//-�2�+1 2'�' ���5 [A∗ . . . B]1 �;��0�HF�- . ��� 7� 8

 �=��=�� �- �5��7.2 � �;S-+ +4���-���1 �� +�4�2 �-��+;�������29 �;��2��1 ,2�

����>�-2 ��3��H  ���� 29 7�  �=��=��' ��3--1 73. �7�; 2�� +5 ;�7-+ ����0��8

7�29 � - �� ,-25 ���-2��1  ,�2�.1 ,2� �+--2 . ;�39K�6 �0;52�� +�3-��3 B1 2'-'

NB � NA, NC � NB ≈ const1 2�47� �����-��. N<'<'<DO �- ��39�� ����F�H2 .

ṄA = −NA

τA
− kfNB

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)dτ + kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ, N<'<'<)O

ṄC = −NC

τC
+ kfNB

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)dτ − kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ.

����- >- �����-��. +�4�2 ;529 ��3�,-�5 �0 �����-��6 2-���� ��4�1 �� � W���

P&%&Q � 2-���� +��4,� 2�,��4� .7�� P&%CQ1 - 3� � ��� ��-�-;�-,9 � -+� 0��� .F�+�

�2 ���=-�2��=�� ��3�7�+� � �� /���=�� ��+.2�' #�� τA � τd ��3�,-���- �5��8

>-��- 73. .7�� F (t)  ����7�-2  �-0�392�2�+ ����, � ���2����� PB<Q' $ ����=��-1

� ;�39K�� 2�-  3�,�-� 2-���� P&%&1 &%CQ ��0��3.H2 7�>- ;�3-- 2�,��- ��� ���- ��8

�-2��� �-��=�� �� ;�39K�� ��-+-���1 ,-+ ��$1 �7����1 �� ��2��5 �- ����0��7�3�

�� ,-2�� ���-2��' �  �>�3-��H1 �;- 2-���� N� �23�,�- �2 ��$O �4����,-�5 ���;3�8

>-��-+ NB � NA, NC ' ��  �=��=�. �0�3�������5� +�3-��3 C∗ N2'-' � ��-�-;�->-8

��� �  �=��=�-6 � �;S-+-O ��� τA = ∞ �  3-7���3� 9 
��K2-6��+ P&DBQ: ��3�,-���-

�+ .7�� ���-2�,- ��4� �����-��.  ����7�-2  F (t) N<'<'<GO � 7����+ ��-7-3-' �4+��

�  ���2��5 P&DG1 &DD1 &D)Q ��  +�2����3� 7�  �=��=�H �0�3�������5� +�3-��3 C∗

7�>- � ;�3-- �;F-+  3�,�-1 � 2�+ ,� 3- ��� ��3�,�� ������-�=�� +->7� �  �=��8

=�-6 � �-��+;���=�-6 ��� [A∗ . . . B]' 	 3� ��-�-;�-,9 �-��+;���=�-61 ���-2�,- ��-

�����-��. �4+��� �  ���2���� P&DG1 &DD1 &D)Q  ����7�H2  N<'<'<)O' �� � �23�,�- �2

��$ �;� ��7��7� �4����,-�5 7�  �=��=�-6 �0�3�������5� +�3-��3 C∗'

J//-�2���5- ��� 2��25  ���� 2� �  �=��=��87�  �=��=��' #-��56 ��2-4��398

�56 ,3-� � �����-��.� N<'<'<)O +�>�� ���� 2�291 73. @2�4� ��-7 2���+ NA(τ) �

��75�2-4��39��+ �5��>-��� � ��7- P&B1 &G(1 &GGQ:

NA(τ) ≈ exp((t− τ)/τA)NA(t) N<'<'<EO

� �-�-��K-+ ��2-4��3  3-7�HF�+ �;��0�+:

kfNB

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)dτ ≈ kf(t)NBNA(t), kf(t) = kf

∫ t

0

F (τ) exp(τ/τA)dτ, N<'<'<BO

47- kf(t) �+--2  +5 3 �- 2�=�������6 ��� 2��25  ���� 2� �  �=��=��' #�� t = 0 ���

����� kf 1 � ��� t→ ∞ *  2�-+�2 . �  ��-+�  2�=�������+� 0��,-��H kfF
L(−1/τA) =

DB
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 #��
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kfkD/(kf + kD)' $2���6 ,3-� �- � -47� +�>�� ����F�29 2���+ �;��0�+ P&E1 B<1 &)%Q'

�-+ �- +-�--1 +�>�� ��- 2� @//-�2���5- ��� 2��25  ���� 2� ��.+�6 � �;��2��6

�-��=�6 κf � κb ���3�4�,�� 2�+�1 ��� @2� 7-3�3� 9 73. �-��=�6 �;��2�+�4� �-�-�� �

@�-�4�� P<%1 &DBQ N +'1 �����+-�1 �����-��- N<'<'&DOO

κf (t) =

kf

∫ t

0

F (t− τ)NA(τ)dτ

NA(t)
=
XA(t)

NA(t)
, N<'<'C%O

κb(t) =

kb

∫ t

0

F (t− τ)NC(τ)dτ

NC(t)
=
XC(t)

NC(t)
.

�� ,-2� �;-�� �-3�,�� ����0��7�3 . 2��>-1 ��� � 73. �-��=�� �;��2�+�4� �-�-��8

 � @�-�4��' ��3-- ;�7�2 ��  +�2����29 . 7��  3�,�.: NA
0 = N0, N

0
C = 0 � NC

0 =

N0, N
0
A = 0'

#�� t = 0 �;- ��� 2��25  ���� 2�  ����7�H2  �-��=����5+� Nκf(0) = kf , κb(0) =

kbO � 7�3-- �0+-�.H2 . �� ��-+-��' �� ��-+-���- ���-7-��- 0��� �2 �2 �.0�� 2�

�� 2����2-3. � ��-+-� >�0�� τA � τC N�� '<'(O'

#�� τC < τA N2'-' ��47� ����2��>���F�+  � 2�.��-+ .�3.-2 . C∗O ��� 2��2�  ��8

�� 2� κb +-�.-2 0��� �  2�����2 . �2��=�2-39��6 �� ;�39K�� ��-+-��� N�� '<'(ZO �

��3��+  ��2�-2 2���  �-0�392�2�+ 
��K2-6��+ P&DBQ' ����56 @//-�2 ��3�� 29H

���3�4�,-� @//-�2� �0+-�-��. 0���� ��� 2��2  ���� 2� �;��2�+�4� �-�-�� � @�-�8

4�� P&B1 <%Q' ���,�3� 7�  �=��=�. +�3-��3 C∗  �07�-2 4-+���39�5- ���5 [A∗ . . . B]

N 2�3�����2-39�5- ��+�3-� 5O' 	 3� ��� @2�+ ��-+. >�0�� � A∗ 73���--1 ,-+ �

C∗1 ��0;�>7-��. �����3���H2 . � @2�� �����' "�2-+ �-�4-�25 A∗ � B +�4�2 3�;�

�5��7�29 � �;S-+ �� 2����2-3.1 3�;� �  �=������29' 	 3� �� ��7��>�� 29 ��0��.

N2'-' �� 2��� �.0��6O1 �  �=��=�. .�3.-2 . ;�3-- @//-�2����6 ��  ����-��H  �58

��7�+ � �;S-+1 ,2� �����7�2 � �;��2��+� �-�-��7� �����3-��5� ��0;�>7-��6 ��

+�3-��35 C∗' $ �-0�392�2- ��2�� @�-�4�� N��0;�>7-��6O +-�.-2 0���1 ����� ��� �

��� 2��2�  ���� 2�'

#�� τC > τA N;�3-- ����2��>���F--  � 2�.��- * A∗O1 ��0;�>7-��- �- �����8

3���-2 . � ����� [A∗ . . . B] � ��� 2��2�  ���� 2� κb 0��� �2 �2 ��-+-�� �;5,�5+

�;��0�+1 .�3.. 9 ��3�>�2-39��6 � 3H;�6 +�+-�2 ��-+-�� N�� '<'(;O' ����+ �;��8

0�+1 κb +�>-2 ;529 ��� ��3�>�2-39��61 2�� � �2��=�2-39��6 � 0��� �+� 2� �2 τA �

τC '

)&



$ 2� >- ��-+. @//-�2����. ��� 2��2�  ���� 2� κf � -47� ��3�>�2-39�� N7�>-

��� τA < τCO1 ,2� .�3.-2 . �23�,�-+ ��  ����-��H  �-��=�.+� �;��2�+�4� �-�-��8

 � @�-�4��1 47- �7�� �0 ��� 2��2  ���� 2� � -47� +-�.-2 0��� N���+- -7�� 2�-���4�

 3�,�. τA = τCO' J2� ��03�,�. � ���-7-��� κf � κb +�>�� �;S. ��29  3-7�HF�+

�;��0�+' $ ��7- �  �=��=�� A∗ � B �;��0�H2 . �- ���5 ,� 2�=1 � �27-39�5- +�3-8

��35 C∗ � �;S-+- �� 2����2-3.' #�@2�+� 73. C∗ �-2 ������-�=�� +->7� �-��=�-6

� 7�//�0����5+ 7��>-��-+' #�@2�+� ��� 3H;5� ��-+-��� τA � τC ��� 2��2�  ��8

�� 2� �  �=��=�� �-7-2  -;. �;5,�5+ �;��0�+1 2���,�5+ 73. ��� 2��2  ���� 2�

7�//�0�����8���2��3���-+5� �-��=�6' � �+-���: ��� t = 0 ��� 2��2� κf �����

�-��=�����6 ��� 2��2- kf 1 � �� ;�39K�� ��-+-�� *  ��-+�  2�=�������+� 0��,-��H

N�� '<'(O'

#�@2�+� 73. ��� 2��25  ���� 2� �  �=��=�� �- ��;3H7�-2 . ���+�39��- ��-8

+-���- ���-7-��- *  +-�� 0���� ��� 2��2  ���� 2�' $ @2�+ 0��3H,�-2 . �- 9+�  �8

F- 2�-���- ��03�,�- +->7� �-��=�.+� �;��2�+�4�  �.05����. ��0;�>7-��. � �;8

��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��' $ 2� ��-+. ��� 73. �� 3-7�-6 �7�� �0 ��� 2��2  ���� 2�

� -47� +-�.-2 0��� N���+-  3�,�. ����5� ��-+-� >�0�� ��0;�>7-��5�  � 2�.��6O1

73. �-���6 �-��=�� ��� 2��2�  ���� 2� �  �=��=�� � -47� ��3�>�2-39��1 � +-�.29

0���  � ��-+-�-+ +�>-2 3�K9 ��� 2��2�  ���� 2� 7�  �=��=��'

���-2��� �-��=��' ��,- 2�-���- ��03�,�- +->7� �-��=�.+� �  �=��=�� � 7� 8

 �=��=��1 �����7.F-- � ��0��+� ��-+-���+� ���-7-��H �-3�,�� κf � κb1 7�3>��

���.�3.29 . 2��>- � � ���-2��- A∗ � C∗' �� �� '<'G ��-7 2��3-�5 ���-2��� ��08

;�>7-��5� +�3-��3 A∗ � C∗ �  3�,�.� ����2��>���F-4� C∗ NZO � A∗ N;O'

	 3� ��-+. >�0�� C∗ ����,-1 ,-+ � A∗1 � N0
C = N0, N

0
A = 01 7�  �=��=�. � ���.8

-2 � ,-0���-��- C∗ ��  ����-��H  �-3�� �=�-6 � � �����-  � 2�.��- C N?- 2- 2�-�8

�56A �� ��7 C∗O' #�� @2�+1 ;3�4�7��. ;�39K-+� ��-+-�� >�0��1 A∗ ����+�3���-2

��0;�>7-��.1 ��2��5- 0�2-+ ��0���F�H2 . �� +�3-��35 C∗ � ��7- �  �=��=��1 ���8

��7.F-6 ��� � 4-+���39�5� �����1 2�� � � �;S-+-' 
3�4�7��. @2�+� �� ;�39K��

��-+-��� �� ��7 C∗  2�����2 . 4���07� +-73-��-- ��  ����-��H  - 2- 2�-��5+

N���-2��� NC(t) �-�- -��-2 2����H 3���H �� �� '<'GZO' ���-2��� � ,-0���-��. ��8

��2��>���F�� ,� 2�= �-7-2  -;. ���3�4�,�5+ �;��0�+ � 73. �-��=�� �;��2�+�8

4� ���2��+�3-��3.���4� �-�-�� � @�-�4��1 ��  +�2�-���4� � ��-757�F-+ ��07-3-'

�� 2�=5 A∗  ��,�3� @//-�2���� /��+���H2 . � ��7- 7�  �=��=�� C∗1 � 0�2-+

)<



� ,-0�H2 N7�>- ��� τA = ∞O � �;��2��+ ���=-  - �  �=��=�� N�� '<'GZO' �� ;�398

K�� ��-+-��� 7����. ���-2��� @� ���-�=��39�� �  ���� 29 � ,-0���-��. A∗ �����

kfNB' #�� @2�+ ���-2��� NA(t) 7� 2�4�-2  ��-6 � �+�2�2���  �-��� �080� �  �=��8

=�� 4-+���39�5� ��� [A∗ . . . B]' ���3�4�,��- ���+�39��- ���-7-��- ���-2��� ;�3--

 2�;�39��4� ��0;�>7-��. ;53� �;����>-�� � 73. �-��=�6 �;��2�+�4� +->+�3-��8

3.���4� P<%Q � ���2��+�3-��3.���4� N��-757�F�6 ��07-3O �-�-�� � @�-�4��'

#�� τC > τA � N0
A = N0, N

0
C = 0 ���-2��� �-7�2  -;. ����>�+ �;��0�+' ���,�3�

�� ��7 A∗  3-4�� � ���-� �  �=��=�-61 �� �� ;�39K�� ��-+-��� 0�+-73-� �����8

7�+ ��0;�>7-��6  C∗ � ��7- 7�  �=��=�� N�� '<'G;O' ���=-�2��=�. NC(t) 2��>-

 ��,�3� �� 2-21 �� 0�2-+  ��7�-2 �080� �;��2��6 �-��=�� 7�  �=��=��' �-+ �- +-8

�--1 ���-2��� 7�34�>���F-4� ��0;�>7-��. C∗ �-7-2  -;. ��,- 2�-��� ���,-1 ,-+ �

��-757�F-+  3�,�-1 ����33H 2���������+ �� �� '<'GZ: ���-2��� NC(t) 7� 2�4�-2

 ��-6 � �+�2�2���  ��0�' J2� ��03�,�. �50���5 2-+1 ,2� ��� �  �=��=�� /��+�8

��H2 . �- ���5 �-�4-�2��1 � �27-39�5- +�3-��35 C∗1 �� ��2��5� �����3���H2 .

��0;�>7-��.' ����+ �;��0�+1 � ���-2��� C∗ � ��� 2��2�  ���� 2� �  �=��=�� �-8

7�2  -;. �;5,�5+ �;��0�+' $ @2�+ 0��3H,�-2 . �23�,�- 7����6 �-��=�� �2 �-��=�6

�;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��1 47- ���-2��� �����3-��. 7�34�>���F-4� ��0;�>7-8

��. � -47� �5��7�2 �� 7�34���-+-���H � �+�2�2���  �-���1 � �23�,�- �2 ���-2���

�;��0�����. C∗'

����2��56 �5��7 3H+��- =-�=��' #�� ��+�F� ��$ 2��>- +�>�� ��  ,�2�29

����2��56 �5��7 3H+��- =-�=�� ����2��>���F�� +-2� 2�;�39�5� ,� 2�= A∗ � C∗

* ηA � ηC 1  ��2�-2 2�-���' ��� ���-7-3.H2 .  3-7�HF�+ �;��0�+:

ηA =
1/τA

N0
A +N0

C

∞∫
0

NA(t)dt =
NL
A(0)/τA

N0
A +N0

C

, N<'<'C&O

ηC =
1/τC

N0
A +N0

C

∞∫
0

NC(t)dt =
NL
C (0)/τC

N0
A +N0

C

.

$5,� 3.. NL
A � NL

C �0 �����-��6 ��$1 ��3�,�-+  3-7�HF�- �5��>-��. 73. ����8

2��5� �5��7��:

ηA =
1

1 +
ζC +RA

ζA +RC

, ηC = 1 − ηA =
1

1 +
ζA +RC

ζC +RA

, N<'<'C<O

47-

ζA =
N0
A

N0
A +N0

C

, ζC = 1 − ζA =
N0
C

N0
A +N0

C

− N<'<'CCO

)C
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��,�39�5- 7�3� A∗ � C∗ �2 ��3��4� ,� 3� ��0;�>7-��5� +�3-��3 �

RA = kfNBF0τA, RC = kbF0τC , F0 = FL(s = 0) =

(
1 +

kf/kD

1 +
√
τd/τA

)−1

. N<'<'C(O

$ �2 �2 2��� �-��=�� N<'<'&)O N2'-' ��� kf , kb = 0O ����2��5- �5��75 3H+��- =-�8

=��1 �,-��7��1 ����5  ��2�-2 2��HF�+ 7�3.+ ��0;�>7-��5� +�3-��3: ηA = ζA, ηC =

ζC' $ ��� �2 2��� ���=-  �� �;��2�+�4�  �.05����. �� �-3�,��5 2��>- 0��� .2 �2

 ���� 2-6 �  �=��=�� � 7�  �=��=��' ��2-�- ��-7 2��3.-2 ��  +�2�-��- 7��� ��-8

7-39�5�  3�,�-�1 47- ζA = 0, ζC = 1 � ζA = 1, ζC = 0'

	 3� � ��,�39�56 +�+-�2 ��-+-�� +�3-��35 C∗ �2 �2 2��H21 ηA �����+�-2 ��7:

ηA =
1

1 +KANBτA
, KA =

kfF0

1 + kbF0τC
. N<'<'CGO

J2� �5��>-��- �+--2 ��7 0����� W2-���8��39+-�� N<'&'&GO1 2���+ �;��0�+1 KA

�+--2  +5 3 @//-�2����6 ��� 2��25 ?2�K-��.A' ��K-��- ��0;�>7-��6 A∗ ���� 8

��7�2 �� �-7 2��+ �;��2�+�4�  �.05����.  +�3-��3�+� B1 � �-3�,��� KA 0���8

 �2 �2  ���� 2� �;��2��4� ���=-  � 7�  �=��=�� �  ��2�-2 2���  N<'<'CGO' $ 2� >-

��-+. KA 0��� �2 � �2 τA * ��-+-�� >�0�� ��0;�>7-���4�  � 2�.��. A∗' J2� �;�8

 3��3-�� 2-+1 ,2� ��� τA +-�9K- �3�  �����+5�  τd ���-2��� A∗ ?�;�5��-2 .A

���=-  �+ - 2- 2�-���4� �� ��7� +�3-��35 � � �����-  � 2�.��.1 ���� ��7.F�+

���9K-1 ,-+ ��� 2��2�  ���� 2� �  �=��=�� 7� 2�4�-2  ��-4�  2�=�������4� 0��,-8

��. N�� '<'(O' $ �-0�392�2- ��� 2��2�  ���� 2� ?2�K-��.A  2�����2 . 0�+-2�� ;�398

K-  2�=�������6' J2�2 @//-�2 ����K� �0�- 2-� 73. 7�//�0�����8���2��3���-+5�

�-��=�6 P&B1 <%1 <<Q' "7- 9  3-7�-2 �2+-2�291 ,2�1 2-+ �- +-�--1 �� �- �� ����0��7�2 .

�� �7��6 /-��+-��3�4�,- ��6 2-���-61 ��2���. �- �,�25��-2 @//-�2�� �- 2�=��8

�����6 ���-2���1 �;� 3��3-��5� �3-2�,�5+ @//-�2�+'

#�� N0
A = 0 ����2��56 �5��7 3H+��- =-�=�� C∗ �����+�-2 ��7:

ηC =
1

1 +KCτC
, KC =

kbF0

1 + kfNBF0τA
, N<'<'CDO

!�2. @2� /��+�3� ����>� �� N<'<'CGO1 �5��>-��- 73. ηC �-  �7-�>�2 ���=-�2��=��

����4�83�;� ?2�K�2-3.A1 2'�' � @2�+  3�,�- ?2�K-��-A 3H+��- =-�=�� C∗ ���� ��7�2

�� �-7 2��+ 7�  �=��=��' �-+ �- +-�--1 +�>�� ��2-���-2�����29 KC ��� 0��� .8

F�H �2 ��7��>�� 2� ��� 2��2� ?2�K-��.A' �,-��7��1 ,2�1 ��� � 73. KA1 -- 0��,-��-

0��� �2 �2  ���� 2� �;��2��4� ���=-  � N�  �=��=��O � �-3�,��5 τA' $ 2� >- ��-+.

)G



KA �- 0��� �2 �2 ���=-�2��=�6 �-�4-�2��1 � �23�,�- �2 ��� 2��25 KC 1 0��� .F-6

�2 NB1 �� ��39��  ���� 29 �;��2��4� ���=-  � �  �=��=�� ������=����39�� NB'

��" 0�����
 �
����� 01� �� �������. ��������

�������
� ���������

��� ���+���3� 9 �5K-1 ���-- ��� 2-��-2�,- ��+ ��� ���� ���=-  �� $J� ��38

�� 29H �4��������3� 9 �;��2�+� 29 �-��=�� N<'&'&BO �  ������. 7���+��� ���8

��7���3�� � ��7- � 2�-,� A+/− � A � �� 2���-' �;��2�+� 29 �-��=�� �  3�,�-

7�//�0�����8���2��3���-+�4� $J� +�>-2 �����7�29 � +��4����2�5+ �-�- ����+

@3-�2����  �7��4� �-�4-�2� �� 7��4�6 ��� �� ���2���5� ���2��2��' ����+ �;��8

0�+1 � ��7- � 2�-,� �-�4-�2�� @3-�2��� +��4� ��0 +-�.-2  ��- .7-���- ����>-��-1

� �-0�392�2- ,-4�  3�,�6�� +�7�3���-2 .  �-��2����- �0��+�7-6 2��- N��$O @3-�8

2�����4� � .7-��5�  �����' ����56 @//-�2 7�3>-� ���.�3.29 . ��� 7� 2�2�,��

;�39K�� 0��,-��.� ��� 2��2 ��$ ���8��7���3�� 3�;� ��� 7� 2�2�,�� ;�39K�� ���8

7�3>�2-39�� 2.� �2 �-,� N2'-' �5 ���6 �.0�� 2� �� 2����O' �,-2 �;��� @//-�2�� *

�;��2�+� 2� �-��=�� � 7���3��2-39��6 +�7�3.=�� ��$ � ��7- � 2�-,� ,� 2�= * ;�8

7-2 ����0�-7-� 07- 9 ��� ��+�F� ��$1 ;�7-2 ����-7-�� 7-2�39��-  ����-��- ��3�8

,-��5� �-0�392�2��  �-0�392�2�+� ��7��7� ��
' �����. ��;�2� .�3.-2 . �-��5+

���+-�-��-+ ��$ 73. ��� ���. � ������! �-��=�6 ,� 2�=  ���2�-��-6 ����2���6

 2���2���6' �-��=�. $J� ;�7-2 ��  +�2�-�� ��� �  �39��+1 2�� � �  3�;�+ ��-K�-+

+�4��2��+ ��3-1 ;�7-2 �  3-7����� ���.�3-��- $J� �  �-�2��� J#� ���8��7���3��

A+/−'

����� /&'�� (�������� ����"���+��� ������ ������ ��� ��,

�	
�� �./

$  3�,�- �-��=�� $J� N<'&'&BO ?@//-�2���5-A ,� 2�=5 A � B  ����7�H21 � ?,� 2�=�A

C �2 �2 2��-2:

A =

⎛
⎝A−

A

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝A−

A

⎞
⎠ , C = 0. N<'C'&O

)D



��3--1 �;5,�5+ �;��0�+ ��-7-+ 73. ?,� 2�=A A � B1 ?+�2��=5 �3�2�� 2�A σ̂A � σ̂B1

73. ,-4� ��0+- 2�+ @3-+-�25 +�2��= �3�2�� 2� σ̂eN � σ̂N 7��4 0� 7��4�+ �  2�3;-='

"7- 9 σ̂eN � σ̂N * +�2��=5 �3�2�� 2� ���8��7���3� A+/− � �-62��39��6 +�3-��35

A  ��2�-2 2�-���' $ �-0�392�2- σ̂A �����+�-2 ��7:

σ̂A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σeNµµ

σeNµν

σeNνν

· · ·

σNζζ

σNζη

σNηη

· · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. N<'C'<O

"7- 9 µ, ν �;�0��,�H2 @3-�2���8.7-��5-  � 2�.��. A+/−1 � ζ, η * .7-��5-  � 2�.��.

A' ��� �;5,��1 σ̂eN � σ̂N ;�7-+ ���+�����29 �- �� -7���=�1 � �� ��3��H ���=-�8

2��=�H  ��2�-2 2��HF-4� �-�4-�2� [A+/−] � [A] = cA:

Tr{σ̂eN} =
∑
µ

σeNµµ = [A+/−], Tr{σ̂N} =
∑
ζ

σNζζ = [A] = cA. N<'C'CO

#� ��39�� ?,� 2�=5A 2�>7- 2�-��51 ?+�2��=� �3�2�� 2�A σ̂B  ����7�-2  σ̂A1 ���-8

7-3-���6 � N<'C'<O'

$ �2 �2 2���  2�7�6 �  �=��=��87�  �=��=�� 7� 2�2�,�� 0��� �29 �����-��.

��$ 2�39�� 73. σ̂A1 σ̂B � ��  ,�2�29 2�39�� �7�� +�2��,��- .7�� ��$ ˆ̂
RAB:

∂σ̂A(t)

∂t
=

ˆ̂
QAσ̂A(t) + TrB

⎛
⎝ t∫

0

ˆ̂
RAB(t− τ)[σ̂B(τ) ⊗ σ̂A(τ)]dτ

⎞
⎠ , N<'C'(O

∂σ̂B(t)

∂t
=

ˆ̂
QBσ̂B(t) + TrA

⎛
⎝ t∫

0

ˆ̂
RAB(t− τ)[σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)]dτ

⎞
⎠ .

$ ���2��2��+ ���;3�>-��� .7�� ��$ +�>�� ��62� �0 �����-��. N#��3�>-��- �O:

ˆ̂
RL

AB(s) =
ˆ̂
KAB − ˆ̂

KAB
ˆ̂GLAB(R|R, s) ˆ̂

RL
AB(s). N<'C'GO

$  3�,�- $J� �����-��. 73.  ��;�7��6 /���=�� ����� ˆ̂GAB ���5 AB �+--2 ��7:

(
∂t −D∆r − ˆ̂

QAB
)

ˆ̂GAB(r|r0, t) =
δ(r − r0)

4πrr0
δ(t)

ˆ̂
E, N<'C'DO

))



47- D * ��@//�=�-�2 �2�� �2-39��6 7�//�0�� �-�4-�2��1 ˆ̂
QAB *  ��;�7�56 3����38

3��� ���5 ?,� 2�=A A � B' ��3--1 �,�25��. ,2� �-��=�. $J� �- �7-2 �0 ��33-�8

2���5� ? � 2�.��6A A+/−(1)⊗A+/−(2) � A(1)⊗A(2)1 0�+-��+ ��3�56 ��33-�2���56

;�0� A⊗ B �� ;�3-- ��� 2�6  ����F-��56 ;�0� 

{A ⊗ B}red =

⎛
⎝A+/−(1) ⊗ A(2)

A(1) ⊗ A+/−(2)

⎞
⎠ . N<'C')O

$ �;��� ? � 2�.��.�A ����4� ;�0� � N2'-' A−(1) ⊗A(2) � A(1) ⊗A−(2)O �5;-�-+  3-8

7�HF�6 �7������56 ���.7�� �-�-,� 3-��.  � 2�.��6:

i1ei1i2, j
1
e j1j2, 73. A+/−(1) ⊗A(2), N<'C'EO

i2ei1i2, j
2
e j1j2, 73. A(1) ⊗ A+/−(2).

"7- 9 �-����6 � ��>��6 ��7-� 5 &1< ��+-��H2  ��2�-2 2��HF�H ?,� 2�=�A1 ie, je �28

�-,�H2 @3-�2����5+  �����5+  � 2�.��.+ ���8��7���3�� NA+/−(1), A+/−(2)O1 i1, j1

* .7-��5+  �����5+  � 2�.��.+ �-���4� �-�4-�2� NA+/−(1) �3� A(1)O � i2, j2 * .7-�8

�5+  �����5+  � 2�.��.+ A+/−(2), A(2)' $ 2���+ ;�0� - .7�� ��$ �����+�-2 ��7:

ˆ̂
RAB =

⎛
⎝− ˆ̂

F
ˆ̂
F

ˆ̂
F − ˆ̂

F

⎞
⎠ . N<'C'BO

"7- 9 ?7��4���39�5-A ,� 2� .7�� ˆ̂
RAB �2�-,�H2 0� ���7 �0 ���/�4���=�6 A+/−(1)⊗

A(2) � A(1) ⊗ A+/−(2) � 3-7 2��- $J�1 � ?�-7��4���39�5-A ,� 2�= * 0� �����7 �

7��4�H ���/�4���=�H' 
�>�� ����0�291 ,2� ��-��2�� ˆ̂
FL(s) �7��3-2���.-2 ;�3--

��� 2�+� �����-��H ��  ����-��H  N<'C'GO:

ˆ̂
FL(s) = k

ˆ̂
E − k

(
ˆ̂
GL

1 (R|R, s) +
ˆ̂
GL

2 (R|R, s)
)

ˆ̂
FL(s). N<'C'&%O

"7- 9 k * �-��=�����. ��� 2��2�  ���� 2� $J�1 ˆ̂
G1 � ˆ̂

G2 * /���=�� ����� 73.

��33-�2���5� ? � 2�.��6A A+/−(1) ⊗ A(2) � A(1) ⊗ A+/−(2)1  ��2�-2 2�-���' ���

��� 5��H2  ��;�7��- 7�//�0�����- 7��>-��- ,� 2�=1  ������>7�HF-- .  ������6

@��3H=�-61 ��� 5��-+�6 ��+�392������+� Ĥ1 � Ĥ2:

Ĥ1 = ω0Ŝz +
∑
n

an(Ŝ, Î
(1)
n ), Ĥ2 = ω0Ŝz +

∑
m

am(Ŝ, Î(2)
m ). N<'C'&&O

J2�  ��2�-2 2��-2 0--+�����+� �0��+�7-6 2��H @3-�2����5�  �����  ��-K��+ +�48

��2�5+ ��3-+ � ��$ @3-�2����5� � .7-��5�  �����' "7- 9 ω0 = geβeB01 B0 * �-3�8

,��� ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.1 Ŝ * ��-��2�� @3-�2�����4�  ����1 Î
(1,2)
k * ��-��2��

)E



.7-���4�  ���� k84� +�4��2��4� .7�� ���8��7���3� A+/−(1, 2)' 
5 ��3�� 29H ��-�-8

;�-4�-+ 0--+����5+ �0��+�7-6 2��-+ .7-��5�  �����  ��-K��+ +�4��2�5+ ��3-+

�  ������6 �-3�� �=�-6 N��2���. ;�7-2 ��3H,-�� � ���-,�5- �����-��. ��$ 2�398

�� �  3�,�-  �39��4� +�4��2��4� ��3.O' ��3--  ���� 29 3��+�����6 ��-=-  �� ω0

;�7-2 �2�3�75��29 . � -7���=�� +�4��2��4� ��3.' $�7��1 ,2� $J� �505��-2 7�8

��3��2-39��H +�7�3.=�H ��$ 0�  ,-2 �-�-�3H,-��. 4�+�392������ +->7� Ĥ1 �

Ĥ2 � ��7- 7�//�0�����6 � 2�-,� �-�4-�2��' $ 3����33-��+ ��� 2��� 2�- �+- 2�

4�+�392������� Ĥ1,2 N<'C'&&O  3-7�-2 � ��390���29  ���-2 2��HF�- �+ ��-��2��5

�����33. ˆ̂
L1,2' �� @3-+-�25 �+-H2 ��7:

{ ˆ̂
L1}IJ,KL = i{Ĥ1}LJδKI − i{Ĥ1}IKδJL, N<'C'&<O

{ ˆ̂
L2}IJ,KL = i{Ĥ2}LJδKI − i{Ĥ2}IKδJL,

47- ��7-� 5 I, J,K, L �;�0��,�H2 ����2��5-  � 2�.��. ���8��7���3� � �-62��39��6

+�3-��35: I = iei1i21 J = jej1j21 K = kek1k21 L = lel1l2'

���2��2�5- 0��,-��. /���=�6 ����� ˆ̂
G1 � ˆ̂

G21 ��2��5- �7��3-2���.H2 �����-8

��.+

(∂t −D∆r − ˆ̂
Q1)

ˆ̂
G1(r|r0, t) =

δ(r − r0)

4πrr0
, N<'C'&CO

(∂t −D∆r − ˆ̂
Q2)

ˆ̂
G2(r|r0, t) =

δ(r − r0)

4πrr0
,

+�>�� �5,� 3�29 ���:

ˆ̂
G1,2(R|R, t) =

1

kD
G(t) exp

(
ˆ̂
Q1,2t

)
, N<'C'&(O

��7 2��3.. 0��,-��- G �0 �����-��. N<'&'<O' J3-+-�25 ���2��2�5� 0��,-��6 /���8

=�6 ����� ˆ̂
G1 � ˆ̂

G2 +�>�� �5��0�29 ,-�-0  �; 2�-��5- 0��,-��. �  �; 2�-��5-

�-�2���  ��2�-2 2��HF�� 4�+�392�������  3-7�HF�+ �;��0�+:

{ ˆ̂
G1(R|R, t)}IJ,KL =

G(t)

kD

∑
M,N

T
(1)
IMT

(1)
KMT

(1)
JNT

(1)
LNe

−i(λ(1)
M −λ(1)

N )t, N<'C'&GO

{ ˆ̂
G2(R|R, t)}IJ,KL =

G(t)

kD

∑
M,N

T
(2)
IMT

(2)
KMT

(2)
JNT

(2)
LNe

−i(λ(2)
M −λ(2)

N )t.

�����- �����-��- 73. ���3� 8�;��0�� +�>�� �-�-�� �29 ���

{ ˆ̂
GL

1 (R|R, s)}IJ,KL =
1

kD

∑
M,N

T
(1)
IMT

(1)
KMT

(1)
JNT

(1)
LNGL(i(λ

(1)
M − λ

(1)
N )s), N<'C'&DO

{ ˆ̂
GL

2 (R|R, s)}IJ,KL =
1

kD

∑
M,N

T
(2)
IMT

(2)
KMT

(2)
JNT

(2)
LNGL(i(λ

(2)
M − λ

(2)
N )s).

)B



"7- 9 λ(1)
M , λ

(2)
M *  �; 2�-��5- 0��,-��. Ĥ1, Ĥ21  ��2�-2 2�-���1 � T (1), T (2) * +�2��=51

 � 2��3-��5- �0 ��  �; 2�-��5� �-�2����' #������� � �-0�392�2� 73. ���2��2��4�

���;3�>-��. +�>�� ��3�,�29 0�+-��6 @//-�2����4� ��7�� � �-��=�� �  ��2�-28

 2���  �-=-�2�+ N<'&'&&O'

"��. ��7 .7�� ��$ ˆ̂
RAB �0 N<'C'BO1 +�>�� ��-�;��0���29 ���-2�,- ��- �����-��.

N<'C'(O � ��7�:

∂tσ̂
eN(t) =

ˆ̂
LeN σ̂eN(t) − TrN ′

t∫
0

ˆ̂
F (t− τ)σ̂eN(τ)σ̂N

′
(τ)dτ N<'C'&)O

+ TrN ′

t∫
0

ˆ̂
F (t− τ)σ̂eN

′
(τ)σ̂N (τ).

"7- 9 �-��56 ,3-� � �����6 ,� 2� ��� 5��-2  ��;�7��H  ������H @��3H=�H ���8

��7���3��1 �50�����H 0--+����5+ �0��+�7-6 2��-+ � ��$1 � ��2-4��39�5- ,3-�5

* @��3H=�H1 �50�����H �-��=�-6 $J�' #-��56 ��2-4��39�56 ,3-� ��� 5��-2 ���7

�0 ���-7-3-���4�  ������4�  � 2�.��. ���8��7���3�1 � �2���6 * �����7 � �-4� �0 � -�

� 2�39�5�  � 2�.��6' �3-7 ;-�-2 . ��  �����5+  � 2�.��.+ �-62��39��6 +�3-��35

A' "7- 9 ˆ̂
LeN * ��-��2�� �����33. �-�4-�2� A+/−1 ��2��56 �5��>�-2 . ,-�-0 -4�

4�+�392�����

ĤeN = ω0Ŝz +
∑
n

an(Ŝ, În) N<'C'&EO

�;5,�5+ �;��0�+

{ ˆ̂
LeN}IJ,KL = i{ĤeN}LJδKI − i{ĤeN}IKδJL. N<'C'&BO

�7-���. +�2��=� �3�2�� 2� σ̂N  ,�2�-2 . �-0��� .F-6 �2 ��-+-��' �3. �� ,-2� --

@3-+-�2�� � ��390�-2 . �5 ���2-+�-��2����- ���;3�>-��-1 ��2���- ��7��0�+-��-2:

σ̂Nij = cA{σ̂Neq}ij = cAfiδij 1 47- σ̂Neq * ������- ��. .7-���. +�2��=� �3�2�� 2�  �  3-8

7�+1 ���+�������5+ �� -7���=�1 fi *  2�2� 2�,- ��6 �- i84�  ������4�  � 2�.��.'

��0�,- �� @2� �0��,�-21 ,2� ��0��=� @�-�4�6 3H;5� 7���  � 2�.��6 ∆E 4���07�

+-�9K- kBT ' $ �5 ���2-+�-��2����+ ���;3�>-��� �����-��- N<'C'&)O ����F�-2 .

���

∂tσ̂
eN(t) =

ˆ̂
LeN σ̂eN(t) + cA

t∫
0

ˆ̂
M(t− τ)σ̂eN (τ)dτ. N<'C'<%O

E%



"7- 91 � �23�,�- �2 �����-��. N<'C'&)O1 �+- 2� 7��� ��2-4��39�5� ,3-��� N?�����7�A

� ?���7�AO ��-7-� 2�39�� �7��1 � .7�� ˆ̂
M ��3H,�-2 � - ��3�75 $J� �  ������H

7���+���' 	4� @3-+-�25 �+-H2 ��7:

ˆ̂
MieiN ,jejN ;kekN ,lelN N<'C'<&O

=
∑
α,β

[
ˆ̂
FieiNα,jejNα;keβkN ,leβlN − ˆ̂

FieiNα,jejNα;kekNβ,lelNβ

]
fβ.

��3-- �7�;�� � ��390���29 7�//-�-�=��39�5- �����-��.  ��� 2��2�+�  ����8

 2� �+- 2� ��2-4��87�//-�-�=��39�5�' �3. @2�4� +�2��=� �3�2�� 2� � ��2-4��398

��+ ,3-�- �����-��. N<'C'<%O  2��7��2�5+  �� �;�+ P&B1 <%1 &G(1 &GGQ:

σ̂eN(t− τ) ≈ exp
(
− ˆ̂
LeNτ

)
σ̂eN(t) N<'C'<<O

� ��3�>�+ �-����6 ��-7-3 ��2-4��������. ����5+ ;- ���-,�� 2�' ��47� ���-2�,-8

 ��- �����-��.  2����.2 . 7�//-�-�=��39�5+�:

∂tσ̂
eN =

ˆ̂
LeN σ̂eN + cA

ˆ̂
P σ̂eN , N<'C'<CO

47-  ��-�8��-��2�� ?��� 2��2A  ���� 2� $J� N���3�4 ?�7����4�A ��-��2���1 ��-7-�8

��4� � ��;�2- P&GQO �����+�-2 ��7:

ˆ̂
P =

∞∫
0

ˆ̂
M(t) exp

(
− ˆ̂
LeN t

)
dt. N<'C'<(O

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� � ��  +�2����-+�+  3�,�- N� �23�,�- �2  3�,�. +-2� 2�;�398

�5� �-�4-�2�� P&B1 <%1 <&QO � - @3-+-�25 ��-��2��� ˆ̂
P ���-,�51 2'-' ��0+�>�� ���-8

7-3�29 ?��� 2��25A  ���� 2� $J�' �3. 7�39�-6K�� �� ,-2�� ;�7�2 � ��390���29 .

;�3-- ��� 25- �����-��. N<'C'<CO'

�-�-�9 0���K-+ .��5- �5��>-��. 73. @3-+-�2��  ��-�8��-��2��� ˆ̂
P 1 ���-7-3-�8

��4� �����-��-+ N<'C'<(O1 � ��2���+ ��75�2-4��39��- �5��>-��- +�>�� ��-7 2���29

� ��7-:

{ ˆ̂
M(t) exp

(
− ˆ̂
LeN t

)
}IJ,KL =

∑
M,N

{ ˆ̂
M(t)}IJ,MN{exp

(
− ˆ̂
LeN t

)
}MN,KL N<'C'<GO

=
∑

M,N,M ′,N ′
{ ˆ̂
M(t)}IJ,MNTMM ′TKM ′TLN ′TNN ′ exp(−i(λN ′ − λM ′)t).

"7- 9 λI *  �; 2�-��5- 0��,-��. 4�+�392������ ĤeN 1 � T * +�2��=� -4�  �; 2�-��5�

�-�2����' #�390�. 9 2-+1 ,2� ˆ̂
P .�3.-2 . ���3� 8�;��0�+ @2�4� �5��>-��. ��� s =

E&



01 +5 ��3�,�-+ 73. �7����4� ��-��2���:

{ ˆ̂
P}IJ,KL =

∑
M ′,N ′

(∑
M,N

TMM ′TNN ′{ ˆ̂
M}IJ,MN(s = iλN ′ − iλM ′)

)
TKM ′TLN ′ N<'C'<DO

=
∑
M ′,N ′

{ ˆ̂
Z}IJ,M ′N ′{ ˆ̂

Q}M ′N ′,KL,

47-

{ ˆ̂
Z}IJ,M ′N ′ =

∑
M,N

TMM ′TNN ′{ ˆ̂
M}IJ,MN(s = iλN ′ − iλM ′), N<'C'<)O

{ ˆ̂
Q}M ′N ′,KL = TKM ′TLN ′ .

�3.  3�,�.  �39��4� ��3. ��0+�>�� ��3�,�29 ��� 25- ���3�2�,- ��- �5��>-��.

73. �7����4� ��-��2���1 ,2� ;�7-2  7-3��� ��>-1 �7���� 73.  3�,�.  3�;�4� ��3.

 3-7�-2 ,� 3-��� ��  ,�25��29 ˆ̂
P � �-K�29 �����-��. N<'C'<CO 73. +�2��=5 �3�28

�� 2� σ̂eN '

	 3� +�7�3.=�-6 ��$ � ��7- � 2�-,� A+/− � A +�>�� ��-�-;�-,9 N,2�  ����-78

3��� ��� +�35� @//-�2���5� 0��,-��.� ��$ ��7���3�� aeff : aeffτd � 1O1 /��+�

�7����4� ��-��2��� ˆ̂
P 0��,�2-39�� ����F�-2 .1 �� ��39�� /���=�� ����� ˆ̂

G1,
ˆ̂
G2

 2����.2 . 7��4���39�5+�

ˆ̂
G1(R|R, t) ≈ ˆ̂

G2(R|R, t) ≈
G(t)

kD

ˆ̂
E, N<'C'<EO

� @3-+-�25 ˆ̂
F �����+�H2 ��7:

ˆ̂
Fiei1i2,jej1j2;kek1k2,lel1l2(t) ≈ f0(t)δiekeδi1k1δi2k2δjeleδj1l1δj2l2 , N<'C'<BO

47-

∞∫
0

f0(t)dt = fL0 (s = 0) =
k

1 +
2k

kD
G(s = 0)

=
kkD

2k + kD
. N<'C'C%O

$ ���;3�>-��� aeffτd � 1 +�2��,��H @� ���-�2� � �5��>-��� N<'C'<(O  3-7�-2 0�8

+-��29 -7���,�5+  ��-�8��-��2���+' $ �-0�392�2-1 �����-��. N<'C'<CO �����+�H2

2�2 >- ��7 N<'&'<%O1 ,2� � �3�  �,- ��- �����-��. �-����-3��������6 ,� 2�2��6

+�4��=�� N��
O P&C&Q' J//-�2���� 29 ���=-  �� $J� ��� @2�+ ���-7-3.-2 . ��8

��+-2��+ τ01 �+-HF�+  +5 3 �����2-���4� ��-+-�� $J� � ����5+

1

τ0
= cAk0 = cA

kkD
2k + kD

N<'C'C&O

E<



��� 2��2�  ���� 2� $J� k0 �23�,�� �2 ��� 2��25  ���� 2� � +�7-3� ��33��0�8

��+;�33� N&'&'DO' #�� kD � k N���-2�,- �� ���2��3���-+56 $J�O k0 ��8��->�-+�

����� k1 �� ��� k � kD N7�//�0����56 ���2��39 �-��=��O k0 = kD/21 ��2. ��8

�-- � @2�+  3�,�- � -47�  ,�2�3�1 ,2� k0 = kD P&<E1 &<B1 &C%1 &C&Q' ����+ �;��0�+1

���-- �-3�,��� τ0 �2�>7- 2�3.3�  �����2-��5+ ��-+-�-+ +->7� � 2�-,�+� �-�8

4-�2�� (ckD)−11 2'-' ��-7��3�4�3�1 ,2� � �-0�392�2- � 2�-,� @3-�2���  �-��.2�� 29H

& �-�;��2�+� �-�-�� �2 . �� �-62��39��H +�3-��3� A' ����H ����-�=�H �-0�398

2�2�� /-��+-��3�4�,- ��4� ��7��7�  2��4�6 ��$ +�>�� �;S. ��29  3-7�HF�+ �;8

��0�+' 
3�4�7��. �;��2�+� 2� �-��=�� $J� � ;�39K�4� ,� 3� � 2�-, A+/− � A �

��7- ��>7�6 � 2�-,� �-�4-�2�� � �� 2���- N��>756 �0 ��2��5� �����7�2 � �-�-8

�� � @3-�2���� �  3�,�- k � kDO1 �-��.2�� 2� 2�4�1 ,2� �� 3- ����,���. � 2�-,�

@3-�2��� �-�-�- -2 . �� �-62��39��H +�3-��3� A(2)1 � 2�4�1 ,2� �� � 2��-2 . �� ��8

,�39��+ ���8��7���3- A+/−N&O1  ����7�H2 � ����5 1
2
' $ �-0�392�2- @//-�2���� 29

�-�-�� � @3-�2���� � k0  2����.2 . � 7�� ��0� +-�9K-1 ,-+ � ��7��7- ��
' $  3�,�-

���-2�,- ��4� ���2��3. �-��=�� �����-��. N<'C'<CO  ��7.2 . � �����-��.+ N<'&'<%O

 k0 = k ��� ����0��39�5� 0��,-��.� aeffτd'

����+ �;��0�+1 7�>- �  3�,�- +�35� ��� 2��2 ��$ ���8��7���3�� ��$ �2�,�.8

-2 �-0�392�25 ��7��7� ��
1 �� ��39�� ��� �,�25��-2 �;��2�+� 29 �-��=�� $J�'

$  3�,�- >- ;�39K�� ��� 2��2 ��$ ���8��7���3��1 ��47� �+--2 +- 2� 0��,�2-398

��. +�7�3.=�. ��$ 0� ��-+. � 2�-,� �-�4-�2��1 ��$ .�3.-2 . -7�� 2�-��5+ +-2�8

7�+1  �� �;�5+ ��3�,- 2�-��� ��� �29 �3�.��- +��4����2��4� �-�- ���� @3-�2����

+->7� �-�4-�2�+� 0� ��-+. τd' ��0�+--2 .1 � @//-�2 �;��2�+� 2� �-��=��1 � @/8

/-�25 7���3��2-39��6 +�7�3.=�� ��$  �F- 2�-��5 2�39�� �  3�,�- 7�//�0�����8

���2��3���-+�6 �-��=�� $J�'

����� ���	
�� �./ � ���+��� ���4��� ��"������ 
���

�� ;�7-2 � �-���H �,-�-79 ��2-�- ���29 ���.�3-��- $J� �  �-�2�- J#� ���8

��7���3� A+/−' �3. ���-7-3-��. /��+5 @2�4�  �-�2�� �-�;��7�+� ��  ,�2�29 �-8

7��4���39�56 @3-+-�2 @3-�2�����6 +�2��=5 �3�2�� 2� A+/− σ̂eαeβe
� ���-7-3�29

0��� �+� 29H �2 ,� 2�25 ��-K�-4� �$�8��3. ω  3-7�HF-6 �-3�,��5: −Im{σ̂eαeβe
}

N07- 9 αe � βe  ��2�-2 2��H2  � 2�.��.+ @3-�2�����4�  ���� ±1
2
O' J2�2 @3-+-�2

+�>-2 ;529 �5,� 3-� �0 +�2��,�5� @3-+-�2�� @3-�2�����8.7-���6 +�2��=5 �3�28

EC



�� 2� A+/− σ̂eN �0.2�-+  3-7� �� .7-���6 ��7 � 2-+-:

σ̂eαeβe
=
∑
αN

σ̂eNαeβe αNαN
. N<'C'C<O

����+ �;��0�+1 ��+ ��>�� ��3�,�29 ���-2�,- ��- �����-��. 73. +�2��,�5� @3-8

+-�2�� σ̂A
−

αeβeαNαN
' $  3�,�-  �39�5� ��-K��� +�4��2�5� ��3-6 +�>�� ���+-��29

 -��3.���- ���;3�>-��- 73. ��$' $ 2���+ ���;3�>-��� 4�+�392�����5  � 2-+5

Ĥ1, Ĥ2

Ĥ1 = ω0Ŝz +
∑
n

anŜz Î
(1)
nz , Ĥ2 = ω0Ŝz +

∑
n

anŜz Î
(2)
nz N<'C'CCO

 2����.2 . 7��4���39�5+ � ;�0� - N<'C'EO' ���+- 2�4�1 07- 9 +5 ���+-+ �� ���8

+���- /�0���H �-3�� �=�H @3-�2�����4�  ����1 ��2���. +�>-2 ;529 �;� 3��3-��

���2�-���+� +-����0+�+� �-3�� �=�� N�����+-�1 +�7�3.=�-6 ���0�2����� ��$O'

J2� �����7�2 � 4�;-3� �-7��4���39�5� ��  � 2�.��.+ @3-�2���� @3-+-�2�� +�28

��= �3�2�� 2�  �����2-��5+ ��-+-�-+ T2' $ �5;�����+ ��+� ;�0� - N<'C'EO  ��8

;�7�56 3����33��� � /���=�� ����� ˆ̂
G1 � ˆ̂

G2 2��>- 7��4���39�51 ����� ��� �

 ��-�8��-��2�� ˆ̂
F ' ��47� �����-��- 73. σ̂eNαeβe,αNαN

�����+�-2 ��7:

∂σ̂eNαeβe,αNαN

∂t
=

(
iωαeαN ,βeαN

− 1

T2

)
σ̂eNαeβe,αNαN

N<'C'C(O

−
∑
β

t∫
0

RαNβ(t− τ)
(
σ̂eNαeβe,αNαN

(τ)σ̂Nββ(τ) − σ̂eNαeβe,ββ(τ)σ̂
N
αNαN

(τ)
)
dτ,

47- ωαeαN ,βeαN
= (EβeαN

−EαeαN
)/� NEαeαN

* @�-�4�. A+/− � @3-�2�����8.7-���+  � 2�8

.��� αeαO � RαNβ =
ˆ̂
Fαeβe,αNαN ,ββ;αeβe,αNαN ,ββ' #� 3-7�.. �-3�,���1 ��2���H +�>��

�5,� 3�29 �0 �����-��.

RL
αNβ

(s) = −k
(
1 +GL

αNβ
(R|R, s)RL

αNβ
(s)
)
, N<'C'CGO

�����

RL
αNβ

(s) = − k

1 + kGL
αNβ

(R|R, s) . N<'C'CDO

E(



"7- 9 GαNβ = (
ˆ̂
G1 +

ˆ̂
G2)αeβe,αNαN ,ββ;αeβe,αNαN ,ββ' �����-��. �� ��2-�- �HF�- �� @3-8

+-�25 /���=�6 �����1 ��� +�>�� ���7-29 �0 N&'('DO1 �+-H2 ��7:(
s−D∆r − iωαeαN ,βeαN

+
1

T2

){
ˆ̂
GL

1

}
αeβe,αNαN ,ββ;αeβe,αNαN ,ββ

(r|r0, s) N<'C'C)O

=
δ(r − r0)

4πrr0
,(

s−D∆r − iωαeβ,βeβ +
1

T2

){
ˆ̂
GL

2

}
αeβe,αNαN ,ββ;αeβe,αNαN ,ββ

(r|r0, s) =
δ(r − r0)

4πrr0
.

���2��2��- 0��,-��- GL
αNβ

�����:

GL
αNβ

(R|R, s) =
1

kD
{GL(s− iωαeαN ,βeαN

+ 1/T2) + GL(s− iωαeβ,βeβ + 1/T2)}. N<'C'CEO

#� 3- �-�-��7� � 7�//-�-�=��39�5+ �����-��.+ N<'C'<CO ��3�,�-+:

∂σ̂A
−

αeβe,αNαN

∂t
=

(
iωαeαN ,βeαN

− 1

T2
−
∑
β

PαNβσ̂
A
ββ

)
σ̂A

−
αeβe,αNαN

N<'C'CBO

+
∑
β

PβαN
σ̂AαNαN

σ̂A
−

αeβe,ββ.

"7- 9 +5 ��-3� �;�0��,-��-

PαNβ = RL
αNβ

(s = iωαeαN ,βeαN
− 1/T2) =

k

1 + k[1 + GL(iωαeαN ,βeαN
− iωαeβ,βeβ)]/kD

.

����5- �����-��.  ����-73��5 �� ��-+-���1 ��47� � 2����3���-2 . ���0� 2�=��8

����56 ���-2�,- ��6 �->�+: t � τd' �3-7���2-39��1 @2� �4����,-��- ����-7-2 �

� ��>-��.+ /��+5 n86 3���� �  �-�2�- J#� ��� ,� 2�2��

|ω − ωn|τd � 1. N<'C'(%O

�����-��. N<'C'CBO �7�;�-- �-�-�� �29 � �- ��39�� ���+ ��7-' �3. @2�4� ����0�-8

7-+ � ���  �++�������- �� .7-��5+  � 2�.��.+1  ��2�-2 2��HF�+ �7��6 � 2�6 >-

��+���-�2- ��� N2'-'  ��2�-2 2��HF�+ �7������5+ ,� 2�2�+ ωn �  �-�2�- J#�O'

��47� �����-��- 73. Mn * �-3�,��5 σ̂
(e)
αeβe

�� n86 ��+���-�2-  �-�2�� �����+�-2

��7:

Ṁn =

(
iωn −

1

T2

)
Mn − cA

(∑
j

Knjfj

)
Mn + cAfn

∑
j

KjnMj . N<'C'(&O

"7- 9

Knj =
k

1 + k/kD + kGL(iωn − iωj)/kD
N<'C'(<O

EG



���-2�,- ��6 ��@//�=�-�21 fn *  2�2� 2�,- ��6 �- 7����6 ��+���-�25 ���' �-68

 2��2-39��. ,� 29 Knj  ��2�-2 2��-2 ��� 2��2-  ���� 2� �-�-�� � ��+�4��,-��� 2�

 n86 ��+���-�25 ��� �� j8H1 +��+�. ,� 29 Knj ��� 5��-2 ,� 2�2�56  7��4 ��+��8

�-�2 ���' #���+-2� fn .�3.-2 .  �++�6 pβ 73. .7-��5�  � 2�.��6 β1 7�HF�� �7�8

������H ,� 2�2� �  �-�2�- J#�' �3. ��3�,-��.  �-�2�� J#� ��>�� �0.29  �++� ��

� -+ ��+���-�2�+ ��� Mn � �5,� 3�29 -- +��+�H ,� 29' �3. ����0��39��6 /��8

+5  �-�2�� J#� ���8��7���3� �����-��. N<'C'(&O +�>�� �-�-�� �29 � ;�3-- �;F-+

��7-' �3. @2�4� ;�7-+ �����2-��0���29 ��0�5- .7-��5-  � 2�.��. ���8��7���3� ��

�2 2��6��6 ,� 2�25 ξ �2 =-�2��  �-�2�� J#� ω0 = geβeB0/� N2'-' �2 ,� 2�25 3��+�8

����6 ��-=-  �� @3-�2�����4�  ����O' ��47� 73. �2 2��6�� ξ @��3H=�. ���-�-,��6

��+�4��,-��� 2� @3-�2�����4�  ���� M(ξ) ��� 5��-2 . �����-��-+:

Ṁ(ξ) = i

(
ω0 + ξ − 1

T2

)
M(ξ) − cA

[∫
dξ′K(ξ, ξ′)ϕ(ξ′)

]
M(ξ) N<'C'(CO

+ cA

∫
dξ′K(ξ′, ξ)M(ξ′)ϕ(ξ),

47- �-��56 ,3-� ��� 5��-2 ��-=-  �� @3-�2�����4�  ���� �����4 � � Z  ,� 2�8

2�6 ω0 + ξ � ���-�-,��H  ������H �-3�� �=�H1 �2���6 ,3-�  ��2�-2 2��-2 ���7�

 7����6 ��+���-�25  �-�2�� ξ1 � 2�-2�6 * �����7�  � � -� � 2�39�5� ��+���-�2'

"7- 9 ϕ(ξ) * �3�2�� 29 �-��.2�� 2� 73. ��+���-�25  7����6 �2 2��6��6 ,� 2�25 ξ

N2'-' --  2�2� 2�,- ��6 �- O1 K(ξ, ξ′) = k
(
1 + k/kD + kGL(iξ − iξ′)/kD

)−1
*  ���� 29

�-�-�� � ��+�4��,-��� 2�  �  �-�2��39��6 ��+���-�25 ξ �� ξ′'

�23�,�- �����-��6 N<'C'(&O �2 2��7�=����5� �����-��6 ��
 �  �39��+ ��3- 0�8

�3H,�-2 . � 0��� �+� 2�  ���� 2� �-�-�� � +->7� ��+���-�2�+� Knj �2 ��0�� 2�

,� 2�2 @2�� ��+���-�2' J2�2 @//-�2  �F- 2�-�-� ��� ;�39K�� 0��,-��.� ��� 2��2

��$: anτd � 1 N�+-��� @2�+  3�,�-+ +5 ;�7-+ ��2-�- ���29 . � 7�39�-6K-+O � � 8

,-0�-2 ��� �+-�9K-��� ��-+-�� � 2�-,� τd' $ @2�+  3�,�- ��� anτd → 0 +5 ��3�,�-+

����K� �0�- 2�5- �����-��. ��
 P&CGQ:

Ṁn =

(
iωn −

1

T2

)
Mn −

1

τ0
(1 − fn)Mn + fn

1

τ0

∑
j �=n

Mj. N<'C'((O

47- �-3�,��� τ01 ��-7 2��3.HF�. �0  -;. �����2-���- ��-+. ���8+�3-��3.���6 �-8

�-0��.7��1 ���-7-3-�� � N<'C'C&O' ��� �2+-,�3� 9 �5K-1 �  3�,�- 7�//�0�����8

���2��3���-+�6 �-��=�� $J� Nk � kDO ��$ 7�-2 �������� �-3�,��5 τ01 ��-7 ��8

05��. � 7�� ��0� ;�39K-- 0��,-��-1 ,-+ 2��7�=����56 ��7��7' $ ���2�����3�>��+

ED



 3�,�- anτd � 1 +5 ��3�,�-+ �����-��. 2�4� >- ��7�1 ,2� � N<'&'<%O1 ��  7��4�+

�����2-��5+ ��-+-�-+ �-�-0��.7��: τ0 = (k + kD)/(kkDcA)1 ,2� � 7�//�0�����+

���2��3- �����7�2 � 2��7�=�����+� �-0�392�2�:

τ0 = (cAkD)−1. N<'C'(GO

�23�,�- +->7� N<'C'C&O � N<'C'(GO ��0����-2 �080� 2�4�1 ,2� ��� anτd � 1 �-�- ����

 ���� ���� ��7.2 +->7� ��+���-�2�+�  �-�2��   �39�� �23�,�HF-6 . ,� 2�2�61

,2� �����7�2 � ;�39K�+�  3�,�6��+� ��;-4� /�05' $ �-0�392�2- � ��7- � 2�-,� �-8

�4-�2�� /�0���. ����-3.=�. @3-�2�����4�  ���� ��3�� 29H 2-�.-2 .1 � � @2�� � 3�8

��.� ���-�-,��. ��+�4��,-��� 29 �- +�>-2 �-�-�� �29 .  �7��6 ��+���-�25 ���

�� 7��4�H' J2� 0��,�21 ,2� � �����-��� N<'C'(&O 73. Mn � - ��@//�=�-�25 �����7�

 7��4�� ��+���-�2 ��� Kjn Nj �= nO 7�3>�5  2�-+�29 . � ��3H ��� anτd → ∞'

�7����1 ��� �5;����5� ��+� � 3���.� �� �7�� �0 @2�� ��@//�=�-�2�� NKjnO �-

�;��F�-2 . � ��39' J2� �;� 3��3-�� 2-+1 ,2� � �;3� 2� ,� 2�21 ;3�0��� � ωn ��3�7 �

�����7 Kjn �2 j86 ��+���-�25 ��� N  �39�� �23�,�HF-6 . �080� � 3���. anτd � 1

,� 2�2�6O �-�-7�-2 . 7�//-�-�=��39�5+ ������2�+ ��$ �-�����39��1 �� ��39��

�� ����7�2 . 0� ��-7-3�+� -- ���+-��+� 2� N<'C'(%O' $ 2� >- ��-+. ��@//�=�-�25

���7� �� 7��4�- ��+���-�25 Knj � �����-��� 73. Mn N<'C'(&O �����39�� �-�-7�8

H2 . 
����� ��+ ��7��7�+ ��� ,� 2�2��1 ;3�0��� � ωn1 2' �'  ��2��K-��- N<'C'(%O

73. ��� �- �5��3�.-2 .' ��� ;�7-2 ����0��� ��>-1 � ��-7-3- anτd � 1 �+-��� ��8

@//�=�-�25 ���7� Knj ��>�5 73. ��� ���. 2��� /��+�=�6  �-�2��39�5� 3���6'

�-2�,�� 29 � ��� ���� ,3-��� �����7� Kjn +�>-2  ��0�29 . 3�K9 � � 3���.�  �398

��4�  �>-��.1 ,2�1 ��� ����0��� ��>-1 �  3�,�- anτd � 1 ���05��-2 . 0� ��-7-3�+�

���+-��+� 2� ��$' $ ���-2�,- ��+ ���2��3- ��03�,�. +->7� N<'C'(&O � N<'C'((O

�- �F- 2�-��51 ��@2�+� 7�39�-6K-- �  3-7�����- 0�7�,� ;�7-2 ����0��7�29 . 73.

 3�,�. 7�//�0�����8���2��3���-+�4� $J�'

����+ �;��0�+1  /�0�,- ��6 2�,�� 0�-��. ��,- 2�-���- �23�,�- �-0�392�2��

��$ �2 2-���� ��
 ��0����-2 ��  3-7�HF-6 ���,��-' #�� anτd � 1 �0+-�-��-+

/�05 ��-=-  �� @3-�2�����4�  ���� �� ��-K�-+ +�4��2��+ ��3- � ��3- .7-� 0� ��-8

+. 7�//�0�����6 � 2�-,� �-390. ��-�-;�-,9' #�� @2�+ ��$ @3-�2�����4�  ����

 .7��+� +�7�3������� 0� ,-2  3�,�6�5� �-�- ����� @3-�2����  �7��6 .7-���6

 2���2��5 �� 7��4�H �� ��-+. ���2���5� ���2��2��' ����.  3�,�6��. +�7�3.=�.

E)



��$ �����7�2 � 7���3��2-39��6 7-/�0�����- @3-�2�����4�  ����1 ,2� �4������-28

 . 2-���-6 ��
'

���+� 3���6 �  �-�2�- J#�' �3. ���-7-3-��. /��+5  2�=�������4�  �-�2��

J#� � ��� �2 2��� � =�33���HF-4� ��3. �-�-67-+ �� ���F�HF�H .  � 2-+� ��8

��7���2 � 7�;���+ � �����-��- N<'C'(&O  ��2�-2 2��HF�- ,3-�5:

Ṁn =

(
i∆ωn −

1

T2

)
Mn − cA

(∑
j

Knjfj

)
Mn + cAfn

∑
j

KjnMj − iω1fnMz, N<'C'(DO

47- ω1 * �+�3�2�7� �-�-+-���4� ��3.1 Mz * �-3�,��� ���-�=�� ��+�4��,-��� 2� ��

� 9 Z1 ∆ωn = ωn−ω1 ω * ,� 2�2� �-�-+-���4� ��3.' 
5 ;�7-+ ��;�2�29 � �2 �2 2���

�� 5F-��. N2'-' ���  �����2-39�� �-;�39K�� 0��,-��.� ω1O1 2�� ,2� +�>��  ,�2�29

Mz �� 2�.���6: Mz ≈ M0' ��3-- �-�-67-+ �  2�=�������+� ��-7-3� �����-��6

N<'C'(DO:

(
i∆ωn −

1

T2

)
Mn − cA

(∑
j

Knjfj

)
Mn + cAfn

∑
j

KjnMj = iω1fnM0. N<'C'()O

�-K�� @2� �����-��. �2�� �2-39��Mn1 +�>�� ���-7-3�29 /��+�  �-�2�� J#� ϕ(ω)

�� /��+�3-:

ϕ(ω) ∝ −Im(M) = −Im

(∑
n

Mn

)
. N<'C'(EO

��  +�2��+ ���.�3-��- $J� � /��+- 3���6  �-�2�� J#�'


-73-��56 �;+-�' �3�,�6 +-73-���4�  �-�2��39��4� �;+-��  ��2�-2 2��-2  �8

2��=�� 1
τ0

� |ωn−ωj |' 
�7-+ 2��>-  ,�2�291 ,2� 1
T2

� |ωn−ωj| N�2 �2 2��- �-�-��58

����. 3���6 � �2 �2 2��� �;+-��O' ��47� 73. M ��3�,�-2 .  3-7�HF-- �5��>-��-:

∑
n

Mn |ω≈ωn≈
iω1fnM0

[
1 + 2icARe

(∑
j �=n

Knjfj

ωj−ωn

)]

i∆ωn − 1
T2

− c
∑
j �=n

Knjfj
N<'C'(BO

��� ��� 5��-2 3��-�=-�� 3���H �� ,� 2�2-

ωn − δωn = ωn − cAIm

(∑
j �=n

Knjfj

)
+
cA
T2

Re

(∑
j �=n

Knjfj
ωj − ωn

)
N<'C'G%O

Y K�����6

1

T2
+ Γn =

1

T2
+ cARe

(∑
j �=n

Knjfj

)
. N<'C'G&O

EE



�-0�392�25 ��
 73.  7��4� ,� 2�25 δω
(0)
n � ��3�7� K����� 3���� Γ

(0)
n � 3-78

 2��- $J� 3-4�� ��3�,�29 �0 N<'C'G%O1 N<'C'G&O1 /��+�39�� � 2�-+3.. τd � ��3H:

δωn → δω(0)
n =

1

T2

∑
j �=n

fj/τ0
ωj − ωn

, Γn → Γ(0)
n =

1 − fn
τ0

,
1

τ0
=
cAkD

2
N<'C'G<O

�2+-2�+1 ,2� ��� |ωn− ωj |T2 � 1 �-3�,��� δω(0)
n ��-�-;�->�+� +�3� ��  ����-��H

 δωn'

��3�,- 2�-���-  ����-��- �-0�392�2�� ��$ � 2-���� ��
 ;�7-2 ����-7-�� �

 3-7�HF-+ ��07-3-' ��� ;�7-2 ����0��� �� ���+-�- �����8��7���3� 4-� �/2��;-�8

0�3� i6j
•−
6 �23�,�- δωn � Γn �2 ��-7 ��0���6 �;5,��6 2-���� ��
 +�>-2 ;529

7� 2�2�,��  �F- 2�-��5+ ��� �5��3�-��� � 3���. anτd � 1'


5 2�56 �;+-�' ��2��=�.1  ��2�-2 2��HF�. ;5 2��+� �;+-�� 1
τ0

� |ωn − ωj|1

��� ��2���+  �-�2� ��33�� ���-2 � �7�� 3���H1 ���05��-2 . ��- ��+�� ���+-��+�8

 2� �$ �  3�,�- a � τ−1
d 1 ��47� 2�-;�-2 . �2�,�-��- �-0�392�2�� 2-���� ��
' J2�

���� ��7�2 �  �3� 2�4�1 ,2� �7����-+-���- �5��3�-��- � 3���6 ;������ 2� N&'&'&%O:

τd
τ0

� cAkDτd = 3ξ � 1, N<'C'GCO

;5 2��4� �;+-��:

1

τ0
� |ωn − ωj| N<'C'G(O

� anτd � 1 �-��0+�>��' ���+- 2�4�1 @2�2  3�,�6 �- ��-7 2��3.-2 � �;�4� ��2-�- �1

2�� ��� 73.  �-�2��� J#� ��7���3��  ;�39K�+� ��� 2��2�+� ��$ Nan � τ−1
d O �

@� �-��+-�2- ,� 2� �-��0+�>�� 7� 2�4��29  �2��=�� ��-7-39��4�  �>-��.' $  3�8

,�- 1
τ0

� |ωn − ωj|1 anτd � 1 +5 ����9 ��3�,�-+ ��>��H ����-�=�H �-0�392�2��

��
1  �.0����H  �-�-���-7-3-��-+ τ0 N<'C'C&O'

$3�.��- $J� �� /��+�  �-�2�� J#� i6j
•−
6 ' �3. �33H 2��=�� �3�.��. �;��8

2�+� 2� �-��=�� $J� �� /��+�  �-�2�� J#� ��  +�2��+ �-��=�H $J�  �,� 2�-+

�����8��7���3� 4-� �/2��;-�0�3� i6j
•−
6 � ��+��� ��$ � 2-���� ��
'

$ �2 �2 2��� �;+-��  �-�2� J#� i6j
•−
6 1 �+-HF-4� D @�����3-�2�5� +�4��2�5�

.7-�  ��� 2��2�+� ��$ a = 13.7 kl1  � 2��2 �0 ) ������2 2�.F�� N �� F-�3-��-+1

����5+ aO �0��� 3���6  ��2-� ���� 2.+�1 �2�� .F�+� . ��� 1÷6÷15÷20÷15÷6÷1'

#��7�3>�2-39�� 29 7�//�0�����6 � 2�-,� τd +5 �5;-�-+ �����6 0.4 ns1 ,2� 2�8

��,�� 73. +��4�� @� �-��+-�2�� NR ≈ 6×10−8 cm, D ≈ 10−5 cm2/sO' ����+ �;��0�+1

EB



aτd ≈ 0.961  3-7���2-39�� 73. 7����6  � 2-+5 +�>�� �>�7�29 0�+-2�5- ��03�,�.

�-0�392�2�+� ��$ � 2-���� ��
' �� �� '<'D ����-7-�5 �� ,-2�5- ���6�.. N�O �

=-�2��39��. N;O ��+���-�25  �-�2�� J#� i6j
•−
6 � ��� �2 2��� $J�' $5;����5-

��+� ����+-2�5  ��2�-2 2��H2  �2��=�� +-73-���4� �;+-��' $�7��1 ,2� � �;���

 3�,�.� N���6�-6 � =-�2��39��6  �-�2��39�5� ��+���-�2O ��$ ��-7 ��05��-2 ;�8

3--  �39��- �K��-��� 3���6 ��  ����-��H  ���;3�>-��-+ ��
 N<'C'((O1 � ��38

��+  ��2�-2 2���  /��+�3�+� N<'C'G&O1 N<'C'G<O' �� ,-2 �� 2��7�=�����6 2-����

��
 P&<E1 &<B1 &C%1 &C&Q1 ��-7��3�4�HF-61 ,2� τ0 = (ckD)−11 �����2��1 �-�-�=-����8

-2 �-3�,��� �K��-��. 3����' ���+- 2�4�1 ����K� ��7��1 ,2� ���6�.. ��+���-�2�

�- ��39��  +-F-�� � =-�2��  �-�2�� �  ��2�-2 2���  N<'C'G%O1 2�47� ��� �;� ����8

��2� 2-���� ��
 ����2�,- �� �- �-�-7�H2 @2�2 @//-�2' �-�2��39��. ��+���-�2�

 �++-2��,��4�  �-�2�� �-  +-F�-2 . 1 2'�'1 �,-��7��1 73. �-- δωn ≡ 0' ����+ �;��8

0�+1 �  3�,�- i6j
•−
6 ����-�2�56 �,-2 �-��=�� $J� 73. ��� ���. 2��� /��+�=�6

 �-�2�� J#� ��-7 2��3.-2 . ��>�5+'

�3. ;�3-- ��3��4� ����+���. ��03�,�. +->7� ��$ � 2-���-6 ��
 �  3�,�-

7�//�0�����4� ���2��3. $J� 2��>- +�>�� �  3-7���29 0��� �+� 2� �2 τd  3-7�8

HF�� ;-0��0+-��5� �-3�,��

γn =
Γn
cAkD

= Re

(∑
j �=n

κnjfj

)
, N<'C'GGZO

δn =
δωn
cAkD

= −Im

(∑
j �=n

κnjfj

)
+

1

T2
Re

(∑
j �=n

κnjfj
ωj − ωn

)
, N<'C'GG[O

47-

κnj =
1

1 + 1/[1 +
√
i(τdωn − τdωj)]

$-3�,��� γn ��-7 2��3.-2  �;�6 �K��-��- n86 3����  �-�2��1 �2�- -���- � ,�8

 2�2- 7�//�0����5� � 2�-, �-�4-�2��' "��� �+� 29 γn �2 τd 73. ���6�-6 NZO � =-�8

2��39��6 N;O ��+���-�2 ����-7-�� �� �� '<')' ��� ��-7 2��3.-2 �0  -;. +���2����

�� 2�F�H /���=�H1 �0+-�.HF�H . � ��-7-3�� �2 γn(τd = 0) = (1 − fn)/2 N�-0�398

2�2 ��
O 7� γn(τd = ∞) = 1 − fn' $�7��1 ,2� γn(τd = 0.4 ns) � 73. ���6�-61 � 73.

=-�2��39��6  �-�2��39�5� ��+���-�2 0�+-2�� �23�,�-2 . �2 ��-7 ��0���6 2-����

��
' ����+ �;��0�+1 ����-�=�� ��$ 73. ���=-�2��=�����4� �K��-��. 3���6 �

@2�+  3�,�-  �F- 2�-���'
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 �!� ���"�	�	� �"����� 56( 768
•−
6 �� ����
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:;< �τd → 0�� �����	�� �
	
�  ������ "� �!4�"�
	���
 ����

 :;<� ��	��� �
	
�  
���#	�


�"���� � ��������

 ,59� *#��� (ckD)−1 = 10 ns� τd = 0.4 ns� a = 13.7 =>� T2 = 1 µs�
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�� ' <'): *��
�
����� γn(τd) #�� ���
	�
 �&� 
 ��	�����	�
 �!� ���"�	�	� �"����� 56( 768
•−
6 �

$-3�,��� δn ��-7 2��3.-2  �;�6 ,� 2�2�56  7��4 n86 3����  �-�2��1 �2�- -��56

� ,� 2�2- 7�//�0����5� � 2�-, �-�4-�2��' �� �� '<'E �����7�2 . 0��� �+� 29 δn

�2 τd 73. ���6�-6 ��+���-�25  �-�2��1 ��-7 2��3.HF�. �0  -;. �����H  +�� �+�8

+�+1 ��� @2�+ 0��,-��. δn(0) � δn(∞) 7�H2 . �2��5+ ,3-��+ � N<'C'GG[O' ����- ��-8

7-39�5- 0��,-��. ,� 2�2��4�  7��4� δn +�>�� �;S. ��29  3-7�HF�+ �;��0�+' #��

����2��+ ��-+-�� � 2�-,� Nτd → 0O @3-�2����56  ��� �- � �-��-2 7-/�0�����29 .

0� ��-+. � 2�-,� �-�4-�2��1 ��� 2��25  ���� 2� Knj  2����.2 . 7-6 2��2-39�5+� �1

 3-7���2-39��1 ��;�2�-2 ���;3�>-��- ��
  τ0 = 2
ckD

' $ ���2�����3�>��+  3�,�-

τd → ∞1 �����2��1 � ��7- � 2�-,� �-�4-�2�� ���-�-,��. ��+���-�2� @3-�2�����8

4�  ���� ��3�� 29H 7-/�0���-2 .1 � ��2�+�  7��4 3����1 ��2��56 �- -2 � �-7�-�8

��H ��/��+�=�H � .7-���6 ���/�4���=�� ���2�-�� �� � 2�-,-1 2��>- � ,-0�-2' $

���+->�2�,��6 �;3� 2� 0��� �+� 29 δn �2 τd ��-7 2��3.-2 �0  -;. �-+���2����H

�����H  +�� �+�+�+' #�� τd = 0.4 ns  7��4 3���� �� �-3�,��� ckDδn .�3.-2 .

0�+-2�5+1 ,2� ����2�,- �� �4������-2 . 2-���-6 ��
 N<'C'G<O'

$ @� �-��+-�2�� �0+-�-��. �-3�,�� �K��-��. 3���6  �-�2��� J#� ,� 2� � 8

��390�H2 . 73. ��3�,-��. ��/��+�=�� �  ���� 2.� $J�' #�3�,-��5- ��+� � ��+8

��� ��$ �-0�392�25 +�4�2 �- 9+�  �F- 2�-��5+� 73. �����39��6 �=-��� �-3�,��

B<
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�� ' <'E: *��
�
����� δ(τd) #�� ���
	�
 ���"�	�	�� �"����� 56( C6F
−
6 �

��� 2��2  ���� 2� $J�' ��//�0�����. ��� 2��2�  ���� 2� kD +�>-2 ;529 ���-7-8

3-�� �0 /��+�35:

kD =
Γn
cAγn

. N<'C'GDO

���1 �����+-�1 73. =-�2��39��6 ��+���-�25  �-�2�� J#� i6j
•−
6 2-���. ��
 N/��8

+�3� N<'C'((OO �-�-�=-����-2 �-3�,��� kD � γn(τd = 0.4 ns)/γn(τd = 0) = 1.34 ��0�1

2�47� ��� � ��390����K�6 . ���-- ������2 2-���� ��
 P&<E1 &<B1 &C%1 &C&Q �����2��

�-7��=-����-2 �-3�,��� kD � γn(τd = 0.4 ns)/γn(τd = ∞) = 0.67 ��0�' ����+ �;��8

0�+1 ��7��1 ,2� 73. ����-�2��4� ���-7-3-��. �-3�,��5 kD �0 @� �-��+-�2�39�5�

 �-�2��� � 7����+  3�,�-  3-7�-2 ��390���29 . ��$'

J� �-��+-�2�39��- �0�,-��- 0��� �+� 2-6 γn � δn �2 τd N2'-' �2 �.0�� 2�O +�43�

;5 7�29 7���3��2-39��H ��/��+�=�H � ���-2��- �-��=�� $J�' �3-7�-2 �2+-2�291

,2� @� �-��+-�2�39��- �  3-7�����- �3�.��. �-��=�6 $J� �� /��+�  �-�2�� J#�

� K�����+ 7����0��- �.0�� 2-6 �����7�3� 9 ���+���+ �  ���2���+� P&)&Q' �-2�398

�56 ���3�0 @2�� 7���5� �  �-2- ��3�,-��5� ��+� �-0�392�2�� ��-7 2��3.-2 0��,�8

2-39�56 ��2-�- �1 � ����=��-1 +�>-2 .�3.29 . 2-+�6 �27-39��4� �  3-7�����.'

����+ �;��0�+1 �� ���+-�- i6j
•−
6 ����0��� 7� 2�2�,�� 0�+-2��- ��03�,�- +->8

7� �-0�392�2�+� ��$ � �;F-����.2�6 2-���� ��
' #�3�,-��5- � ��+��� ��$

�-0�392�25 ���3�- +�4�2 ;529 � ��390����5 ��� 7-2�39��+ �  3-7������  �-�2���

BC



J#� �����8��7���3��  ;�39K�+� ��� 2��2�+� ��$ N3�;� � �.0���  �-7��O � ���8

 �2 2��� ���=-  �� $J�'

����� ���	
�� �./ � ���&�� ��"������ 
����5 ��(��� ����,

	��� � ����� �����

$ 2� ��-+. ��� �  �39��+ +�4��2��+ ��3- ���-�=��  ����� �� � 9 Z N������3-��-

��-K�-4� +�4��2��4� ��3. B0O  �����.H2 .1 � � ��7- � 2�-,� 0�  ,-2 �-�-�3H,-8

��. ��$ +�7�3���H2 . 3�K9 �� ,� 2�25 ��-=-  �� � ��3-1 �  3�;�+ ��3-  �2��=�.

�- ��39��  3�>�--' #� ��39�� � @2�+  3�,�- �+-H2 +- 2� �7����-+-��5- �-�-����8

25 @3-�2����5� � .7-��5�  ����� N/3��8/3�� �-�-��75O1 ���-�=��  ����� �� � 9

Z �-  �����.H2 .' #�� @2�+ �-��=�. $J� �505��-2 �-�-�3H,-��- ��$1 2'-' ��08

����-2 +�7�3.=�. /3��8/3�� �-�-��7��' #�@2�+� � ��7- � 2�-,� @3-�2����56  ���

7�>- +�>-2 +-�.29  ��H ���-�=�H1 - 3� @//-�2���5- ��$ 7� 2�2�,��  �39�5'

��  +�2��+ � �;-��� 2� ���2-����. �-��=�� $J� �  3�;5� +�4��2�5� ��3.�'

�3. ��� 2�25 �  3-7�-+  3�,�6 ���8��7���3�  �7��+ +�4��2�5+ .7��+  ���8

 2��2�6 ��$ a' "7- 9 +5 ;�7-+ ��  +�2����29 @��3H=�H �- 2�39�� ���-�-,�5�

��+���-�2 ��+�4��,-��� 2� N��� 7-3�3� 9 �  3�,�-  �39��4� +�4��2��4� ��3.O1 ��

� ���7�39��6' #��4��++5 73. ,� 3-���4� �� ,-2� �0+-�-��. ��+�4��,-��� 2-6 ��

��-+-�� ;53� ���� ��5 �' �' ���0-��+'

�3. �0�,-��. @��3H=�� ���7�39��6 ��+���-�25 ��+�4��,-��� 2�1 �50�����6

$J�1 ;�7-+ �5;���29  ������-  � 2�.��- ���8��7���3�1 ��2���- ��� t = 0 ��� 58

��-2 . +�2��=-6 �3�2�� 2� σ̂L1 �+-HF-6  3-7�HF�- �-��3-�5- @3-+-�25:

σLαeαN ,αeαN
= σLαeβN ,αeβN

= S0. N<'C'G)O

	 3� σ̂eN(t = 0) = σ̂L1  �-7�-- 0��,-��- 2�39�� @3-�2�����4�  ������4� ��-��2���

Ŝz N�����- 〈Ŝz〉 = TreN{Ŝzσ̂L} = S0O �23�,�� �2 ��3.1 2�47� ��� 〈Ŝx〉 = 〈Ŝy〉 = 0

�  �-7��- 0��,-��. � -� .7-��5�  �����5� ��-��2���� ����5 ��3H' ��3--1 ���

σ̂eN(t = 0) = σ̂L +5 ;�7-+ �0�,�29 ��-+-���- ���-7-��-  �-7�-4� 0��,-��. 〈Ŝz(t)〉'

�3. �  3-7�����. �-3�� �=�� ���-�-,�5� ��+���-�2 @3-�2�����6 ��+�4��,-�8

�� 2�1 �;� 3��3-���6 $J�1 �5;-�-+  3-7�HF-- ��,�39��- � 3���- σ̂eN(t = 0) = σ̂T 1

B(



47-

σTαeαN ,αeαN
= σTαeβN ,αeβN

= σTβeαN ,βeαN
= σTβeβN ,βeβN

N<'C'GEO

= σTαeαN ,βeαN
= σTαeβN ,βeβN

= σTβeαN ,αeαN
= σTβeβN ,αeβN

= S0/2

� � - � 2�39�5- @3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂T ����5 ��3H' �3.  � 2�.��.1 ���8

 5��HF-4� . 2���6 +�2��=-6 �3�2�� 2�1 @3-�2����56  ��� ��3.��0���� �7�39 � �

X' �-6 2��2-39��1 ��� t = 0: 〈Ŝx〉 = S0 � 〈Ŝy〉 = 〈Ŝz〉 = 0' ��3-- ��� 2���+ ��,�398

��+ � 3���� +5 ;�7-+ ��  ,�25��29 ���-2��� �-3�,��5 〈Ŝx(t)〉'

#���-7-��5- 07- 9 ���-2��� ��  ,�25��3� 9 73. 7��� ��3-6: B0 = 0 � B0 = a'

$5;���. ����+-2�5 a = 10 kl1 τd = 1 ^m1 +5 ��3�,�-+ aτd = 1.761 2'-'  3-7�8

-2 �>�7�29  �F- 2�-���6 +�7�3.=�� ��$ 0� ��-+. � 2�-,� �-�4-�2�� 73.  3�,�.

7�//�0�����8���2��3���-+�6 �-��=�� $J�' $ �� ,-2�� �����7�3� 9  ����-��- �-8

0�392�2�� ��$ N<'C'<CO � +-2�7� ��
 N<'&'<%O1 47- ��-+. $J� ��  ,�25��3� 9 ��

/��+�3- N<'C'C&O' ��  +�2����3� 9  �2��=�. +-73-���4� �;+-��1 2'-'  ���� 29 �;8

+-�� 1/τ0  ,�2�3� 9 4���07� +-�9K- K����5  �-�2��  �-��2����6  2���2��5 ���8

��7���3�1 ��2���- +�>�� �=-��29 ��� ��� 2��2� ��$ a:

aτ0 � 1. N<'C'GBO

"7- 9 +5 ��-7 2���+ �- 2�39�� ���-2���  ������6 �-3�� �=��1 �50�����6 $J�1 ��

� ��-�;��0�����. ���9- ���-2��1 2'-' �-3�,��5 〈Ŝx(ω)〉, 〈Ŝz(ω)〉 N73. ��43.7�� 2�

,� 2�2� ω ;�7-2 �2�3�75��29 . � -7���=�� +�4��2��4� ��3.O' $ �;��� ��3.� �� 8

 ,�25��3� 9 �-3�� �=�. ��� ���7�39�5�1 2�� � ���-�-,�5� ��+���-�2  �����1 2'-'

���-2�,- ��- �����-��. �-K�3� 9 73. �;��� ��,�39�5� � 3���6 N<'C'G)O � N<'C'GEOO'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� ��� B0 = 0 ���-2��� �-3�� �=�� Sx � Sz  ����7�H2 �080�

 �++-2���  � 2-+51 �� ��39�� � ��3-��+ ��3- � - ������3-��. � ��� 2�� 2�- @���8

��3-�2�5' �-+ �- +-�--1 ��� B0 = a ���-2��� ���7�39��6 � ���-�-,��6 �-3�� �=��

��03�,�H2 .'

$ �2 �2 2��� �-��=�� $J� ��-�;��0�����- ���9- �2  ������6 ���-2��� ��-78

 2��3.-2 �0  -;. ;- ���-,�� �0��- ���� �� ,� 2�2��1 ����5� ��0��=�+ @�-�4�6 ���-8

7-3-��5� �����-6 ���8��7���3�' �3. ��7���3�  �7��+ +�4��2�5+ .7��+ @�-�4��

Ei 7�H2 . �0�- 2�5+� /��+�3�+� 
�-62�8��;� P&)<Q:

E1 =
ω0

2
+
a

4
, E2,3 = −a

4
±
√
a2 + ω2

0

2
, E4 = −ω0

2
+
a

4
. N<'C'D%O

BG
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 ,59� %�	$��#
��� 
���� �#	�

�#�� � ��	���	��
 �0, a = 10 =>� τd = 1 ?@� k = 10kD� 1/cAkD = 10 ?@� ,����� "�
��#
��� �
	�$

�
�� 〈Ŝz(t)〉� �	
��  �� A����$�!��� 〈Ŝz(ω)〉� 	� �������  "����� "��
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#�� B0 = 0

〈Sz(t)〉 = 1 + cos at N<'C'D&O

� � 0��� �+� 2� 〈Sz(ω)〉 �+-H2 . 2�39�� 7�� ���� ��� ω = 0 � ω = a = 10 kl

N�� '<'BO' #�� �2 2��- ���=-  � $J� �����7�2 � �K��-��H �����' ��  +�2��+ ���

�� ,� 2�2- ω = a' �3. ��43.7�� 2�  ����-��. �-0�392�2�� ��$ � ��
 2��>- ��-78

 2���+ �-���H ����0��7��H 〈Ŝ(ω)〉1 �0 ��2���6 3-4�� ���-7-3�29 K����� ���� Γ

N��� ��  2�.��- �2 +���+�+� 7� +�� �+�+�O � ��3�>-��- ���� Ω N��� 2�,�� �-�-8

 -,-��. ��3.O' $�7��1 ,2� ��$ ��-7 ��05��-2 ;�39K-- �K��-��- ΓET 1 ,-+ �K��-8

��- ΓNFM � ��7��7- ��
' $ �5;�����+ ��-7-3- ΓET = 0.41 kl1 ΓNFM = 0.3 kl

� �� �2��K-��- ΓET/ΓNFM ≈ 1.4' �K��-��- ���� Γ � -47� +-�9K- -4� ,� 2�2��4�

��3�>-��. a �080� �5;�����4� � 3���. +-73-���4� �;+-�� Naτ0 � 1O1 ��� �5��38

�-��� ��2���4� Γ +�>�� ������ �+�����29 ��� �-3�,���1 3��-6�� 0��� .F�H �2

cA: Γ = κcA' #�@2�+� ���3�0 0��� �+� 2� Γ(cA) ��0��3.-2  �.0�29 ��� 2��2�  ��8

�� 2� $J� � �-3�,��� κ' �3. 7�//�0�����8���2��3���-+�6 �-��=�� ��7��7 ��


� -47� ;�7-2 0���>�29 �K��-��- ��  ����-��-  ��$' #�@2�+� 73. ��-7 ��0���.

�7�������4� �K��-��. � ��+��� �;��� ��7��7��1 �-�;��7�+� � ��  2�-��� 0��5K�29

��� 2��2�  ���� 2� $J� N2'-' �-3�,��� kD/2O 73. �� ,-2� �� +-2�7� ��
 N� �58

;�����+ ���+-�- --  3-7�-2 �0.29 � ΓNFM/ΓET ≈ 0.73 ��0 ;�39K-O' ���  3-7 2��-1

�-3�,��5 ��� 2��2  ���� 2� $J� ;�7�2  �F- 2�-��� 0��5K�29 .1 @2� 4�����2 �

2�+1 ,2� ��� aτd ≈ 1 2�39�� ��$ .�3.-2 . ���-+3-+�6 2-���-6 73. �� ,-2� �K�8

�-��61 �50����5� $J�' ��,- 2�-��� @2� ���3�4�,�� ��  +�2�-���+� �5K-  3�,�H

 �39��4� ��3.' ���+- 2�4�1 ��$1 � �23�,- �2 ��7��7� ��
1 ��-7 ��05��-2  7��4

����� 〈Ŝ(ω)〉 7�>- � � 3���.� +-73-���4� �;+-��1 ;3�4�7��. 2�+�1 ,2� �+--2 . 7�8

��3��2-39��. +�7�3.=�. ��$ 0� ��-+. � 2�-,� �-�4-�2��' J2� ���3�4�,�� ��-78

 2��3-���+� �5K-  3�,�H $J� �  �39�5� ��3.�1 47- ��$ ��-7 ��05��-2  7��4

3���6 J#�8 �-�2���1 3��-6�5� �� cA1 � � 3���.� +-73-���4� �;+-��' "7- 9 @2�2

@//-�2 �;� 3��3-� �-�-����2�+� @3-�2����5�  �����1 +�7�3�������5+� �-�-�3H8

,-��-+ ��$ � ��7- 7�//�0�����6 � 2�-,�'

$  3�,�- ;5 2��4� �;+-�� Naτ0 � 1O  3-7�-2 �>�7�291 ,2� @//-�25 7���3��2-398

��6 +�7�3.=�� ��$ ��� aτd ∼ 1 � k � kD ;�7�2 -F- ;�3-- .��� �5��>-��5+�' �

 �>�3-��H1 � 7����+  3�,�- ��$ �-���+-��+�1 �� ��39�� � 2���6  �2��=�� �7��8

��-+-���- �5��3�-��- � 3���6 ;5 2��4� �;+-�� � ��0��� ���=-�2��=�6 �-�4-�2��

B)



N&'&'&%O �-�5��3��+�:

aτ0 ≈
a

cAkD
≈ 1

cAkDτd
=

1

4πR3cA
=

1

3ξ
� 1, N<'C'D<O

2'-' ;�����56 ����+-2� ξ � 1' �7����1  3-7�-2 �2+-2�291 ,2� 2���.  �2��=�. 2�-;�-2

�,-�9 �5 ���� ���=-�2��=�6 �-�4-�2��1 ,2� ,� 2� 2��7�� �-�3�0�-+� � @� �-��+-�8

2��'

#�� B0 = a N�� '<'&% � �� '<'&&O ���-7-��-  �����5� ���-2�� ��,- 2�-��� ��8

��>--' $ �2 �2 2��� ���=-  �� $J�  �����5- ���-2��� ���7�39��6 � ���-�-,��6

�-3�� �=�� �+-H2 ��7:

〈Sz(t)〉 =
3

4
+

1

4
cos

√
2at, N<'C'DCO

〈Sx(t)〉 =
1

2
cos

at√
2

+

√
2 + 1

4
cos

(
at+

at√
2

)
+

√
2 − 1

4
cos

(
at− at√

2

)
.

����+ �;��0�+1 �� 3- �5��3�-��. ��-�;��0�����. ���9- 0��� �+� 29 〈Ŝz(ω)〉  �8

7-�>�2 7�� �0��� ���� �� ,� 2�2�� ω = 0 � ω =
√

2a ≈ 14.1 kl1 � 〈Ŝx(ω)〉 * 2��

���� �� ,� 2�2�� a− a/
√

2 ≈ 2.9 kl1 a/
√

2 ≈ 7.1 kl � a + a/
√

2 ≈ 17.1 kl' $ ���8

 �2 2��� �;+-�� � �;���  3�,�.� ���� �K��.H2 . � �-��2��5- �0 ���  7��4�H2 .'

��$ � -47� ��-7 ��05��-2 ;�3-- ;5 2��H �-3�� �=�H ��� 〈Ŝx(t)〉1 2�� � 〈Ŝz(t)〉1 �1

 3-7���2-39��1 ;�3-- K�����- ���� 73. ���9-8�;��0�� 〈Ŝx(ω)〉 � 〈Ŝz(ω)〉' �23�,�.

� �-3�,���� �K��-��6 ����K� ��7�5 �0 � 2���� �� �� '<'&% � �� '<'&& N2�,�--1 �0

 ����-��. ��  2�.��6 �2 +�� �+�+� 7� +���+�+O' �2��K-��- �K��-��6 ΓET/ΓNFM

����� &'G � &'CE 73. �5;����5� ����� �� �� '<'&% � �� '<'&&1  ��2�-2 2�-���' ���

� � ��-757�F-+ ���+-�- +-2�7 ��
 0���>�-2 �-3�,��5 �K��-��6 �  ���� 2-6

�-3�� �=��' ��03�,�. +->7� ��$ � +-2�7�+ ��
 ���;�3-- .��� �5��>-�5 73.

�-3�� �=�� ���7�39��6 ��+���-�25 ��+�4��,-��� 2� N�� '<'&%O' ���+- 2�4�1 ��$

��-7 ��05��-2  7��4� 3���61 ��2��5- ��3�� 29H �2 �2 2��H2 � �� ,-2- �� +-2�7�

��
 �  �2��=�� +-73-���4� �;+-�� N�� '<'&&1 � 2����O' 
�3-- ;5 2��. �-3�� �=�.

� 7���3��2-39�5-  7��4� 3���61 ��3�,-��5- � ��+��� ��$1 �;� 3��3-�5 +�7�3.8

=�-6 ��$ � ��7- � 2�-,� �-�4-�2��1 ��2���- ��3�� 29H �4������-2 . ;�3-- ��� 25+

+-2�7�+ ��
'

�3. ��3�,-��. ;�3-- ��3��4� ��-7 2��3-��. �; �0�,�-+5� .�3-��.� ��  +�2��+1

��� �-7�2  -;. ���-2�,- ��- ��@//�=�-�25 N2'-' @3-+-�25 ��-��2��� ˆ̂
P O � 0��� �+�8

 2� �2 43�;��5 +�7�3.=��1 2'-' �2 ����+-2�� aτd' �3. ��7���3�  �7��+ +�4��2�5+

BE
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.7��+1 ����7.F-4� . � ��3-��+ ��-K�-+ +�4��2��+ ��3-1 @3-+-�25 ˆ̂
P ;53� ��3�,-8

�5 ���3�2�,- ��  � ��390�����-+ ���4��++5 ����������� "' �  �>�3-��H1 ��3�56

��-��2��  3�K��+ 4��+�07�� 73. 2�4�1 ,2�;5 ����- 2� 07- 9 � - -4� @3-+-�251 ��8

@2�+� +5 �4����,�+ . 2�39�� �-0�392�2�+ 73. @3-+-�2� PαeαN ,αeαN
= −K01 47- K0

.�3.-2 . ��� 2��2�6  ���� 2� ���7� �0  � 2�.��. |αeαN〉 0�  ,-2 $J�' $ ��-7-3-

7�//�0�����8���2��3���-+�4� �;+-�� Nk � kDO �5��>-��- 73. K0 �+--2 ��7:

K0 = kD
(f + h)(9 + fh) + 2(f + h)2 + 4fh

(3 + f)(3 + h)(3(f + h) + 2fh)
, N<'C'D(O

47-

f = GL(s = ia) =
1

1 +
√
iaτd

, h = GL(s = −ia) =
1

1 +
√
−iaτd

. N<'C'DGO

#�� aτd = 0 N��-7-3 ��
O +5 ��3�,�-+ f = h = 1 � K0 = kD/4' ����- 0��,-��-

K0 2�>�� �;S. ��29  3-7�HF�+ �;��0�+: - 3� ���8��7���3 A+/−1 ����7.F�6 . �

 � 2�.��� |αeαN 〉1 � 2�-,�-2 �-62��39��H +�3-��3� A �  � 2�.��� |βN ′〉1 �� -3-�8

�� 29  � 2�.��. |αeαN 〉 ;�7-2 �-�-�� �29 . ��  � 2�.��- |αeβN〉  ��� 2��2�6  ����8

 2� kD/2 N���  3-7�-2 �0 �5��>-��. N<'C'C&OO' 	 3�1 �7����1 �-�4-�2 A ����7�2 . �

.7-���+  � 2�.��� |αN ′〉1 �-�-�� ��-7-3-��. �� -3-��� 2-6 .7-��5�  � 2�.��6 ���8

� ��7�29 �- ;�7-2' ���  3-7 2��-1 ��3��. ��� 2��2�  ���� 2� ����� ����0�-7-��H

kD/2 �  2�2� 2�,- ��4� �- �  � 2�.��. |βN〉 �-�4-�2� A1 �����4� 1
2
1 2���+ �;��0�+1

K0 = kD/4' #�� aτd � 1  �2��=�. ��,- 2�-��� ���.' 	 3� A+/−1 ����7. 9 �  � 2�.8

��� |αeαN 〉1 � 2�-,�-2 �-�4-�2 A �  � 2�.��� |βN ′〉1 ��$ ;�7-2 �505��29  +-K�����-

��33-�2���5�  � 2�.��6 A+/− � A1 �����2-��0�HF�� . ���-�=�-6 ��3��4�  ���� ��

� 9 Z1 �����6 1
2
: |αeαNβN ′〉, |αeβNαN ′〉, |βeαNαN ′〉' #�� �,-�9 ;�39K�6 43�;��- +�7�8

3.=�� Naτd → ∞O ��,�39��. �� -3-��� 29  � 2�.��. |αeαNβN ′〉 ;�7-2 �����+-���

�� ��-7-3-�� +->7� � -+� 2�-+.  � 2�.��.+� N2'-' � ���=� � 2�-,� �� ��>7�+  �8

 2�.��� ����7�2 . 1
3
��,�39��6 �� -3-��� 2�O � 2

3
��,�39��6 �� -3-��� 2�  � 2�.8

��. |αeαNβN ′〉 �67�2 �� 7�� 7��4��  � 2�.��.' 	 3� A ����7�2 . �  � 2�.��� |αN ′〉1

$J� �- ;�7-2 �505��29 �-�-�� �� -3-��� 2�  ��33-�2����4�  � 2�.��. |αeαN〉'

#�@2�+� K0 = 2kD/3 · fβN
= kD/3' "��� �+� 29 K0(aτD) ��-7 2��3-�� �� �� '<'&<'

J2� /���=�. +���2���� �� 2-2 �2 kD/4 ��� aτd = 0 7� kD/3 ��� aτD → ∞' #��

aτd = 1.76 �-3�,��� K0(1.76) ≈ 0.29kD1 ��-7 ��0����. ��$1 0�+-2�� �23�,�-2 . �2

�� ,-2- �� +�7-3� ��
 K0(0) = 0.25kD' #�� ;�39K�� aτd @2� ��03�,�-  2�����2 .

&%&
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	� ��#����

 �0,� K0 "�
��#�	� � �#
	
��� kD� �� "��#���	�� �	���	
� K0(0) = 1
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K0(∞) = 1
3 "�����	� ��	�
�
 �
	
��
�

;�39K-' � 2�39�5- ���-2�,- ��- ��@//�=�-�25 �-7�2  -;. ����>�+ �;��0�+ ���

��-3�,-��� aτd'

���� �./ 
�� 
��(	��������	�� (���� �-�

�3. ��  +�2�-��. �-��=�6 $J�  �,� 2�-+ ���8��7���3��  ;�39K�+ ,� 3�+ +�48

��2�5� .7-� �-�;��7�+� �,�25��29 �,-�9 ;�39K�- ,� 3� @3-�2���8.7-��5�  ����8

�5� �-�-��7��' $ �-0�392�2-1 �� ,-25  2����.2 . �,-�9 4��+�07��+�' �2�;5 ����8

 2�29 0�7�,�1 �� ��390�-+ . ��3��3�  �,- ��+ ���;3�>-��-+ 73. ��$ P&<(Q1 ��2�8

��- ��  +�2����-2 3���39�5- +�4��2�5- ��3. @3-�2�����1 ��0����HF�- ;3�4�7�8

�. ��$1 ��� �3�  �,- ��- �-�2���' $ 2���+ ���;3�>-���  ���84�+�392����� ���8

��7���3� �-�-�� 5��-2 . � ��7-:

∑
n

an(Ŝ, În) → (Ŝ, a). N<'C'DDO

&%<



��03�,�5- .7-��5- ���/�4���=��  ��2�-2 2��H2 ��0�5+ �-3�,���+ a � ������8

3-��.+ �-�2��� a' �� ��-7-3-��- dW (a) �� a �;5,��  ,�2�-2 . 4��  ��5+ �� a �

 /-��,- ��  �++-2��,�5+:

dW (a) = Φ(a)da ∝ exp

(
− a2

a2
eff

)
a2da sin θdθdϕ. N<'C'D)O

"7- 9 Φ(a) * �3�2�� 2� �-��.2�� 2� �-�3�0�=�� ���-7-3-���4� �-�2��� a �

aeff =
2

3

∑
n

a2
nIn(In + 1) N<'C'DEO

�+--2  +5 3 @//-�2����4� ��3. ��$ @3-�2����  � � -+� .7��+�' #�3��3�  �,- ��-

���;3�>-��- N<'C'DDO ���+-��+� ��� aeff � an 73. 3H;�4� n' $ ����=��-1 ��0+�>��

0�+-�� �� ��-7-3-��. N<'C'D)O �� ;�3-- ��� 2�- 7-392�8�;��0��- P&)CQ

dW (a) = Φ(a)da =
1

4π
δ (a− aeff) da sin θdθdϕ, N<'C'DBO

��2���- �7�;�-- 73. ,� 3-��5� �� ,-2��' �� ��-7-3-��- �� 3���39�5+ ��3.+ ��$

.7-� ���+������� �� -7���=�:
∫
dW (a) =

∫
daΦ(a) = 1' #�3��3�  �,- ��- ���8

;3�>-��- .�3.-2 . @//-�2���5+ +-2�7�+ �� ,-2�  ������6 7���+��� ��7���3�� �

 3�;5� ��3.� � ���+-��+� 73. ��� ���. +��4�� .�3-��6  ������6 ��+�� P&)CQ'


-����0+ +�7�3.=�� ��$ � ��7- � 2�-,� �-�4-�2�� A+/− � A � ��+��� ��3��3� 8

 �,- ��4� ���;3�>-��. 73. ��$ +�>�� ���.29  3-7�HF�+ �;��0�+' ��47� @3-�8

2��� ����7�2 . �� A+/−(1)1 -4� @3-�2����56  ��� ��-=-  ���-2 �����4 @//-�2����8

4� ��3. B11 �����4� �-�2����6  �++- B0 + a11 � ,� 2�2� ��-=-  �� �����
√
B2

0 + a2
1'

	 3� @3-�2��� �-�-�� �2 . �� A+/−(2)1 � 9H ��-=-  �� .�3.-2 . �-�2�� B2 = B0+a21

� ,� 2�2� ��-=- �� +-�.-2 . ��
√
B2

0 + a2
2' $ �-0�392�2-1 ��� � 9 ��-=-  ��1 2�� �

-- ,� 2�2�1 +��4����2�� +-�.H2 . � ��7- � 2�-,� 0�  ,-2 ���2���5� ���2��2�� �-8

�4-�2��' 	 3� 43�;��� +�7�3.=�� +�4��2��4� ��3. 7� 2�2�,�� �-3��� N,2� �5��38

�.-2 . ��� aeffτd ∼ 1O1 �-�2�� @3-�2�����6 ��+�4��,-��� 2�  +-��2 ���  ��- ��8

����3-��-1 2�� � �-3�,���' ��>- - 3� �� 3- � 2�-,� @3-�2��� � 2��-2 . �� 2�6 >-

+�3-��3- A+/−(1)1 ,2� � 7� � 2�-,� N�-��.2�� 29 @2�4� ����� 1
2
73. 7�//�0�����4�8

���2��3���-+�4� $J�O1 -4�  ������-  � 2�.��- N��+�4��,-��� 29O �0+-��2 . �080�

+�7�3.=�� ��$' ��,- 2�-��� @2�2 @//-�2 ��. �.-2 . �� �� '<'&C' $ 7����+ ���8

+-�- @//-�2���5- ��3. �5;���3� 9  3-7�HF�+ �;��0�+: B1||Z � B2||X' $ �-���6

.7-���6 ���/�4���=�� @3-�2����56  ��� 7��>-2 . � ���� -1 ��-=-  ���. �����4

&%C



�� ' <'&C: ������ 
������
���4�� ��
�	
� ,59 	� �"
	���� #
	��
�� � ������ "��������
$

������� "�
!�
-�	
� #�� �0,� ,59 �������� "�����#� ��-#� ������	
��
 � ���	��
 �''��$

�
�	��
 "����
� � �!�
� ������� �������		�
 �"
	 S #�
-���� � ��	��� ������ �''���
�	���

���	
�	��� "��� B1||Z 
 B2||X �

� � Z1 � �� �2���6 * ��-=-  ���-2 �����4 � � X' 
��4����2�5- �-�-�3H,-��. @/8

/-�2����4� ��3.1 �50����5- $J�1 �0+-�.H2 ���-�=�� @3-�2�����4�  ���� �� � -

2�� � � X1 Y � Z' �3. ��3�,- 2�-���4� �,-2� @2�4� @//-�2� �� ��390�-+ . ��$'

�3. ��3�,-��. �����-��6 ��$ �;�0��,�+ @//-�2����- ��3- ��$ ?,� 2�=5A A

N2'-' �-�4-�2�� A+/−(1) � A(1)O ��� an1 � ��3- ?,� 2�=5A B N2'-' +�3-��3 A+/−(2)

� A(2)O * ��� aj ' ��47�  ����F-��56 ;�0�  � 2�.��6 73. ���/�4���=�� {an, aj}

�����+�-2 ��7:

{A ⊗ B}red(an, aj) =

⎛
⎝A+/−(an) × A(aj)

A+/−(aj) ×A(an)

⎞
⎠ . N<'C')%O

���2�-2 2��HF-- ��.+�- ����0�-7-��- +�2��= �3�2�� 2� σ̂A � σ̂B � ;�0� - N<'C')%O

�+--2 ��7:

{σ̂A ⊗ σ̂B}red(an, aj) =

⎛
⎝σieje(an)dcA(aj)

σieje(aj)dcA(an)

⎞
⎠ , N<'C')&O

&%(



47- dcA(a) = cAdW (a) * ?���=-�2��=�.A +�3-��3 A  7����6 ���/�4���=�-6  �-��8

2����6  2���2��5 a1 σ̂(a) * @3-�2�����.  ������. +�2��=� �3�2�� 2� �-�4-�2� A+/−

73. 7����4� ��3. ��$ a' �7�� ��$ ���7�2 . ����2�,- �� 2��>-1 ��� � ���--

ˆ̂
R(an, aj) =

⎛
⎝− ˆ̂

F (an, aj)
ˆ̂
F (an, aj)

ˆ̂
F (an, aj) − ˆ̂

F (an, aj)

⎞
⎠ , N<'C')<O

47- ˆ̂
F (an, aj) ��� 5��-2 �-�-�� ��+�4��,-��� 2� @3-�2�����4�  ���� � ���/�4���8

=�� {an, aj} � ��  ,�25��-2 . ����2�,- �� 2��>-1 ��� � .7�� � �����-��� N<'C'&%O:

ˆ̂
FL(an, aj ; s) = k

(
ˆ̂
E + k

[
ˆ̂
GL(an; s) +

ˆ̂
GL(aj ; s)

])−1

. N<'C')CO

"7- 9 ˆ̂
G(ai) * ���2��2��- 0��,-��- /���=�� ����� 73. ��3��3�  �,- ��4� ��3.1

�����4� ai' $ ��  +�2����-+�+  3�,�- 4�+�392����� 0��� 5��-2 . ���

Ĥ(ai) = ω0Ŝz + (ai, Ŝ) = (Beff(ai), Ŝ), Beff(ai) = B0 + ai. N<'C')(O

$ 3����33-��+ ��-7 2��3-��� 4�+�392�����5 N<'C')(O  3-7�-2 0�+-��29 ��  ��2�-28

 2��HF�- 3����33���5 ˆ̂
L(ai)' ���3�4�,�� N<'C'&(O 0���K-+ 73. /���=�6 �����:

ˆ̂
G(ai; t) = G(t) exp

(
ˆ̂
L(ai)t

)
/kD. N<'C')GO

�0 /��+�35 N<'C')CO +�>�� �5,� 3�29 @//-�25 �2 � 2�-, �-�4-�2�� 73. ���-8

7-3-��5� ��3-6 ��$ an � aj ' �7����1 ���8��7���35 A+/−(1) � 2�-,�H2 +�3-��35

A(2) �  3�,�6�5�  � 2�.��.�  �-��2����6  2���2��51 �����2-��0�HF�� . ��0�58

+� �-�2���+� ajO' #�@2�+� 73. ��3�,-��. �����-��6 ��$ 73. +�2��=5 �3�2�� 2�

σ̂(an) ���8��7���3� A+/−(an) �-�;��7�+� � �-7�-��- �� aj  �3�2�� 29H �-��.2��8

 2� Φ(aj)' J2� ���3�4�,�� �0.2�H  3-7� ��  � 2�.��.+ ���2�-�� �� ;�+�3-��3.���6

�-��=�� � �;F�� �����-��.� ��$' #� 3- �5��3�-��. � �-7�-��. +5 ��3�,�-+  3-8

7�HF�- �����-��. 73. @3-�2�����6  ������6 +�2��=5 �3�2�� 2�:

∂tσ̂(an; t) =
ˆ̂
L(an)σ̂(an; t) N<'C')DO

− cA

∫ t

0

dτ

∫
daj

ˆ̂
F (an, aj ; t− τ)σ̂(an; τ)Φ(aj)

+ cA

∫ t

0

dτ

∫
daj

ˆ̂
F (an, aj ; t− τ)σ̂(aj ; τ)Φ(an).

$ �����6 ,� 2� �-��56 ,3-� ��� 5��-2  ��;�7��H ��-=-  �H  ���� � ��3- B0 + an1

�2���6 ,3-� * ���7 �0 .7-���4�  � 2�.��. {an} � 3-7 2��- $J�1 � 2�-2�6 ,3-� *

&%G



�����7 � @2�  � 2�.��- �0 � -� � 2�39�5� ���/�4���=�6 ��$' ���3�4�,�� 2�+�1 ���

@2� 7-3�3� 9 � �����-��� N<'C'<%O1 ����-7-+ �����-��- N<'C')DO � 7�//-�-�=��39��6

/��+-:

∂tσ̂(an; t) =
ˆ̂
L(an)σ̂(an; t) − cA

[∫
daj

ˆ̂
K(an, aj)Φ(aj)

]
σ̂(an; t) N<'C'))O

+ cA

∫
daj

ˆ̂
K(aj , an)σ̂(aj ; t)Φ(an),

47- +�2��=5 ��� 2��2  ���� 2� $J� �+-H2 ��7:

ˆ̂
K(an, aj) =

∫ ∞

0

ˆ̂
F (an, aj; t) exp

(
− ˆ̂
L(an)t

)
dt, N<'C')EO

ˆ̂
K(aj , an) =

∫ ∞

0

ˆ̂
F (an, aj; t) exp

(
− ˆ̂
L(aj)t

)
dt.

J3-+-�2�+� +�2��= ˆ̂
K(an, aj) .�3.H2 . ��� 2��25  ���� 2� �50�����4� $J� �-�-8

�� � ��+�4��,-��� 2� �0 ���/�4���=�� ��$ {an} � {aj}'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� �����-��. N<'C'))O �+-H2 /�0�,- ��6  +5 31 ��2��56

�,-�9 ;3�0��  +5 3� �����-��6 N<'C'(CO 73. @��3H=�� ���-�-,��6 ��+�4��,-��� 2�

�  �39��+ ��3-' �3. ��3�,-��. �����-��6 N<'C'))O �0 �����-��6 N<'C'(CO  3-7�-2

0�+-��29 �-�2�� ��+�4��,-��� 2� �� +�2��=� �3�2�� 2�1 �2 2��6�� ,� 2�25 * ��

��3��3�  �,- ��- ��3- ��$1 � ��@//-=�-�25 K(ξ, ξ′) * �� +�2��=51  � 2��3-��5-

�0 ��� 2��2  ���� 2�'

	 3� ����+-2� aeffτd 4���07� +-�9K- -7���=5 N2'-' +�7�3.=�. 3���39�5� ��3-6

��$ � ��7- � 2�-,� �-�4-�2�� ��-�-;�->�+� +�3�O1 +�2��,�5- @� ���-�25 � ����8

�-��.� N<'C')GO � N<'C')EO +�4�2 ;529 0�+-�-�5 �� -7���,�5-  ��-�8��-��2��5 ˆ̂
E' $

�-0�392�2-1 +�2��=5 ���� 2��2  ���� 2� ����F�H2 . ���

ˆ̂
K(an, aj) =

ˆ̂
K(aj , an) = k0

ˆ̂
E, N<'C')BO

� �����-��- N<'C'))O �����+�-2 ��7:

∂tσ̂(an; t) =
ˆ̂
L(an)σ̂(an; t) −

1

τ0
σ̂(an; t) +

1

τ0

∫
dajσ̂(aj; t)Φ(an), N<'C'E%O

47- k0 � τ0 ���-7-3-�5 � N<'C'C&O' �����-��. N<'C'E%O1 ��2��5- ��� 5��H2 �-����-3�8

�������H +�4��=�H ��+�4��,-��� 2� ��  � 2�.��.+  ��0�5+� 3���39�5+� .7-�8

�5+� ��3.+� � ��390���3� 9 � ���-- P&C&Q1 �� � ��;�2- P&C&Q ��� 2��2�  ���� 2� k0

�- ;53� ���-7-3-��' #�� aeffτd ∼ 1 +�4��=�. ��+�4��,-��� 2�  2�����2 . ����-8

3��������61 � --  3-7�-2 ��� 5��29 ��� ��+�F� ;�3-- �;F-4� �����-��. N<'C'))O'

&%D



�3. �0�,-��. 0��� �+� 2� ��� 2��2  ���� 2� �-�-�� � ��+�4��,-��� 2-6 �2 ��8

��+-2�� aeffτd �5;-�-+ �0�;��>-���H �� �� '<'&C ���/�4���=�H @//-�2���5� ��8

3-6 � ��,- 2�- ���+-��' ����+ �;��0�+1 ��09+-+ B0 = 01 a1||Z1 a2||X � a1 = a2 = a'

���>- 7�3-- ;�7-2 �7�;�� 0��� 5��29 @3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂(an) � +�2��8

=5 ��� 2��2  ���� 2� N<'C')EO � ;�0� -⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

〈Sx〉

〈Sy〈〉

〈Sz〉

N0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(σαeβe + σβeαe)/2

(σβeαe − σαeβe)/2i

(σαeαe − σβeβe)/2

σαeαe + σβeβe

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. N<'C'E&O

"7- 9 〈Sx〉, 〈Sy〉, 〈Sz〉 *  �-7��- 0��,-��.  ��2�-2 2��HF��  �����5� ��-��2����1 �

N0 *  3-7 +�2��=5 �3�2�� 2�' #� ��39�� ��� �-��=�� $J�1 �,-��7��1 N0 �- �08

+-�.-2 . N����� ��� � ��3��. ���=-�2��=�. ���8��7���3��O1 ��0+-��� 29 +�2��=

+�>�� ����0�29  4 × 4 � ;�0� - ieje 7� 3 × 3 � ����+ ;�0� - N<'C'E&O' �2�;5 ���7-8

+�� 2������29 @//-�25 $J�1 ��  +�2��+  3-7�HF�- @3-+-�25 +�2��=5 ˆ̂
K(a1, a2):

Kzz = { ˆ̂
K(a1, a2)}33, Kxz = { ˆ̂

K(a1, a2)}13. N<'C'E<O

�3. @3-�2�����4�  ����1 �0��,�39�� ��3.��0������4� �7�39 � � Z1 ��� 2��2�  ��8

�� 2� Kzz �+--2  +5 3 � ,-0���-��. Sz ��+�4��,-��� 2�' ��-7�-- 0��,-��- 〈Sz〉

�+-�9K�-2 . �080� �-�-�� � ��+�4��,-��� 2� �� ���/�4���=�H ��$ {a2} ��7���8

3� A+/− � 7-��3.��0�=��  ���� � ��7- � 2�-,�1 �50�����6 +�7�3.=�-6 ��$' Kxz *

 ���� 29 �-�-�� � ��+�4��,-��� 2�  Sz �� Sx � ���/�4���=�� ��$ {a1} �-�4-�2�

A+/−' "��� �+� 2� Kzz � Kxz �2 43�;��5 +�7�3.=�� ��$ aτd ��� k � kD ����8

0��5 �� �� '<'&(' Kzz +���2���� �� 2-2 �2 kD/2 N+�7-39 ��
1  ���� 29 �-�-�� �

��+�4��,-��� 2� �� ���/�4���=�H ��$ {a2}O 7� kD' ����- ��-7-39��- 0��,-��-

 ��2�-2 2��-2 ��3��6 7-��3.��0�=�� @3-�2�����4�  ���� 0� ��-+. � 2�-,� �-�4-�8

2��' Kxz(aτd) * /���=�.  +���+�+�+ � -- ��-7-39�5- 0��,-��. ����5: Kxz(0) = 0

N�-0�392�2 ��
O � Kxz(∞) = 0 N,2�  ��2�-2 2��-2 ��3��6 7-��3.��0�=��  ����1 2'-'

��3�� 29H �2 �2 2��-2 �-�-�� ��+�4��,-��� 2� 0� ��-+. � 2�-,�O'

�; �>7�-+5- 07- 9 @//-�25 7���3��2-39��6 +�7�3.=�� ��$ �  3�;5� ��3.�1

� ����=��-1 +�4�2 ;529 �;����>-�5 �0 ���3�0�  �-�2��� J#� � 
��� P&<BQ �

 3�;5� ��3.�1 ��3�,-��5� ���  � 2-+�2�,- ��+ ���9�������� �.0�� 2� �� 2����8

2-3.' #���-7-��- @� �-��+-�2�� � �� 2����� ��03�,��6 �.0�� 2� N 3-7���2-39��1

&%)
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��� ��0�5� 0��,-��.� ��@//�=�-�2� 7�//�0�� DO �-�;��7�+� 73. �-�-��7� �2 �-8

>�+� aeffτd � 1 N47- $J� �����7�2 � �3�  �,- ��6 ,� 2�2��6 +�4��=�� ��  �-�2��

���O �  �2��=�� aeffτd � 1 �  ����-��. �-0�392�2�� � �;���  3�,�.�'
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�- +�2�. �� 2�1 ,2� 2-���. ��-+.��0�-K-���6 !#� � =-3�+ ����K� ��0��2� P&(&1

&(B1 &(EQ1  3�,�6 !#� ;-3���5� +����+�3-��3 ��-7 2��3.-2  �;�6  �-=��39��H

 �2��=�H �080�  2-�-� �-=�/�,�� 2� /�2���+�,- ��� �-��=�61 �����7.F�� � /��8

+�������H ��3.��0�=�� �+����� 3�2�5� � 2�2���' $��7� 2�4�1 ,2� ��� �2-39 +�8

>-2 �-�4�����29 2�39��  ���-7-3-��5+ 7� 2���5+ � 2�2��+ N�3� � 2�2��+�O1 ��

��+�,- �� ��-�2��6 ���-���� 2� ;-3�� �+--2 . �-;�39K�- �-��=�����- �.2�� N�3�

&%E



�.2��O' �2-��,- ��6 /��2�� f �-��=�����4� �.2�� +�>-2 ;529 ���-7-3-� ��� �2��8

K-��- �3�F�7� �3�F�7� �.2�� N2'-' �3�F�7� 7� 2����6 73. ��� �2-3. ���-���� 2�

 ��2�-2 2��HF-4� �+����� 3�2��4� � 2�2��O � ��3��6 �3�F�7� ���-���� 2� ;-3��'

#�� @2�+  2-�-� �-=�/�,�� �- 2�39�� �-��=�. ��0;�>7-���6 +�3-��35 ��� �2-3.  

7� 2���5+� �+����� 3�2�5+� � 2�2��+�1 �� � �� 3-7�HF�- �-��=�� 4-+���39��6

� �;S-+��6 �-��+;���=�� �;��0�HF�� . ��7���3��' ���2�� f ��.+� ������=����8

3-� ��3��6 7� 2���� 2� ;����5� =-�-6 N#�
1 ��43�6 ��. �;;�-���2��� * lhc �2

`U`Za mIe_8YnZI^ ZYY_mmI[IaI`bO � 2�2��� 73. +�3-��3580��7� * ��� �2-3.' #�
 ���-7-8

3.-2 . ��� 7�3. �3�F�7� ;�����6 =-��1 ��� 2��� 2�-��� 7� 2����. 73. ��� �2-3.'

����+ �;��0�+1

f =
Saa × TSA

Spr
, N<'('&O

47- Saa � Spr �3�F�7� ���-���� 2�  ��2�-2 2�-��� �+����� 3�25 � ;-3��' �3.  /-8

��,- ��� +�3-��3 �+����� 3�25 � ;-3�� �+--+:

f =

(
Raa

Rpr

)2

× TSA, N<'('<O

47- Raa � Rpr ��7�� 5 �+����� 3�25 � ;-3��1  ��2�-2 2�-���' "7- 9 ��>�� �2+-2�291

,2� #�
 �1  3-7���2-39��1  2-��,- ��6 /��2�� f 0��� .2 �2 ��0+-��� +�3-��358

0��7� N� 7����+  3�,�- ��� �2-3.O1 ��� ;53� ����0��� � ��;�2- PCCQ' ��� �>- �28

+-,�3� 91 0��� �+� 29  ���� 2� >�7��/�0�5� �-��=�6 �2 f N2'-' � 7����+  3�,�-

�2 #�
O +�>-2 ;529 �-3��-6��6 P&<CQ' $  3�,�- ;-3��� �-��=�� ��0;�>7-��5� +�8

3-��3 ��� �2-3.  �27-39�5+� �+����� 3�2�5+� � 2�2��+� +�4�2 ;529 ��� ��8

�-2�,- �� ���2��3���-+5+�1 2�� � 7�//�0�����8���2��3���-+5+�1 2��>- +�>-2

�-�3�0��5��29 . ���+->�2�,��.  �2��=�.' $ 2� >- ��-+.1 �� 3-7�HF�- �-��=��

��7���3�� ����47� �- ���2-��H2 � �->�+- ���-2�,- ��4� ���2��3.' �3-7���2-39��1

+�>�� �>�7�29 7� 2�2�,��  3�>��6 0��� �+� 2� ��-+.��0�-K-���6 !#� �2 #�
'

�3. ��3�,-��. 2���6 0��� �+� 2� �� ��390�-+ . ��$1 ��� ����-� �39�5+ +-2�7�+

��� ���. +��4�,� 2�,�5� �-��=�6 � >�7�� 2�'

�� �� ��(��� &��	� � ����� ���	
������ 
�����

���,�3� ��  +�2��+  3�,�6 ;-3��  �7��+ 7� 2���5+ �+����� 3�2�5+ � 2�2��+1

� �-��=�.� ��2���4�  ��� �2-3.+� +�>-2 �;��0��5��29 . !#�1 2'-'  �7��+ �-��8

=����5+ �.2��+ �� ���-���� 2� ;-3��  �  2-��,- ��+ /��2���+ f � 1' 
�3-��3�

&%B



��� �2-3. ;�7-2  ,�2�29 .  /-��,- ��61 � -- �-��=�����.  �� �;�� 29 * �0�2�����6'

����+ �;��0�+1 � 7����+ ��07-3- �- ;�7-2 ��  +�2����29 . ������-�=�. ��03�,�5�

�+����� 3�2�5� � 2�2��� 0� +�3-��3� ��� �2-3.'

��-+� �-��=�� � 7����+  3�,�-  3-7�HF�.: ����2��6 3�0-��56 �+��39 ���8

��7�2 � �;��0�����H ��0;�>7-��5� +�3-��3 ��� �2-3. N∗1 ��2��5- �-�4���H2  

�+����� 3�2�5+ � 2�2��+ M 1 � �-0�392�2- ,-4� ��>7�H2 .  ���8����-3�������5-

4-+���39�5- ��7���39�5� ���5 [N•− . . .M•+] �  ��43-2��+ �3� 2���3-2��+  � 2�8

.��� � 0��� �+� 2� �2  ������6 +�392��3-2�� 2� ��-7K- 2�-����� N∗' �-��2���.

,� 29 4-+���39�5� ��� �-��+;�����-2  �;��0�����-+  2�;�39�5� 7��+�4��2�5�

���7��2�� N � M 1 �-�4-�25 �0 � 2�39�5� ��� �5��7.2 � �;S-+ �� 2����2-3. ;3�4�8

7��. 7�//�0�����+� 7��>-��H �-�4-�2��' $5K-7K�- � �;S-+ ��7���35 7�3-- �-8

��+;�����H2  �;��0�����-+ 2���� >- ���7��2��' "7- 9 ;�7-2  ,�2�29 .1 ,2� �-��8

=�. ���2-��-2 �  �39��+ +�4��2��+ ��3- B0  �-�2��+-2�� �
�1 2���+ �;��0�+1 73.

��$ ���+-��+�  -��3.���- ���;3�>-��-' !#� ��0����-2 ;3�4�7��. ��0�5+  ����8

 2.+  ��43-282���3-2��6 ��� � ��0�5� .7-��5� ��7�� �+;3.� ��7���39��6 ���5'

$  �39��+ ��3- 2�39�� @3-�2����5-  � 2�.��. h � l0 ��7���39��6 ���5  +-K���H28

 . 0�  ,-2 ��$ � ��0��=5 0--+����5� �0��+�7-6 2��6 @3-�2����5�  ����� 7��� ��8

7���3��  ��3-+' �3. �0;����5�  � 2�.��6 m � n ��� ��7���3�� N•− �M•+1 �����8

2-��0�HF�� . ���-7-3-��5+� ���-�=�.+�  ����� .7-� Nm = {IM1z , IM2z , . . . , IMiz , . . .} �

n = {IN1z, IN2z, . . . , INjz , . . .}O1 ,� 2�2� δmn h8l08 +-K�����. ����� ��0��=- ,� 2�2 3���6

J#�8 �-�2���1  ��2�-2 2��HF��  � 2�.��.+ m � n ��7���3�� M•+ � N•−:

δmn = ωMm − ωNn =

(
gMβB0 +

∑
i

aMi I
M
iz

)
−
(
gNβB0 +

∑
j

aNj I
N
jz

)
, N<'('CO

47- gM � gN * g8/��2��5 ��7���3��1 β * +�4�-2�� 
���1 aMi � aNj * ��� 2��25

��$ +�4��2�5� .7-� ��7���3��1 � IMiz � INjz * ���-�=�� ��  ����� �� ������3-��-

��-K�-4� +�4��2��4� ��3. B0' #� ��39�� δmn �= δm′n 73. m �= m′1  ���� 29 ���

�1  3-7���2-39��1 �5��7 �-��=�� 0��� �2 �2 .7-���4�  � 2�.��. ��7���3��' $ �-8

0�392�2-1 �� -3-��� 2� .7-��5�  � 2�.��6 7��+�4��2�5� ���7��2��  �F- 2�-���

�23�,�H2 . �2 �� �� -3-��� 2-6 � � 3���.� 2-�3���4� ������- �. PC%Q' $ �0�,�-+�+

&&%



 3�,�- 3-4�� ��- 2� @//-�2���5- ,� 2�=5 ���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
N∗

N•−

N

⎞
⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎝M•+

M

⎞
⎠ , C = 0, N<'('(O

,2� .�3.-2 . �-�;��7�+5+ K�4�+ 73. ��3�,-��. ���-2�,- ��� �����-��6'

�;F�- �����-��. ��$' �3. ��3�,-��. �����-��6 �� ���=-�2��=�� +5 �- ;�7-+

�� ����0��7�29 ��3�5- �5�3�7��1 � �7��2���-+ 73. ��K�� =-3-6 �����-��.1 ��3�8

,-��5- � ��;�2- PE)Q 73. �� ,-2�  �-�2��� +�4��2��4� �-0���� �1 7-2-�2���-+�4�

�� /�2������7�+� 2�' #� ��39�� �  �39�5� +�4��2�5� ��3.�  � 2�.��. .7-��5�

 ����� �- �0+-�.H2 . � ��7-  ��43-282���3-2��6 @��3H=�� ��7���39�5� ���1 +�>8

�� 0��� �29 �����-��. ��$ 73. ���=-�2��=�6 ��� �2-3. N = [N∗] � ��7���3�� �

���-7-3-��5� .7-��5�  � 2�.��.� Mm = [M•+
m ]1 Nn = [N•−

n ]:

Ṅ = −N/τ∗ − c

t∫
0

R∗(t− τ)N(τ)dτ, N<'('GO

Ṁm = c
∑
n

ZmZn

t∫
0

R�
mn(t− τ)N(τ)dτ −

∑
n

t∫
0

R†
mn(t− τ)Mm(τ)Nn(τ)dτ + T M

m ,

Ṅn = c
∑
m

ZmZn

t∫
0

R�
mn(t− τ)N(τ)dτ −

∑
m

t∫
0

R†
mn(t− τ)Mm(τ)Nn(τ)dτ + T N

n .

"7- 9 Zm � Zn *  2�2� 2�,- ��- �- � ���/�4���=�6 m � n1 ��  �++� ���+������� �

-7���=� N
∑

m Zm =
∑

n Zn = 1O1 c = [M ] � N � τ∗ * ��-+. >�0��N∗ � �2 �2 2��� M '

�7�� ��$ �;�0��,-�5 ��� R∗, R�
mn, R

†
mn' #-���- .7�� R∗ ���-7-3.-2  ���� 29 2�K-8

��. N∗ � 2�2��+ M 1 R�
mn ��� 5��-2 �;��0�����- ��7���3�� M•+ � N•− � .7-��5�

���/�4���=�.� m � n  ��2�-2 2�-���1 � R†
mn * �;S-+��H �-��+;���=�H ��7���3��

�  � 2�.��.� m � n' #� 3-7��6 ,3-� � �����-��.� 73. Mm � Nn ��� 5��-2 �-3�� �8

=����5- �-�-��75 m ↔ m′ � n ↔ n′ +->7� .7-��5+�  � 2�.��.+�1 -4� .��56 ��7

;�7-2 ��-7 2��3-� ��0>-' $ 2� >- ��-+.1 +5 ��-�-;�-4�-+ �-3�� �=����5+� @/8

/-�2�+� � ��7- 7�//�0����5� � 2�-, N2'-' � .7��� ��$O1 �� ��39�� ��-+. � 2�-,�

τd 4���07� ����,- �����2-��5� ��-+-� �-3�� �=��'

�� ,-2 /���=�� �����' ��� �;5,��1 .7�� �����-��6 ��$ +�4�2 ;529 �5��>-8

�5 � 2-�+����  ���� 2-6 @3-+-�2���5� ��2�� �-��=�61 ��7��>�� 2-6 �-�4-�2�� �

 ���� 2-6  ������6 ����-� ��' ���5- �5��>-��. 73. .7-� ;�7�2 ��3�,-�5 2�39��

&&&



� ��+��� ���-+�2�,- ��4� ���;3�>-��.1 ��� ����-7-�5 � #��3�>-��� 
' ���2�8

,- ��1 ���-+�2�,- ��- ���;3�>-��- .�3.-2 . ���2��2�5+ ���;3�>-��-+1 �7����1

� @2�+  3�,�- +5 �- +�>-+ �� ��390���29 . /��+�3�+� N&'('&CO �080� ���0�2��8

��� �-��=�����6  �� �;�� 2�' #�@2�+� �+- 2� ���2��2�5� ��,-��- /���=�6 ���8

�� +5 ;�7-+ � ��390���29  �-�2�� /���=�6 ����� G(r| r0, t) �� �-��=�����6 0��-'

�-+ �- +-�--1 ���7� ��0+�>�� 2� �-�-���-7-3-��. @//-�2���5� ��7�� �� �-��8

=�� N<'&'&(O1 �-��=�. +�>-2 ��  +�2����29 . ���  2-��,- ��  �++-2��,��. �� 3-

�-�-���-7-3-��. ��  2�.��. ���;�39K-4�  ;3�>-��. �-�4-�2��'

��-�2�� /���=�� ����� G(r| r0, t) �� �-��=�����6 0��-1 ��2���H +5 ;�7-+ � 8

��390���29 73. ��3�,-��. �����-2�5� �5��>-��. 73. .7-�1 ���-7-3.-2 .  3-7�H8

F�+ �;��0�+:

g(t) =
1

v

∫
Ω

dr

∫
Ω

dr0G(r| r0, t), N<'('DO

� /���=�. �����1 ��� �;5,��1 .�3.-2 . �-K-��-+ �����-��.

(∂t −D∆r)G(r| r0, t) =
δ(r − r0)

4πrr0
δ(t) N<'(')O

 �2��>�HF�+ 4����,�5+ � 3���-+ ��� r = R' "7- 91 ��� �;5,��1 v * �;S-+ �-8

��=�����6 0��51 D = Dpr +Ddye * ��@//�=�-�2 �2�� �2-39��6 7�//�0��1 ����56

 �++- ��7���7��39�5� ��@//�=�-�2�� 7�//�0�� ;-3�� � ��� �2-3. Dpr � Ddye'

�3. f = 1 N�0�2����56  3�,�6O ���3� 8�;��0 g(t) �+--2 ��7 P&%EQ:

gL(s) =
τe

1 +
√
sτd

, N<'('EO

47- τe = R∆/D � τd = R2/D * ��3��- ��-+. ����>7-��. � �-��=�����6 0��- � ��-8

+. � 2�-,�  ��2�-2 2�-���' �3.  2-��,- �� 0�2��7�-���6 �-��=��  �  2-��,- ��+

/��2���+ f � 1 �+--+ P&<CQ:

gL(s) =
τe
√
f

1 +
√
sτdf

. N<'('BO

$�7��1 ,2� � - �-0�392�25 73. f � 1 +�4�2 ;529 ��3�,-�5 �0 �-K-��. �0�2�����6

0�7�,� ��� 25+ �-�-���-7-3-��-+ ��  2�.��. ���;�39K-4�  ;3�>-��. R' �-6 2��8

2-39��1 0�+-�.. -4� �� Reff = R
√
f �  �����.. D �-�0+-��5+1 +5 ��3�,�+ g �0

N<'('BO

gL(s) =
τ ′e

1 +
√
sτ ′d

, 47- τ ′e =
Reff∆

D
, τ ′d =

R2
eff

D
. N<'('&%O

&&<



����+ �;��0�+1 +�>��  ,�2�29 ;-3�� �-��7��>��6 ,� 2�=-6  ��7�� �+ Reff �

�0�2�����6 �-��=�����6  �� �;�� 29H1 � ��� �2-39 * 2�,-,��6 ,� 2�=-6  ��@/8

/�=�-�2�+ 7�//�0�� D' ����. ���=-7��� �-�-���-7-3-��. �-��=�����4� ��7�� �

�0�;��>-�� �� �� '<'&G�' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2� 73.  3�,�. Rpr � Rdye @2� ���=-8

7��� 2�-;�-2  ����7-��. �3�F�7-6 ���-���� 2� �-��=�����4� �.2�� �� ���-���� 2�

;-3�� �  /-�5 ��7�� � Reff '

$ ��+��� ��$ 2��>- +�>�� �,- 29 �  3�,�6�5- �-�-���-�2�=�� ;-3��1 ��2��5-

+5 ;�7-+  ,�2�29 ���F�2-39��6 7�//�0�-61 �����2-��0�HF-6 . ��@//�=�-�2�+

7�//�0�� Drot' #� ��39�� ��7�� ;-3�� ��+��4� ;�39K- ��7�� �� �+����� 3�25 �

��� �2-3.1 +�>�� ��  +�2����29 ���-���� 29 ;-3�� ��� ;- ���-,��H �3� �� 29  

�-��=����5+ �.2��+ ��7�� � Reff = R
√
f N�� '<'&G;O' #�� @2�+ ��@//�=�-�2 �28

�� �2-39��6 7�//�0�� �7�39 � � Z N� ������3-���1 �-��-�7���3.���+ �3� �� 2�O

���-� D1 � � �3� �� 2� XY * D + Drot P&)(1 &)GQ' ��47� �����-��- 73. /���=��

����� �����+�-2 ��7:{
∂t −D

∂2

∂z2
− (D +Drot)

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)}
G(x, y, z|x0, y0, z0, t) N<'('&&O

= δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)δ(t).

#-�-���-7-3.. ����7���25 � �3� �� 2� XY P&)(1 &)GQ:

X = aX ′, Y = aY ′, a =

√
D +Drot

D
N<'('&<O

+5 ��3�,�-+ ;�3-- ��� 2�- �����-��- �� /���=�H ����� G01 ��� 5��HF-- �0�2���8

��- 7��>-��- N<'(')O  ��@//�=�-�2�+ 7�//�0�� D'{
∂t −D

(
∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2
+

∂2

∂z2

)}
G0(x

′, y′, z|x′0, y′0, z0, t) N<'('&CO

= δ(x′ − x′0)δ(y
′ − y′0)δ(z − z0)δ(t).

$ ���5� ����7���2�� R′ ���-� Reff/a' ����=�� ����� G � G0 �23�,�H2 . 2�39��

+��>�2-3-+ λ

G(x, y, z|x0, y0, z0, t) = λG0(x
′, y′, z|x′0, y′0, z0, t), N<'('&(O

��2��56 +�>�� ���-7-3�291  �������. ��,�39�5- � 3���.:

G(x, y, z|x0, y0, z0, t = 0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0), N<'('&GO

G0(x
′, y′, z|x′0, y′0, z0, t = 0) = δ(x′ − x′0)δ(y

′ − y′0)δ(z − z0),

&&C



�� ' <'&G: ����� "����"��#���	
� �������

 ��#��
 #�� ������� g � ����
�	�� �������� �����

�&�  ����	� ����
����
 �����#	�		�
 �����
� !���� 
�����"	�
 �����
�
C ����� �!�  ����# �����

���4�����	�� #
''��
�� ���� � "�������
 {XY }C ����� ��� $ ����# ����� ����	������� ���
��#�
$

���
�� D����
 "����"��#���	
�  ��� ������

&&(



2���+ �;��0�+1 λ = 1/a2' ��2-4��3 N<'('DO �2 G0 �� �-��=�����6 0��- �  � 2-+- ����8

7���2 {X ′, Y ′, Z} +�>�� �5,� 3�29 �0 �����-��. N<'('&%O1 ,2� ��0��3.-2 ���-7-3�29

 �-�2�� G � � ��7��6  � 2-+- ����7���2 {X, Y, Z}:

g̃(s) =
τ ′e/a

1 +
√
sτ ′d/a

=

√
D

D +Drot
· τe

√
f

1 +
√
sτdf

√
D

D +Drot

. N<'('&DO

��$ 2��>- ��0��3.-2 ��  ,�2�29 gL(s) ��� ��3�,�� ��3���� ��4� ���2.>-��.

�-�4-�2��' �3. @2�4� +5 �� ��390�-+ . �-0�392�2�+� ��;�2 P&<&1 &<<Q1 � ��2��5� ;58

3� ��3�,-�5 ���3�2�,- �� ������ �+�=�� 73. gL(s)1 �5 ���. 2�,�� 29 ��2��5� ;58

3� ��72�-�>7-�� ,� 3-��5+� �� ,-2�+�' �- +�2�. �� 2�1 ,2� @2� �-0�392�25 ;53�

��3�,-�5 73. �0�2�����4�  3�,�.1 ��� +�4�2 ;529 � ��390����5 � � ��K-+  3�,�-1

73. ,-4� 2�-;�-2 . �5��3��29 �- ��39�� K�4��' $�8�-��5�1 ��  +�2��+ �-��7��>8

�56 ;-3�� ��7�� � R1 �-�4���HF�6  2�,-,�5+ ��� �2-3-+1 ��@//�=�-�2 7�/8

/�0�� ��2���4� ���-� D' $�8�2��5�1 �  �2��=��1 ��47� ��� �2-39 ����7�2 . �;3�8

0� ���-���� 2� ;-3��1 ;�7-+  ,�2�29 �� 3-7�HH ;- ���-,��6 ��+�,- �� ��-�2��6

�3� �� 29H N�� '<'&G�O' $82�-29��1 73. �� ,-2� gL(s) ;�7-+ +�7-3�����29 7� 2��8

�56 �+����� 3�2�56 � 2�2�� �� ���-���� 2� ;-3�� ��� ��3� /-��' 
�7-+  ,�2�29

��� @2�+1 ,2� �3�F�79 ���-���� 2� ��3� /-�5 ����� Saa×lhc1 2'-' fSpr1 2���+ �;8

��0�+1 ��7�� ��3� /-�5 ���-� R
√

2f ' ���-,��1 �-0�392�25 73. �3� ��4� �.2�� �

�.2�� � /��+- ��3� /-�5 ��3�,- 2�-��� �-  ����7�H21 2-+ �- +-�--1 �-0�392�25 �

�;���  3�,�.� ��,- 2�-��� �-0�392�25 73. 0��� �+� 2� gL(s) � ���-2�,- ��� ��@/8

/�=�-�2�� �2 f 7�3>�5  ����7�29' ��� � � 7��� ��-757�F��  3�,�.� ;�7-+ �� 8

 +�2����29 0�7�,� � ���-+�2�,- ��+ ���;3�>-���1  ,�2�.1 ,2� �-��=�� ���2-��H2

2�39�� � �0��6 �-��=�����6 0��- Ω1 ��-7 2��3.HF-6 �0  -;. 2����6  3�6 K����5 ∆

�� ���-���� 2� ��3� /-�5' ��47� /���=�. ����� ��7,��.-2 . �����-��H P&<&1 &<<Q:

∂tG(r| r′, t) −D∇r

(
∇rG(r| r′, t) +

Rc · r
r3

G(r| r′, t)
)

=
δ(r − r0)

2πrr0
δ(t), N<'('&)O

47- Rc = e2

4πεε0kBT
* ��7�� ��0�4-�� Ne * 0��.7 @3-�2����1 ε * 7�@3-�2��,- ��.

�����=�-+� 29O' �����,��- � 3���- 73. G(r| r′, t)  ��2�-2 2��-2 ��3-��+� ��2��� j

,-�-0 �2��>�HF�H ���-���� 29 ;-3��:

j|n = −D
(
∇rG(r|r′, t) +

Rc · r
r3

G(r| r′, t)
)
|n = 0, N<'('&EO

&&G



47- �-�2�� n �-��-�7���3.�-� ���-���� 2� N���-���� 29 ��3� /-�5 o �3� �� 29O'

#� @2�+ �����. ,� 29 �����-��. N<'('&)O  ��2�-2 2��-2 ��,�39��+� �� ��-7-3-��H1

���+��������+� �� -7���=�' �-4�� ����-��291 ,2� /���=�. ����� 73. �����-��.

7�//�0�� � ��3�����+ ��2-�=��3- N<'('&)O 4����,�5+ � 3���-+ N<'('&EO �23�,�-28

 . � 7�� ��0� �2 Giso(r| r′, t) 73. 4����=5 � /��+- �-�����=�-+�6  /-�5 �+- 2�

��3� /-�5 � �2��>�HF-6 �3� �� 2�' �-6 2��2-39��1 /���=�. ����� Giso(r| r′, t)1

��2���. ��7,��.-2 . �����-��H

∂tGiso(r| r′, t) −D∇r

(
∇rGiso(r|r′, t) +

Rc · r
r3

Giso(r| r′, t)
)

=
δ(r − r0)

4πrr0
δ(t), N<'('&BO

�7��3-2���.-2 2�+� >- 4����,��+� � 3���H �� ���-���� 2� ?�3� �� 29o�-���..

��3� /-��A' �23�,�. 0��3H,�H2 . 2�39�� � �����6 ,� 2�1 2'-' � ���+�����-' ��47�

+5 ��3�,�-+:

G(r| r′, t) = 2Giso(r| r′, t). N<'('<%O

�3. �5,� 3-��. gL(s) �-�;��7�+� �����2-4������29 GL(r| r′, s) ��  3�H ��3� /-�5

K����5 ∆' #�� @2�+ ���+-+ �� ���+���-1 ,2� �-0�392�2 73. gL(s) �0 ��;�2 P&<<1 E)Q

;53 ��3�,-� ��2-4��������-+ GL
iso(r| r′, s) �� ��3��+�  /-��,- ��+�  3�H1 ��@2�+�

gL(s) = gLiso(s)' ��47�:

gL =
τ ′e

µ0(R) + κ(R, s)
, N<'('<&O

47- µ0(R)1 κ(R, s) ���-7-3-�5 � �����-��� N<'&')O1 � τ ′e � τ
′
d * � �����-��.� N<'('&%O' $

��� �2 2��� ��3���� ��4� �0��+�7-6 2��. 2��>- �-�;��7�+� ����-�2�����29  ��8

�� 2� @3-+-�2����4� ��2�1 7�+��>�. �� �� exp(−Rc/r)'

��//-�-�=��39�5- ���-2�,- ��- �����-��.' ��3-- �-�-67-+ � 7�//-�-�=��398

��6 /��+- �����-��6 ��$' #�� @2�+ ;�7-+  ,�2�291 ,2� ��-+. >�0�� N∗ � ��� �28

 2��� M � ��-+-�� 4-+���39��6 �-��+;���=�� ��7���39�5� ��� 4���07� ����,-1

,-+ ��-+-��1 �� ��2��5� ��0+�>�5 �  3-7�����. ���-2��� !#�1 � ,-+ ��-+-��1

�� ��2��5� ���� ��7.2 �;S-+��. �-��+;���=�. � .7-���.  ������. T18�-3�� �=�.'

���,- 4����.1  ,�2�-2 .1 ,2� 4-+���39�5- ���5 /��+���H2 . ?+4���-���A ��� 2�8

K-��� ��0;�>7-��5� +�3-��3 ��� �2-3.' ��47� �+- 2� �-���4� ��2-4��39��4� ,3-��

� �����-��� N<'('GO 73. Ṁm +�>�� ��- 2�  3-7�HF-- ��,�39��- � 3���- 73. Mm:

Mm(t = 0) = c
∑
n

ZmZn{R�
mn}L(s = 0)NL(s = 0) =

∑
n

ZmZnηmnPg. N<'('<<O

&&D



$-3�,���

ηmn =
{R�

mn}L(s = 0)

{R∗}L(s = 0)
N<'('<CO

��-7 2��3.-2 �0  -;. ����2��56 �5��7 ��7���3�� � �;S-+1 - 3� ��7���39��. ����

����7�2 . � .7-���6 ���/�4���=�� {mn}1 2�47� ��� P&&CQ

Pg = c{R∗}L(s = 0)NL(s = 0) =
N0c{R∗}L(s = 0)τ∗
1 + c{R∗}L(s = 0)τ∗

N<'('<(O

.�3.-2 . ��3�5+ ,� 3�+ 4-+���39�5� ���1 �;��0����K�+ . ��� 2�K-��� N∗1 47-

N0 = N(t = 0)' �3. ��� 2�25 ;�7-+  ,�2�291 ,2� ��-+. 3H+��- =-�=�� ��� �2-3. τ∗

.�3.-2 . 7� 2�2�,�� 73���5+ c{R∗}L(s = 0)τ∗ � 11 2�� ,2� Pg ≈ N0 N2'-' ��0;�>7-�8

�5- +�3-��35 2�K�2 .  �-��.2�� 29H &  �;��0�����-+ 4-+���39�5� ��7���39�5�

���O' $2���6 ��2-4��39�56 ,3-� � �����-��� N<'('GO �����7�2 . � ��7� PE)Q:

∑
n

t∫
0

R†
mn(t− τ)Mm(τ)Nn(τ)dτ →

∑
n

KmnMm(t)Nn(t), N<'('<GO

47-

Kmn =

∞∫
0

R†
mn(t)dt = {R†

mn}L(s = 0). N<'('<DO

���3�4�,�5+ �;��0�+ �-�-�� 5��-2 . �����-��- 73. Ṅn' $ �-0�392�2-1 �����-��.

�� ���=-�2��=�� ��7���3�� �����+�H2 ��7:

Ṁm = −
∑
n

KmnMmNn + T M
m , N<'('<)O

Ṅn = −
∑
m

KmnMmNn + T N
n ,

� ��,�39�5- � 3���. �543.7.2  3-7�HF�+ �;��0�+

Mm(t = 0) =
∑
n

ZmZnηmnPg, Nn(t = 0) =
∑
m

ZmZnηmnPg. N<'('<EO

�3. �� ,-2� !#� ���7��2�� �-��=�� �-�;��7�+� 0��29 ���=-�2��=�� Pm = [Mm]

���7��2�M � .7-���+  � 2�.��� m' #� ���3�4��  �����-��-+ N<'('<<O 0���K-+ 73.

��,�39��4� � 3���. Pm

Pm(t = 0) =
∑
n

ZmZnϕmnPg, N<'('<BO

&&)



47- ϕmn = 1−ηmn * ����2��56 �5��7 �-��+;���=�� 4-+���39��6 ��7���39��6 ���5

73. .7-���6 ���/�4���=�� {mn}' ���-2��� Pm ��� 5��-2 .  3-7�HF�+ 7�//-�-�8

=��39�5+ �����-��-+:

Ṗm =
∑
n

KmnMmNn. N<'('C%O

�-�-�9 ��-7 2���+ .��5- �5��>-��. 73. �-3�,�� ηmn, ϕmn � Kmn' �3. ����F-8

��. .���4� ��7� �-3�,�� 07- 9 �- ;�7-+ �,�25��29 ��3���� ��- �0��+�7-6 2��- �

�-�-���-�2�=�H ;-3��' �0 �5��>-��6 Np'DO1 Np')O � Np'EO 73. .7-� {R�}L � {R†}L

��� s = 0 ��3�,�-+ 73. Kmn

Kmn =
kRf

4
·

1 +
kR
4kD

αmn
√
f

1 +
kR
2kD

(1 + αmn)
√
f +

k2
R

8k2
D

(αmn + 2βmn)f

, N<'('C&O

� ηmn 73.  ��43-2��4� NhO � 2���3-2��4� NlO ��-7K- 2�-������ ����5  ��2�-2 2�-�8

��

ηSmn =
1 +

kR
4kD

αmn
√
f

1 +
kR
2kD

(1 + αmn)
√
f +

k2
R

8k2
D

(αmn + 2βmn)f

, S − Πp, N<'('C<ZO

ηTmn = 1 − 1

3
·

kR
4kD

(2 − αmn)
√
f +

k2
R

8k2
D

(αmn − 2βmn)f

1 +
kR
2kD

(1 + αmn)
√
f +

k2
R

8k2
D

(αmn + 2βmn)f

, T − Πp. N<'('C<[O

"7- 9

αmn =
1

1 +
√
iδmnτdf

+
1

1 +
√
−iδmnτdf

, βmn =
1

(1 +
√
iδmnτdf)(1 +

√
−iδmnτdf)

,

kD = 4πRD * 7�//�0�����. ��� 2��2�  ���� 2� 73. �0�2�����4�  3�,�.1 kR =

vWR/f = 4πR2∆WR * �-��=�����. ��� 2��2�  ���� 2� �0�2�����6 �-��+;���=��1

δmn * ,� 2�2�  ��43-282���3-2��4�  +-K�����. 73. ���5 [N•−
n . . .M•+

m ]1 ��2���. 0�8

7�-2 . /��+�3�6 N<'('CO'

�����-��. 73. !#� +�>�� ��3�,�29  3-7�HF�+ �;��0�+' ���-7-3�+ �-3�,��5

Mm→m′ = Mm −Mm′ , Pm→m′ = Pm − Pm′ . N<'('CCO

��� ��0�� 2� �� -3-��� 2-6 N��3.��0�=�HO +->7�  � 2�.��.+� m � m′ � ��7���3��

� 7��+�4��2�5� ���7��2�� �� �-��+;���=��' ��0�� 29 ;�7-2 ;��29 . 2�39�� 73.

&&E



 � 2�.��6 m � m′  �7������5+�  2�2� 2�,- ��+� �- �+�: Zm = Zm′ ' �����-��.

73. ��-7-��5� 2���+ �;��0�+ �-3�,�� �����+�H2 ��7:

Ṁm→m′ = −
∑
n

(KmnMm −Km′nMm′)Nn −
Mm→m′

Tmm′
, N<'('C(O

Ṗm→m′ =
∑
n

(KmnMm −Km′nMm′)Nn,

� ��,�39�5- � 3���. 73. ���  3-7�HF�-:

Mm→m′(t = 0) = Zm
∑
n

(ηmn − ηm′n)ZnPg = −Pm→m′(t = 0). N<'('CGO

����+ �;��0�+1 ��� t = 0 ��7���35 � ���7��25 ����;�-2�H2 !#� �7�������6 �+8

�3�2�751 �� ��0��4� 0���� � ��3��+  ��2�-2 2���  �0�- 2�5+� ���-- �-0�392�2�+�

P&(&Q' �-+ �- +-�--1 ���-2�,- �� �����-��. 73. ��3.��0�=�� ��8��->�-+� 7� 2�8

2�,��  3�>�5-' �3. 7�39�-6K�� ����F-��6 ��-7��3�>�+1 ,2�  2-�-�9  ��43-28

2���3-2��4�  +-K�����. 0� ��-+. τ ′D = fτd 7� 2�2�,�� +�3�: δmnfτd � 1' ��8

��- ���;3�>-��- �;5,�� �5��3�.-2 . 73. �� 2����� �;5,��6 �.0�� 2�1 �����+-�1

��� Raa = 5 ��4 2�-+1 D = 10−9 k2Mm1 δmn/γe = 1 kl1 � lhc= 0.5 ��3�,�-+

δmnfτd = TSAδmnR
2
aa/D ≈ 2.2 × 10−21 47- γe * 4���+�4��2��- �2��K-��- @3-�2����'

�- +�2�. �� @2� � 3���- !#� ��8��->�-+� +�>-2  �F- 2�-��� ��-�� ��7�29 ���8

���- ��H  ������H ��3.��0�=�H � +�4��2��+ ��3- B0' ���-2�,- ��- �����-��. �

2���+ ���;3�>-��� N,� 2� ��05��-+�+ ��0���.0�� 2�5+ ���;3�>-��-+ P(GQO1 ���8

�-7-�5 ��>-'

��0���.0�� 2��- ���;3�>-��-' �3. ����F-��. ���-2�,- ��� ��@//�=�-�2�� ;�8

7-+  ,�2�29 �-��=�H �-��+;���=�� 7�//�0�����8���2��3���-+�6: kR � kD1 ,2�

2���,�� 73. �-��=�6 ��7���3��' ��47� 73. ηmn, Kmn +�>�� 0��� �29:

Kmn ≈ kD
√
f

1 +
√

|δmn|fτd/2
4 + 2

√
|δmn|fτd/2

, ηSmn → 0, ηTmn ≈ 1 − 1

3
·
√
|δmn|fτd/2

2 +
√

|δmn|fτd/2
. N<'('CDO

��F- 2�-���1 ,2� � Kmn1 � ϕTmn  �39�� 0��� .2 �2  2-��,- ��4� /��2��� f '

	 3� ��-7��3�>�291 ,2� @//-�2���� 29 ��� 0� ��-+. τ ′D = fτd1 +�3�1 2� �-8

3�,���
√
|δmn|fτd/2 2�>- +�3�1 � 0��,-��. Kmn � ηmn  3�;� 0��� .2 �2 δmn' ��47�

+�>�� ���;3�>-��� ��-7 2���29 Mm1 Nn � Kmn � ��7- P&(&Q:

Mm = ZmNr + δMm, Nn = ZnNr + δNn, Kmn = k0 + δkmn, N<'('C)O

 ,�2�.1 ,2�

δMm � ZmNr, δNn � ZnNr, δkmn � k0. N<'('CEO

&&B



"7- 9 Nr * ��3��. ���=-�2��=�. ��7���3�� N•− �M•+ � k0 *  �-7�.. ��� 2��2�  ��8

�� 2� �-��+;���=��' "��,-��- k0 +�>�� ��3�,�29 �0 �;F-4� �5��>-��. 73. Kmn1

��3�4�. δmn = 0 N�� ��39�� ���  3�;� �3�.-2 ��  ���� 29 �-��+;���=��O1 2�47�1

�����+-�1 ��� 7�//�0�����+ ���2��3- �-��=�� +5 ��3�,�-+ k0 = kD
√
f/4' #�78

 2��3.. @2� �-3�,��5 � �����-��- N<'('C(O � ��-�-;�-4�. � -+� ,3-��+� �2���4� �

2�-29-4� ���.7�� �� δMm1 δNn � δkmn1 +5 ��3�,�-+ �����-��. 73. ��-+.��0�-K-�8

��6 !#�:

Ṁm→m′ = −k0NrMm→m′ − k0βm→m′N2
r −

Mm→m′

Tmm′
, N<'('CBO

Ṗm→m′ = k0NrMm→m′ + k0βm→m′N2
r ,

47-

Nr =
N0
r

1 +N0
r k0t

N<'('(%O

��� 5��-2 . �3�  �,- ��+ ���-2�,- ��+ 0�����+ �-��=�� �2���4� ���.7��  ���8

 2��2�6  ���� 2� k01 � N0
r * ��,�39��. ���=-�2��=�. ��7���3��1 ��2��5- �0;->�3�

4-+���39��6 �-��+;���=��' �3. 2���3-2��4� ��-7K- 2�-����� 4-+���39��6 ���5

� ��0���.0�� 2��+ ���;3�>-��� @2� �-3�,��� ����2�,- ��  ����7�-2  Pg' 
��>�8

2-39

βm→m′ = Zm
∑
n

δkmn − δkm′n

k0
Zn = Zm

∑
n

kmn − km′n

k0
Zn N<'('(&O

�2�-,�-2 ��3.��0�=��1 �;��0����K-6 . � �;S-+�5� �-��=�.� ��7���3��' 	4� 3�,K-

�-�-�� �29  � ��390�����-+ ����6 �-3�,��5 γm→m′ �+- 2� βm→m′ P&(&Q:

γm→m′ =
βm→m′Pg

P (t = 0)m→m′
. N<'('(<O

����. �-3�,��� ���+-��� ����� C �  3�,�- kR � kD1 73.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-�8

���� ���  2�-+�2 . � *& P&(&Q' ���-2��� !#� ��3�� 29H ���-7-3.-2 . �-3�,���+�

N0
r k01 γm→m′ � Tmm′ P&(&Q'

$  �2��=��1 ��47� ��0���.0�� 2��- ���;3�>-��- �-���+-��+�1  3-7�-2 �-K�29

�;F�- �����-��. N<'('C(O � �- ;�3-- ��� 25- �����-��. N<'('CBO'

���-2��� 2�K-��. ��� �2-3-6' $ @� �-��+-�2�� �� !#� �;5,�� ���=-�2��=�.

2�K�2-3. 7� 2�2�,�� �-3���1 2�� ,2� 2�K-��- ���� ��7�2 �� ��-+-��� ����,- &%%

^m1 2�47� ��� ��-+-���- ��0�-K-��- !#�1 ��� �����3�1 �- ��39��  �2-� ���� -���7'

&<%
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√
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��+�	
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��� "��������� ��������
� #�
-�	
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����� ���-�
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#�@2�+� ���-2��� 2�K-��. �- �0�,�-2 . � @� �-��+-�2�� �� !#�' �-+ �- +-�--1

��� 2��2�  ���� 2� 2�K-��. kQ +�>�� ���-7-3�29 �0 @� �-��+-�2�� �� 3�0-���+�

�+��39 ��+� /�2�3�0�1 ��@2�+� �� ,-2 kQ 73.  2-��,- �� 0�2��7�-���6 �-��=��

2��>- ��-7 2��3.-2 ��2-�- ' �3. ����-7-��. 2���4� �� ,-2� ����-7-+ �-���- ����8

�-��- �  � 2-+- N<'('GO � 7�//-�-�=��39��+� ��7�  � ��390�����-+  2��7��2��6

���=-7��5 P&B1 <%1 &G(1 &GGQ

Ṅ = −N/τ∗ − kQcN, N<'('(CO

 ��� 2��2�6 2�K-��.1 �����6

kQ =

∞∫
0

R∗(t) exp(t/τ∗)dt = {R∗}L(s = −1/τ∗). N<'('((O

�3.  ��;�7��6 7�//�0�� � +�3�4� �-��=�����4� �.2��  �  2-��,- ��+ /��2���+

f � 1 ��� 2��2�  ���� 2� ����� P&<CQ:

kQ =
kIkDf

kD + kI
√
f
, N<'('(GO

47- kI = 4πR2∆WI * �-��=�����. ��� 2��2�  ���� 2� �0�2�����4� 2�K-��.' �3. ��8

�-2�,- �� ���2��3���-+�6 �-��=�� NkI � kDO ��� 2��2�  ���� 2� ������=����39��

f : kQ = kIf 1 � �  3�,�- 7�//�0�����4� ���2��3. NkI � kDO kQ = kD
√
f P&<CQ' �3.

f � 1 @2� 0��,-��- ��� 2��25  ���� 2�  �F- 2�-��� ��-�� ��7�2 kDf 1 ��2���-  3-8

7�-2 �>�7�29 �0 ��� 25� ��2��2���5�  ��;��>-��6' ����- �-�>�7����- ���-7-��-

��� 2��25  ���� 2� +�>�� ��. ��29  3-7�HF�+ �;��0�+' #�� 7�//�0�����+ ���8

2��3- �-��=�� ��>756 ���2��2 ��� �2-3.  �-��=����5+ �.2��+ 7�3>-� �����7�29

� ��+�,- ��6 �-��=�� +->7� ��+�' $-��.2�� 29 2�4�1 ,2� �-��56 >- ���2��2 ���8

 �2-3.  +�3-��3�6 ;-3��  +�35+ �-��=����5+ �.2��+ ?� �-K-�A1 2'-' �����7�2 �

��+�,- ��6 �-��=�� +->7� ��� �2-3-+ � �.2��+1 �,-��7��1 ����� f ' �-+ �- +-�--1

7�>- - 3� �-��56 ���2��2 �- .�3.-2 . ?� �-K�5+A1  �F- 2��-2 �-��.2�� 29 2�4�1

,2� � ��7- � 2�-,� ��� �2-3. � ;-3�� ����0�67-2 ��2. ;5 �7�� ���2��2 ��� �2-3.

� �-��=�����4� �.2��1 2'-' ���67-2 ��+�,- ��. �-��=�.' J2� ��0+�>�� ;3�4�7��.

/��7�+-�2�39��+�  ��6 2�� 7�//�0�����4� 7��>-��. �-�4-�2��: ��>7�. � 2�-,�

7��� ,� 2�= � >�7�� 2�  � 2��2 �0 ;�39K�4� ,� 3� ���2���5� ���2��2�� N�� '<'&DO'

�� ,-2 7�-2 �-��.2�� 29 ��2. ;5 �7��4� ?� �-K��4�A ���2��2� 0� � 2�-,� �-�4-�2��

�����6
√
f P&<CQ1 ��@2�+� � ��-7-3- 7�//�0�����4� ���2��3. �-��=�� ��� 2��2�

2�K-��. ����� kQ = kD
√
f '
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	��

 Kmn/Kiso
mn �� f "�
 kR � kD ��"��+	��

�
	
��� kR � kD �"�	��
�	�� �
	
�� 
 kR = kD ������	�� �
	
��� *#��� R = 50 �	�������

D = 10−9 =2E@� δmn/γe = 1 => ���� ��� τdδmn = 4.4��

�� �� 6���������+ 	��������	�� 	�����
������ �� ����(
��,

��� �����	�������� �����	��

$ - ��-7-��5- �5K- ���-2�,- ��- ����+-2�5 NkQ1 Kmn � ηmnO  �F- 2�-��� 0���8

 .2 �2  2-��,- ��4� /��2��� f ' #���>-+1 ��� �-7�2  -;. @2� 0��� �+� 2� �  3�,�8

.� �-��=�����4� � 7�//�0�����4� ���2��3.1 � 2��>- � ���+->�2�,��6  �2��=��

N�� '<'&)8<'&BO'

��� 2��2�  ���� 2� 2�K-��. ������=����39�� f ��� �-��=�����+ ���2��3- �-8

��=��1
√
f * ��� 7�//�0�����+ ���2��3-1 � � ���+->�2�,��+  3�,�- NkI = kDO

0��� �+� 29 �+--2 ;�3--  3�>�56 ��7 N�� '<'&)O' "7- 9 73. �7�; 2�� �� ���.2�.

��-7 2��3-�5 �- �-3�,��5 kQ1 � �2��K-��. kQ/kisoQ 1 47- kisoQ = kQ(f = 1) * ��� 2��8

25  ���� 2�  /-��,- �� �0�2�����4� 2�K-��.'

���3�4�,�5+ �;��0�+ Kmn/K
iso
mn N47- Kiso

mn = Kmn(f = 1) *  ���� 29 �-��=��

� �0�2�����+  3�,�-O .�3.-2 . 3��-6��6 /���=�-6 f 73. �-��=�����4� ���2��3.

�-��=��1 ��� 7�//�0�����+ ���2��3- �  �����2-39�� �-;�39K�� 0��,-��.� f N2��

&<C



,2� �-3�,���
√
|δmnfτd| +�3�O 0��� �+� 29 �+--2 ��7

√
f 1 � ��� kR = kD �+--2 .

;�3--  3�>��. 0��� �+� 29 �2 f N�� '<'&EO'

#��-7-��- ����+-2���1 �����2-��0�HF�� @//-�2���� 29 �;��0�����. 4-+���398

��6 !#�1 ����0��� �� �� '<'&B' $+- 2� �-3�,��5 ηmn1 ��2���. � ;�39K�� 2�-  3�8

,�-� N���+-  3�,�.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-����� � kR � kDO 3�K9 �-0��,�2-39��

�23�,�-2 . �2 -7���=51 07- 9 ��-7 2��3-� ����2��56 �5��7 �-��+;���=�� ϕmn =

1−ηmn 73. NZO 2���3-2��4� � N;O  ��43-2��4� ��-7K- 2�-������' �3. �-��=�����4�

���2��3. �-��+;���=�� NkR � kDO1 �,-��7��1 � ϕTmn1 � ϕSmn ����5 ��3H' $ ���2�8

����3�>��+  3�,�- ϕSmn = 1 N�- �����7�2 . �� �� '<'&B;O1 � ϕTmn ������=����3-�
√
f 73. �+-�-��5� 0��,-��6 f N2'-' ���

√
δmnτdf � 1O � �- ��39�� �2�3��.-2 . �2

√
f ��� ��-3�,-��� f ' #�� kR = kD1 �;- �-3�,��5 7� 2�2�,��  3�>�5+ �;��0�+

0��� .2 �2 f N�� '<'&BO'

��2-�- ��1 ,2� �2 #�
 0��� .2 �- 2�39�� ��  ,�2���5- �5K- ��@//�=�-�251

�� � ��-+-�� .7-���6 T18�-3�� �=�� � ����+�4��2��+  � 2�.���1 ��� ;53� �;����8

>-�� @� �-��+-�2�39�� ��� �0�,-��� +-2�7�+ !#� �-;�39K�� +�7-39�5� ;-3���

� ��03�,�5�  � 2�.��.� PCC1 C(1 &()Q' �����. 0��� �+� 29 +�>-2 ;529 ��� ��� ���

��+�F� ��7��7� ������8"�;� P&)DQ'

$ �;F-+  3�,�- ��-+. ���7�39��6 �-3�� �=�� T1 .7��  �  ����+ 1
2
1 �50���8

��. 7���3987���39�5+ �0��+�7-6 2��-+  7��4�+  ����+ 1
2
1 ��� 5��-2 . /��+�3�6

P&))Q:

1

T1
=

1

4

(
�γNγS
r3
NS

)2 (µ0

4π

)2

{J(ωN − ωS) + 3J(ωN) + 6J(ωN + ωS)}, N<'('(DO

47- µ0 * �� ����+,��� 29 �����+�' ��  +�2��+ �;- �0+�>�5- � 7����+  3�,�-  �8

2��=��1 ��47� �2���6  ��� .�3.-2 . @3-�2����5+ �3� .7-��5+1 ,2�  ��2�-2 2��-2

.7-���6  ������6 �-3�� �=�� � ��7���3�� � 7��+�4��2�5� ���7��2��' $ �����-8

��� N<'('(DO ωN � ωS * ,� 2�25 3��+�����6 ��-=-  ��  ���� .7�� � �2���4�  ����1

γN � γS * �� 4���+�4��2�5- �2��K-��.1 rNS * ��  2�.��- +->7� ��+� � J(ω) *

 �-�2��39��. �3�2�� 29 K�+�1 ��2��56 �����7�2 � �-3�� �=��1 �� ,� 2�2- ω' $

 ��2�-2 2���  +�7-39H P&)DQ �+--+

J(ω) =
2

5

[
S2τM

1 + (ωτM)2
+

(1 − S2)τc
1 + (ωτc)2

]
, N<'('()O

47- S2 * �;�;F-��56 ����+-2� ���.7��1 ��-+. ����-3.=�� τ−1
c = τ−1

M + τ−1
e 1 47- τM *

 ��2�-2 2��-2 7��>-��H ;-3�� ��� =-3�4�1 � τe * ���2��+�3-��3.���+� 7��>-��H
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� 2�2�� � +�3-��3.���6  � 2-+- ����7���2' $-3�,��� S2 .�3.-2 . +-��6 �+�3�2�75

7��>-��6 �  �.0���  #�
'

���,�3� ��  +�2��+  ���8�-K-2�,��H �-3�� �=�H � 7��+�4��2��+  � 2�.���

�+����� 3�2��4� � 2�2��' �3. ��� 2�25 ;�7-+  ,�2�291 ,2� �2���- .7�� .�3.-2 .

.7��+ 2�4� >-  ��2�1 2'-' ,� 2�25 3��+�����6 ��-=-  �� 7��� .7-�  ����7�H2: ωS =

ωN ' ��47� �5��>-��- N<'('(DO +�>�� �-�-�� �29 ���

1

T1

=
1

T dia1

=
1

4

(
�γ2

N

r3
NS

)2 (µ0

4π

)2

{J(0) + 3J(ωN) + 6J(2ωN)}. N<'('(EO

$ ����+�4��2��+  � 2�.��� ωS = ωe � ωN � J(ωe) → 0 �  �39��+ +�4��2��+ ��3-'

$ �-0�392�2- +5 ��3�,�-+ �5��>-��-:

1

T1
=

1

T para1

=
3

4

(
�γNγe
r3
Ne

)2 (µ0

4π

)2

J(ωN). N<'('(BO

�
� �5 ���4� ��0�-K-��. �4����,-� K�����+� 3���6 ���.7�� &%8&%% qr �1  ��28

�-2 2�-���1 ��-+-�� ���-�-,��6 �-3�� �=�� T dia2 ����7�H2 � 7����0�� &%8&%% km'

$  3�,�- ;5 2�5� 7��>-��6 T dia1 ≈ T dia2 1 2���+ �;��0�+1 �
� �5 ���4� ��0�-K-8

��. ��0��3.-2 ���-7-3.29 ��-+-�� �-3�� �=�� T dia1 ;�39K- �3� ���.7�� &%8&%% km'

�3-7���2-39��1 +-2�7 �4����,-� ��0��3.-2 �  3-7���29 +�3-��3.��5- 7��>-��.  

��-+-��+� ����-3.=�� τe1 3->�F�+� � ���� -���7��+ 7����0��-' �080� ;�39K�6

��0��=5 � 4���+�4��2�5� �2��K-��.� γe � γN @3-�2���� � .7�� ��-+. �-3�� �=��

� ����+�4��2��+  � 2�.��� T para1 4���07� ����,-1 ,-+ ��-+. T dia1 � 7��+�4��2��+

 � 2�.���' 
-2�7 ��-+.��0�-K-���6 !#� 7�-2 �����39��H ��0+�>�� 29 �0+-�.29

��-+-�� T para1 1 �+-HF�- 0��,-��. �2 �- ��39�� +���� -���7 7� <%% µm' J2� ��08

��3.-2 �0�,�29 +�3-��3.��5- 7��>-��. �� ���� -���7��6 ��-+-���6 K��3- PCCQ'


-2�7 !#� 2��>- ��0��3.-2 ��3�,�29  �-=�/�,��H ��/��+�=�H 73. �27-39�5�

�+����� 3�2�5� � 2�2���1 ,2� ��>�� 73. ����+���. /���=�6 ;-3���'

$�-+-�� �-3�� �=�� T para1 �0�- 2�5 73. � -� !#�8��2���5� �+����� 3�2 �0 @� 8

�-��+-�2��  ��-+-��5+ ��0�-K-��-+ P&)E1 &)B1 &E%1 &E&Q' ��0�+�� ��-7��3�>�291

,2� � �� ��-7-3-��.  ������6 �3�2�� 2�1 �  2���2��5 73. ��7���3�� �+����� 8

3�2 �  ��2�-2 2��HF�� � 2�2��� � ;-3�- ����2�,- ��  ����7�H2' �� �-��� �; @2�+

4�����2 2�2 /��21 ,2�  �-�2�5 4-+���39��6 !#� � �;���  3�,�.� �543.7.2 �7���8

����' ��47�1 �� ��39�� ��-+-�� ����-3.=�� τaae 7��>-��. �+����� 3�2 ��� =-3�4�

�0�- 2�5 � ����5 ���+-��� &%% sm � ��7�5� �� 2�����1 �� +�>�� � ��390���29 �

&<D



��,- 2�-  2��7��2� 73. ���-7-3-��. ��7��>�� 2-6 � 2�2��� � ;-3�-' �-6 2��2-398

��1 - 3� �0.29 �2��K-��- T para1 73. �+����� 3�2��4� � 2�2�� � ;-3�- T para1 (pr) �

 ��;�7��6 �+����� 3�25 � �� 2���- T para1 (aa)1 �0 �����-��. N<'('(BO  3-7�-2

T para1 (pr)

T para1 (aa)
=
Jaa(ωN)

Jpr(ωN)
. N<'('G%O

#� ��39�� 73. �+����� 3�2  �-�2��39��. �3�2�� 29 Jaa(ωN) ���-7-3.-2 . 2�39��

����+-2��+ τaae

Jaa(ωN) =
2

5
· τaae
1 + (ωNτaae )2

N<'('G&O

� �-3�,��� S2 �;5,�� �0�- 2�� �0  �-�2��� 4-2-��.7-���4� �
� �5 ���4� ��08

�-K-��. P&E<Q1 �0 �2��K-��. N<'('G%O +�>�� ���-7-3�29 τe � τM ' ���>- ��0�+��

��-7��3�>�29 ,2� S2  ����7�-2 � 7��8 � ����+�4��2��+  � 2�.��.�1 �� ��39�� ��8

3�,�- ����2��>���F�� ��7���3�� �- � �-��-2 ����- 2� � 0�+-2�5+ �0+-�-��.+

 2���2��5 ;-3���1 �;5,�� ���� ��7.F-6 �� +�33� -���7��6 K��3- ��-+-�' �-7��8

��- @� �-��+-�25 �� !#� ����0�3�1 ,2� � ;-3��� �-3�,��5 τe ����-3���H2  #�


 ��2�-2 2��HF�� � 2�2��� PCCQ'

�� �� ��������� �� ��(���� ���&����� �����	�����

������+ ��3�,-��5- �-0�392�25 73. ;-3���  �-0�392�2�+� 73. �+����� 3�2' ���

����05��H2 @� �-��+-�25 �� !#� ;-3��� PCC1 C(1 &()Q1 � =-3�+ ��� 2��25  ���� 2�

�-��+;���=�� � 2�K-��. k0 � kQ 73. ;-3��� �- ��39�� +-�9K-1 ,-+ 73. �+����� 8

3�21 � �+�3�2�7� 4-+���39��6 !#�  3�;--' #��  ����-��� �-0�392�2�� 73. ;-3���

�  ��;�7�5� �+����� 3�2 � �� 2���- ;�7-+  ,�2�291 ,2�  ��;�7�5- �+����� 3�25 �

��� �2-3� �+-H2 �0�2�����H �-��=�����H  �� �;�� 29 � ,2� ��7�� ;-3�� Rpr 4�8

��07� ;�39K- ��7�� �� ��� �2-3. � �+����� 3�25 Rdye � Raa' �3-7���2-39��1 ��@/8

/�=�-�2 7�//�0�� ;-3��Dpr 4���07� +-�9K-Ddye �Daa' ���>- 73. ��� 2�25 ;�7-+

 ,�2�29 ��7�� 5 � ��7��>�� 2� ��� �2-3. � �+����� 3�25 ����5+�: Rdye = Raa1

Ddye = Daa'

$ 2� ��-+. ��� �-��=��  �,� 2�-+ N•− � M•+ � -47� ���2-��H2 � �->�+- 7�/8

/�0�����4� ���2��3.1 2�K-��- ��� �2-3. +�>-2 ;529 � 7�//�0�����1 � ���-2�8

,- �� ���2��3���-+5+ � 0��� �+� 2� �2 �5;��� �����-2��6  � �2-+5' �����+-�1
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�-��=�� /�2���0;�>7-���4� <1<′87�����7�3�  4� 2�7���+ � 2���2�/���+ � �-68

2��39��+ �� 2���-  ��2�-2 2�-��� ���-2�,- �� � 7�//�0����� ���2��3���-+51 �

�-��=�.  2���0���+ ��-7 2��3.-2  �;�6 ���+->�2�,�56  3�,�6 P&ECQ'

���,�3� �5,� 3�+ ��� 2��2� 2�K-��.' �3.  ��;�7��6 �+����� 3�25 Nf = 1O

�+--+ 73. kQ  ��2�-2 2�-��� � ���-2�,- ��+ � 7�//�0�����+ ���2��3-:

kaaI = 4π(Raa +Rdye)
2∆WI = 16πR2

dye∆WI , N<'('G<O

kaaD = 4π(Raa +Rdye)(Daa +Ddye) = 16πRdyeDdye.

�3. ;-3�� �+--+  3-7�HF�- 0��,-��. kQ

kprI = 4π(Rpr +Rdye)
2∆WIf ≈ 4πR2

pr∆WIf = 4πR2
aa∆WI × TSA, N<'('GCO

kprD = 4π(Rpr +Rdye)(Dpr +Ddye)
√
f ≈ 4πRprDdye

√
f = 4πRaaDdye

√
TSA.

�,�2�. Raa = Rdye1 ��3�,�-+  3-7�HF�- �2��K-��. kQ � ;-3�- �  ��;�7��6 �+���8

�� 3�2-

kprI
kaaI

=
TSA

4
,

kprD
kaaD

=

√
TSA

4
. N<'('G(O

$ 2� ��-+. ��� ��� ���-2�,- ��+ ���2��3- �-��=�� kQ �,-��7�5+ �;��0�+ 3��-6��

0��� �2 �2 #�
1 ��� 7�//�0�����+ ���2��3- �-��=�� --  ���� 29 ������=����39��
√

TSA' 
�3-- �;F�- �-0�392�25 ��� Raa �= Rdye1 Daa �= Ddye 2��>- 3-4�� ��3�,�H28

 . �0 �;F-6 /��+�35' #� ��39�� �-��=�. �-��+;���=�� ��7���3�� 7�//�0�����

���2��3���-+� Nk0 = kD
√
f/4O1  3-7�-2 �>�7�29

kpr0
kaa0

=

√
TSA

4
. N<'('GGO

�2��1 � ��� 2��2� 2�K-��.1 � ��� 2��2� �-��+;���=�� 73. ;-3��� +-�9K-1 ,-+  �8

�2�-2 2��HF�- ��� 2��25  ���� 2� 73.  ��;�7�5� �+����� 3�2' ����56 �-0�392�2

��,- 2�-���  �43� �-2 .  @� �-��+-�2�39�5+� 7���5+� PCCQ'

$-3�,��� 4-+���39��6 !#� 7�-2 . �5��>-��-+ N<'('CGO1 47- 0��,-��. ����2�8

�5� �5��7�� ηmn  3-7�-2 ��7 2���29 �0 N<'('CDO' "7- 9 +5 �4����,�+ . �5,� 3-��-+

�2��K-��. 4-+���39�5� !#� 73. 2���3-2��4� ��-7K- 2�-����� � 7�//�0�����8

���2��3���-+�6 �-��+;���=��1 ��47� ��,�39��. ��2-� ���� 29 !#� �����

Pgem = Pm→m′(t = 0) N<'('GDO

≈ cZm
∑
n

[ √
|δmn|τdf/2

2 +
√

|δmn|τdf/2
−

√
|δm′n|τdf/2

2 +
√
|δm′n|τdf/2

]
ZnPg

3
∝
√
τdf.
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�3.  ��;�7��6 �+����� 3�25 Nf = 1O1 τd = (Raa +Rdye)
2/(Daa +Ddye) = 2R2

dye/Ddye1

� 73. ;-3�� τd = (Rpr + Rdye)
2/(Dpr + Ddye) ≈ R2

pr/Ddye' ��0�+�� ��-7��3�>�291

,2� +�4��2�5-  ��6 2�� N��� 2��25 ��$ � g8/��2���O �1  3-7���2-39��1 δmn  ��8

��7�H2 73.  ��;�7�5� �+����� 3�2 � � 2�2��� � ;-3�-' #�7 2��3.. f �0 �����-��.

N<'('<O1 ��3�,�-+  3-7�HF-- �2��K-��- 4-+���39��6 !#� 73. ;-3�� �  ��;�7��6

�+����� 3�25:

P pr
gem

P aa
gem

=

√
TSA

2
. N<'('G)O

�����. /��+�3� ��-7 ��05��-2 +-�9K�H ��2-� ���� 29 !#� 73. ;-3��' ����+ >-

�;��0�+ �-7-2  -;. ����+-2� βm→m′ 1 �� ��39�� �-3�,��5 βm→m′ � Pm→m′(t = 0)

 �.0��5  ��2��K-��-+ N<'('(<O1 47- γm→m′ ≈ 3 � �;���  3�,�.�'

�� � ��(��� &��	� � ���	��+	��� ���	
������� 
������

$ - �03�>-��5- �5K- �-0�392�25 ;53� ��3�,-�5 73. ;-3��  �7��+ �-��=���5+

�.2��+ �� ���-���� 2�1 ,2�1 �7����1 .�3.-2 . �-2���,��6  �2��=�-6 � @� �-��+-�8

2�� PC<1 CC1 C(1 &()Q1 47-1 ��� �����3�1 �+--2 . �- ��39�� ��� 2��� 2�-��� 7� 2���5�

73. +�3-��35 ��� �2-3. �+����� 3�2�5� � 2�2���' #�@2�+�1 �- +�2�. �� 2�1 ,2�

�-0�392�251 ��3�,-��5- 73. ;-3��  �7��+ �-��=����5+ �.2��+1 7�H2 ��,- 2�-��-

��-7 2��3-��- � 0��� �+� 2� ��3.��0�=�� �2 #�
1 73. +�7-3�������. @� �-��+-�8

2�39�5� ���-2�� !#� �-�;��7�+� �;�;F-��- 2-���� 73. ��  +�2�-��. �- ��39���

7� 2���5� !#�8��2���5� �+����� 3�2�5� � 2�2��� � +�3-��3- ;-3��' #�� @2�+

2�-;�-2 . ��3�,�29 �5��>-��. 73. 0��� �+� 2� ��� 2��25 2�K-��.1 ��2-� ����8

 2� 4-+���39��6 !#� � ��� 2��25 �-��+;���=�� �27-39�5� � 2�2��� �2 �� 7� 2��8

�� 2�' ���-- � 2-��-2�,- ��6 ��;�2- P&E(Q ;53� �;����>-��  �F- 2�-���- �0��+��-

�3�.��- 7��� �-��=����5� �.2-�1 �� ��3�>-��5� �� ���2�����3�>�5� ��3H ��

 /-��,- ��6 +�3-��35: �  3�,�- ;3�0�� �� ��3�>-��5� �.2-� ��� 2��25 2�K-��.

73. ��>7�4� �0 ��� 0��� .2 �2 ��  2�.��. +->7� ��+�' ����+ �;��0�+1 �+--2 +- 2�

 ��-�;��0��. ?��2-�/-�-�=�.A �-��=����5� �.2-�' �  �>�3-��H1 � ��K-+  3�,�-

�-��0+�>�� ����.+�H � ��390���29 �-0�392�25 ��;�25 P&E(Q � ��;�2 ���62��� �

7�'1 �� �.F-��5� �� ,-2� @//-�2�� ������-�=�� �-��=����5� �.2-� P&EG1 &EDQ1 ��8

@2�+� 2�-;�-2 . ��0��2�- ���5� +-2�7�� �-K-��. 0�7�,�'

���-2�,- ��- �����-��.' �3. ��3�,-��. �����-��61 ��� 5��HF�� �;��0�����.
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!#� � /�2���+�,- ��� �-��=�.� ;-3���1 ��  +�2��+ ;-3��  �- ��39��+� 7� 2��8

�5+� !#�8��2���5+� �+����� 3�2�5+� � 2�2��+� �� ���-���� 2�1 ��2��5- ���8

������H2 0� +�3-��3� ��� �2-3.' "7- 9 ;�7-2 �  3-7���29 .  �2��=�.1 ��47� ���8

=-�2��=�. ;-3�� c � N 1 73. ��2���6 ������-�=�. 0� ��� �2-39 ��>�� 2�39�� ��

 2�7�� 2�K-��.1 ��2�+� ,2�  �2��=�.1 ��47� �� �7��6 +�3-��3- ;-3�� ����7�2 . 7��

��7���39�5� =-�2��1 .�3.-2 . +�3��-��.2��6' ����6 �5;�� ���=-�2��=�� �-�4-�8

2�� ��-7��,2�2-3-�  2�,�� 0�-��. ����-7-��. @� �-��+-�2�1 �� ��39�� �,-2 �����8

�-�=�� 0� ��� �2-39 �� ��7���39��6  2�7�� �-��=�� +�>-2  �F- 2�-��� � 3�>�.29

���3�0 ���-2�� !#�'

�3. ���=-�2��=�� ��0;�>7-��5� +�3-��3 ��� �2-3. +�>�� 0��� �29  3-7�HF--

�����-��-:

Ṅ = −c
∑
i

kiQN = −ckQN, N<'('GEO

47- kiQ * ��� 2��2� 2�K-��. ��� �2-3. i8+ 7� 2���5+ � 2�2��+ � kQ * ��3��. ���8

 2��2� 2�K-��.' ���-2��� �;��0�����. ��7���3�� i84� � 2�2�� Ri1 �  ��H �,-�-791

��� 5��-2 . �����-��-+:

Ṙi = ckiQN, N<'('GBO

�0 ��2���4� +�>�� ��3�,�29 �5��>-��- 73. ���=-�2��=�� ��7���3�� ��>7�4� � 2�28

�� �� 3- 0��-�K-��.  2�7�� 2�K-��.1 ��2���- ����� ���=-�2��=�� 4-+���39�5�

��7���39�5� ���1  �7-�>�F�� ��7���3 i84� � 2�2��:

Rst
i =

kiQ
kQ
N0. N<'('D%O

�3. ��3�,-��. 4-+���39��6 ��3.��0�=�� Pi(t = 0) � 2�2��  3-7�-2 �+��>�29 ,� 8

3� 4-+���39�5� ���1  �7-�>�F�� 7���56 � 2�2��1 �� @//-�2���� 29 �;��0�����.

!#� 73. �-4�1 ��2���. ��  ,�25��-2 . �� /��+�3- N<'('CGO' ��47� 73. !#� i84�

� 2�2�� �� 3- 0��-�K-��. 4-+���39��6 �-��+;���=�� �+--+

Pi(t = 0) = δϕi × Rst
i . N<'('D&O

�0+-�-��. 7����6 �-3�,��5 ��0��3.H2 ���-7-3.29 �2�� �2-39�5- 7� 2���� 2� � 8

2�2���' 	- 0��� �+� 29 �2 #�
 73. ��03�,�5� �����-2�5�  3�,�-� ;�7-2 ��  +�28

�-�� ��>-' �-+���39��. !#� ��7���3�� i84� �+����� 3�2��4� � 2�2�� Mi(t = 0)

&C%



�+--2 2� >- �+�3�2�7�1 �� �23�,�-2 . 0����+: Pi(t = 0) = −Mi(t = 0)' �;- �-3�,�8

�5 0��� .2 �2 #�
1 2'�'  ���� 29 �;-�� ��+�,- ��� �-��=�6 N2�K-��. � �-��+;�8

��=��O 0��� �2 �2  ��2�-2 2��HF-4�  2-��,- ��4� /��2��� fi' $ �;F-+  3�,�- 73.

�- ��39��� ���������HF�� 0� +�3-��3� ��� �2-3. �-��=����5� �.2-� 0��� �+� 29

�2 7� 2���� 2� +�>-2 �+-29 �- 9+�  3�>�56 �����2-�' J2� �;� 3��3-�� �3-2�,�5+

@//-�2�+' 	 3� 7�� � 2�2�� ����7.2 . � �-�� �-7 2�-���6 ;3�0� 2� 7��4 �2 7��4�1

 2�2� 2��� ���2���5� ���2��2�� ��� �2-3.  ��>75+ �0 ���  �F- 2�-��� 0��� �2 �2

�� ��3�>-��. � 4-�+-2���  � -7�-4� �-��=�����4� �.2��' J2�2 @//-�2  ��-�K-���

�- �F- 2�-�-� �  3�,�- ���-2�,- ��4� ���2��3. �-��=�� N��47� �-��.2�� 29 2�4�1

,2� �-��=�. ���67-2 �>- ��� �-���+ ���2��2- �.2�� � ��� �2-3.1 �,-�9 +�3�O �

73. � 2�2���1 �� ��3�>-��5� 7�3-�� 7��4 �2 7��4�' $ �-���+  3�,�- ��� 2��2�  ��8

�� 2� 2�K-��. 73. ��>7�4� � 2�2�� ����� ����0�-7-��H �-��=�����6  �� �;�� 2�

Wi �.2�� i84� � �;S-+� �-��=�����6 0��5 vi:

kiQ = kiI = Wivi = 4πWi∆R
2fi. N<'('D<O

$� �2���+  3�,�- 2�-;�-2 . �5. ��291 � ����+  3�,�- �-��=����5- �.2�� �- ?��2-�8

/-����H2A 7��4  7��4�+ �1 2���+ �;��0�+1 2�K�2 ��0;�>7-��5- +�3-��35 ��� �2-8

3. �-0��� �+�' ��47� ��� 2��25 2�K-��. 73. ��>7�4� �.2�� +�4�2 ;529 ��  ,�2��5

�-0��� �+� �� ��3�,-��5+ �5K- /��+�3�+ N<'('(GO' "7- 9 +5 ;�7-+  ,�2�291 ,2�

Rpr � Raa, Rdye1 2�47� R = (Rpr +Rdye) ≈ Rpr1 D = (Dpr +Ddye) ≈ Ddye

��,- 2�-��� ���2-��6 �-0��� �+� 2� 73. 7��� � 2�2��� +�>�� ��3�,�29  3-8

7�HF�+ �;��0�+ N�� '<'<%O' #�-7 2���+  -;-1 ,2� �� ���-���� 2� ;-3�� - 29 7��

�-��=����5� �.2��  �  2-��,- ��+� /��2���+� f1 � f2' ��� �0�- 2�� �0 ���=-7�8

�5 N<'&'&(O �-�-���-7-3-��. @//-�2���5� ��-+-� � 2�-,� �-�4-�2��1 @//-�2����.

���7�3>�2-39�� 29 � 2�-,� ��� �2-3. � ��>7�4� �0 �.2-� +�>-2 ;529 ���-7-3-��

��� τ id = fiR
2/D' $ 2� >- ��-+.1 ,-�-0 ��  2�.��- L12 +->7� �-��5+ � �2��5+

�.2��+ +�>�� �5��0�29 ��-+. 7�//�0�� ��� �2-3. �2 �-���4� �.2�� 7� �2���4�

� �;��2��1 ��2���- ���+-��� ����� τ 12
L = (2L12)

2/D = 4L2
12/D' �,-��7��1 ,2�1 - 8

3� �5��3�.-2 . � 3���- τ 12
L � τ 1

d , τ
2
d 1 �0��+�5+ �3�.��-+ 7��� �-��=����5� �.2-�

+�>�� ��-�-;�-,9 �  ,�2�291 ,2� ��� 2�K�2 ��0;�>7-��5- ��� �2-3� �-0��� �+�

 ��� 2��2�+�  ���� 2�1 0�7���-+5+� N<'('(GO' 	 3� 7����- � 3���- ����K�-2 .1

�-�;��7�+� �,�25��29 ��2-�/-�-�=�H �.2-�1 7���5- @//-�25 ;�7�2 ��  +�2�-�5
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������
���4�� ���
�	�� ��
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� �����
�		�� "���	 �� ����
�����
�
 '��$

�����
 f1 
 f2 
 �������	
�� L12 ��-#� 	
�
�

��>-' ���,- 4����.1  3-7�-2  �������29 @//-�2���5- ��7�� 5 �.2-� Ri
eff = R

√
fi

 ��  2�.��.+� Lij +->7� ��+�'

J//-�25 ��2-�/-�-�=�� N���7� �5;��� ���=-�2��=�6 �-�4-�2��O  �F- 2�-��5

2�39�� ��  2�7�� 2�K-��.1 2'-' ��� �� ,-2- �-3�,�� 4-+���39��6 !#�1 ��2��5- .�8

3.H2 . ��,�39�5+ � 3���-+ � �����-��.� 73. @��3H=�� ��3.��0�=�� �2 ��-+-��'

$�7 ���-2�,- ��� �����-��61 2���+ �;��0�+1 .�3.-2 . �;F�+ � �- 0��� �2 �2 � �8

;-��� 2-6 ���2-����. �-��=�6 2�K-��.' #�@2�+� � 7�>- �;F-+  3�,�- �����-��.1

��� 5��HF�- 0��� �+� 29 !#� �2 ��-+-��1 �- ��3H,�H2 @//-�25 ��2-�/-�-�=��

�.2-� � �� +�>�� 0��� �29 7� 2�2�,�� ��� 25+ �;��0�+1 ��390�. 9 ��3�,-��5+�

�-0�392�2�+� 73.  3�,�. �7��4� �-��=�����4� �.2��' ��� � ���--1 �����-��- 73.

@��3H=�� !#� Mi � ��7���3�� i84� � 2�2��  �7-�>�2 2�� ,3-��:

Ṁi = −NrMi − ki0βiNrRi −
Mi

T i1
, N<'('DCO

47- ki0 = 4πRi
aaDdye

√
TSAi1 βi ��� 5��-2 /��+�������. !#� � �;S-+�5� �-��=�.�

�-��+;���=��  �,� 2�-+ i84� � 2�2��1 Ri * ���=-�2��=�. ��7���3�� i84� � 2�2��1 T i1

* ��-+. .7-���6 �-3�� �=�� � ��7���3�� 73. i84� � 2�2��' $  3�,�- �-��2-�/-��8

��HF�� �.2-� βi ��� 25+ �;��0�+  �.0���  �-3�,���6 4-+���39��6 !#�  ��2��8

&C<



K-��-+ N<'('(<O1 47- /��2�� γi = 3 73. 2���3-2��4� ��-7K- 2�-�����1 � ���2����+

 3�,�- 73. -- �� ,-2�  3-7�-2 � ��390���29 �5��>-��-1 ���3�4�,��- N<'('(&O' �3.

!#� ���7��2�� �-��+;���=�� N7��+�4��2��4�  � 2�.��. i84� � 2�2��O +�>�� 0���8

 �29 �����-��-:

Ṗi = NrMi + ki0βiNrRi. N<'('D(O

���=-�2��=�� ��7���3�� +�4�2 ;529 ��67-�5 �0 �-K-��.  3-7�HF�� �����-��6:

Ṙi = −
∑
i

ki0NrRi, N<'('DGO

Ṅr = −
∑
i

ki0NrRi =
∑
i

Ṙi,

��,�39�5- � 3���. 73. ��2��5� �+-H2 ��7: Ri(t = 0) = Rst
i 1 Nr(t = 0) =

∑
i

Rst
i ' ��8

��+ �;��0�+1 07- 9  ,�2�-2 .1 ,2� 7�3. �-��+;�����HF�� 4-+���39�5� ��� +�3�1

,2� .�3.-2 . ����K�+ ���;3�>-��-+ 73. 2���3-2��4� ��-7K- 2�-����� � ��0���.08

�� 2��4� ���;3�>-��. N,2�1 ��� �����3�1 �5��3�.-2 . 73. �-��=�6 ;-3��� � ��7�5�

�� 2�����O'

"��� �+� 29 !#� �2 7� 2���� 2�' J� �-��+-�2�39�� 7� 2���� 2� +�4�2 ;529

���-7-3-�5 �0 ���3�0� �+�3�2�7 4-+���39��6 !#� �27-39�5� � 2�2���1 7�3--1 7��8

�5- � 7� 2���� 2�  3-7�-2 � ��390���29 ��� +�7-3�������� ���-2�� !#� � ��3�8

,-��. ��-+-� .7-���6 �-3�� �=�� � ��7���3��' $ �;F-+  3�,�-  /��+�3�����29

0���� 0��� �+� 2� 4-+���39��6 !#� �2 7� 2���� 2� ��0+�>��1 �� �� 7� 2�2�,��

 3�>-�1 �� ��39�� 73. ��0�5� �+����� 3�2�5� � 2�2��� � ;-3�- 2�K-��- +�>-2

;529 ���-2�,- ��8 �3� 7�//�0����8���2��3���-+5+ 3�;� +�>-2 �+-29 +- 2� ���8

+->�2�,��.  �2��=�.' $� � -� 2�-�  3�,�.� 0��� �+� 29 @//-�2���� 2� 2�K-��.

��0��.1 � � �;F-+  3�,�- �0 N<'('D%O � N<'('D&O +�>�� 0��� �29:

Pi(t = 0) ∝ δϕi(TSAi)
kiQ
kQ

∝
√

TSAi

kiQ
kQ
, N<'('DDO

47- kiQ/kQ .�3.-2 . 7� 2�2�,��  3�>��6 /���=�-6 7� 2���� 2-6' �-+ �- +-�--1 - 3�

 ,�2�291 ,2� �->�+ 2�K-��. �7������56 73. � - � 2�2���1 �-0�392�25  �F- 2�-�8

�� ����F�H2 .' �����+-�1 - 3� 2�K-��- ��� �2-3-6 3H;5+ �0 � 2�2��� .�3.-2 .

7�//�0�����8���2��3���-+5+ N�����+-�1 � - 7� 2���5- � 2�2�� * � 2�2�� 2���8

2�/���O1 ��3�,�-+:

Pi(t = 0) ∝ TSAi, N<'('D)O

&CC



�� ��39��

Rst
i ∝

kiQ
kQ

=

√
fi∑

i

√
fi

∝
√

TSAi, δϕi ∝
√

TSAi. N<'('DEO

	 3� >- �-��=�� � -� � 2�2���  ��� �2-3-+ ���-2�,- �� ���2��3���-+5 N,2� �-�8

��1 �����+-�1 - 3� � - � 2�2�� .�3.H2 . 4� 2�7���+�O1 �+--+:

Pi(t = 0) (TSAi)
3/2 , N<'('DBO

,2�  3-7�-2 �0

Rst
i ∝

kiQ
kQ

=
fi∑
i

fi
∝ TSAi, δϕi ∝

√
TSAi. N<'(')%O

�3. ���+->�2�,��6  �2��=��  3-7�-2 �>�7�29 ;�3--  3�>��6 0��� �+� 2� �2 7�8

 2���� 2�' $�7��1 ,2� 0��� �+� 29 4-+���39��6 !#� �2 #�
1 ���;F- 4����.1 �-3�8

�-6�� �  �F- 2�-��� 0��� �2 �2 �->�+� �-��=�� 2�K-��.'

�,-2 �0��+��4� �3�.��. �-��=����5� �.2-�' �2�;5 �,- 29 �0��+��- �3�.��- �-8

��=����5� �.2-� ��  2�7�� 2�K-��. ��� �2-3-6 � ��  ,�2�29 ��� 2��25 2�K-��.

�27-39�5+� �+����� 3�2�5+� � 2�2��+�1 ��-7-+ /���=�H �� ��-7-3-��. n(r, t)

+�3-��3 ��� �2-3. � ;-3�� ���3�4�,�� 2�+�1 ��� @2�  7-3��� � �����-��� N&'&'BO' 
5

;�7-+ ��  ,�25��29 2�39��  2�=������5- ��� 2��25  ���� 2� 2�K-��.1 2'-' �-K�29

�����-��. 73. �����6 �3�2�� 2� n(r) ��� t = ∞1 ��47� +�>�� 0��� �29 �����-��-:

−D∆rn(r) = −
∑
i

Wi(r)n(r) N<'(')&O

 �2��>�HF�+� 4����,�5+� � 3���.+� �� ���2��2- ;-3�� � ��� �2-3. � n(r =

∞) = 1' ��� 2��2�  ���� 2� 2�K-��. ��>75+ �0 � 2�2��� N���=��39��H ��� 2��2�

2�K-��.O +�>�� ��- 2� �;5,�5+ �;��0�+ PE%1 E&Q:

kiQ =

∫
Ωi

Wi(r)n(r)dr, N<'(')<O

47- Ωi * �-��=�����. 0��� �����4 i84� �.2��' �3. �� ,-2� ��2-4��3�� N<'(')<O ��-7-+

�- 0��� .F�H �2 ��-+-�� /���=�� ����� G(r|r0)1 .�3.HF�H . �-K-��. �����-��.:

−D∆rG(r|r0) =
δ(r − r0)

4πrr0
N<'(')CO

&C(



 �2��>�HF�+� 4����,�5+� � 3���.+� �� ���2��2- ;-3�� � ��� �2-3.' #�390�. 9

+-2�7�+� 2-���� /���=�6 ����� 73. n(r) +�>�� 0��� �29:

n(r) =

∫
G(r|r0)dr0 −

∑
i

∫
Ωi

G(r|r0)Wi(r0)n(r0)dr0. N<'(')(O

��47� 73. ���=��39�5� ��� 2��2 2�K-��. +�>�� ��3�,�29:

kiQ = kiI −
∑
j

∫
Ωi

dr

∫
Ωj

dr0Wi(r)G(r|r0)Wj(r0)n(r0), N<'(')GO

47- ���=��39�5- �-��=����5- ��� 2��25 2�K-��. kiI 7�H2 . �5��>-��-+ N<'('D<O'

�3. ��3�,�-��. ���3�2�,- ��4� �5��>-��. 73.  2�=������5� ��� 2��2  ���� 2�1

0��� .F�� �2 7�//�0��1 �-�;��7�+� � ��390���29 �-��2���H ���;3�>-���H ���8

=-7��� �� =-�3-��. ��� �5��3�-��� ��2-4��������. �� ��  2�.��.+ � �43�+' 
5

�� ��390�-+ . ���;3�>-��-+1 ���3�4�,�5+ ���-+�2�,- ��+� P(GQ' ����+ �;��0�+1

;�7-+  ,�2�291 ,2�1 ��8�-��5�1 K����� 3H;�6 �-��=�����6 0��5 ∆i 4���07� +-�9K-

��� ��  2�.��. ���;�39K-4�  ;3�>-��. R1 2�� � ��7�� � 3H;�4� �.2��1 ��8�2��5�1

��0+-� ��>7�4� �.2�� N ��2�-2 2��HF�6 -+� 2-3- �56 �4�3O +��4� +-�9K- 4π' ��8

47� +�>�� ���;3�>-��� 0��� �29 73. 7��6��4� ��2-4��3� � �5��>-��� N<'(')GO∫
Ωi

dr

∫
Ωj

dr0Wi(r)G(r|r0)Wj(r0)n(r0) N<'(')DO

≈

⎛
⎜⎝ 1

vj

∫
Ωi

dr

∫
Ωj

dr0Wi(r)G(r|r0)

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝∫

Ωj

dr0Wj(r0)n(r0)

⎞
⎟⎠ ≈ kiIg

0
ijk

j
Q.

����+ �;��0�+ �-K-��- �5��>�-2 . � 2-�+����  �-�2��  ��;�7�5� /���=�6 �����

g0
ij1 ��2��5- �+-H2 ��7:

g0
ij =

1

vivj

∫
Ωi

dr

∫
Ωj

dr0G(r|r0). N<'('))O

"7- 9  �F- 2�-���1 ,2� ���=-7��� �� =-�3-��. ��-7��3�4�-21 ,2� ��>7�- �0 �.2-�

.�3.-2 . +�35+ � �-��=�����. 0��� �����4 �-4� * 2����61 �� ��  2�.��- +->7�

�.2��+� ��� @2�+ ����0��39��' #�@2�+� ��3�,-��5- �-0�392�25 ���+-��+5 7�>-

�  3�,�- ;3�0�� �� ��3�>-��5� �.2-�1 2'-' �  3�,�-  �39�� ?��2-�/-����HF��A

�.2-�'

	 3� i = j � �.2�� ���435-1 �-0�392�2 73. g0
ij +�>-2 ;529 �0.2 �0 ��;�25 P&<CQ:

g0
ii =

8

3π2RD
√
fi
. N<'(')EO

&CG



#�� i �= j 0��,-��- g0
ij �-�;��7�+� �5��0�29 ,-�-0 �;F-- �-K-��- �����-��. ���3�8

 �' J2� +�>��  7-3�291 � ��390�. ���3�4�H P&)(Q +->7� �����-��-+ 73. /���=��

����� 7�//��7���HF-6 ,� 2�=5 � �����-��-+ 73. @3-�2�� 2�2�,- ��4� ��2-�=�8

�3�' J2� �����-��. �23�,�H2 . 2�39�� ��7�+ �� �����6 ,� 2�' #�@2�+� ���;3-+�

����>7-��. /���=�6 ����� @�����3-�2�� �� ,-2� ��3���� ��6 @�-�4�� �7����7��

0��.>-��5� 7� ��� N+�7-3���HF�� �-��=����5- �.2��O1 �� ��3�>-��5� �� ���-��8

�� 2�1 ��� @2�+ ��+���-�2� @3-�2��,- ��4� ��3.1 ���+�39��. � ���-���� 2�1 �����

��3H' �3. 7��� 7� ���1 ����7.F�� . �� ;- ���-,��6 �3� �� 2�1 +�>�� 0��� �29

73. /���=�� �����

G(r|r0) =
1

2πD

1

|r− r0|
. N<'(')BO

�3. �� ,-2� g0
ij ��� i �= j 2��>- +�>�� �� ��390���29 . ���3�4�-6  @3-�2�� 2�2���6

� ��� 7� 2�2�,�� ;�39K�� Lij �=-��29 ?@�-�4�HA �0��+�7-6 2��. 7� ���1 ��-�-;�-8

4�. �� ��0+-��+� ��  ����-��H  Lij ' J2� 7�-2

g0
ij ≈

1

2πDLij
. N<'('E%O

$ ;�3-- �;F-+  3�,�-1 �7����1 �� ,-25 g0
ij � 7����+  3�,�-  3-7�-2 ����0��7�29

,� 3-���' #��;3�>-��- N<'(')DO ���3�4�,�� ��0��2�+� 
-�7�����5+ � ���2����5+

P&E)Q � .�3.-2 . -4� �;�;F-��-+ 73.  3�,�. +��4�� �-��=����5� �.2-�'

����+ �;��0�+1 �-�2�� kQ1  � 2��3-��56 �0 ���=��39�5� ��� 2��2 2�K-��.1 +�8

>-2 ;529 ��67-� ��� �-K-��-  3-7�HF-4� +�2��,��4� �����-��.

kQ = kI − k̂I ĝ
0kQ, N<'('E&O

�+-HF-4� ��7:

kQ =
(
ê + k̂I ĝ

0
)−1

kI . N<'('E<O

"7- 9 kQ,kI * �-�2���1  � 2��3-��5- �0  2�=������5� � �-��=����5� ��� 2��2

2�K-��.1  ��2�-2 2�-���1 k̂I * 7��4���39��. +�2��=�  �-��3-�5+� @3-+-�2�+�(
k̂I

)
ii

= kiI 1 (ĝ0)ij = g0
ij � ê * -7���,��. +�2��=�' #�� ���-2�,- ��+ ���2��3-

�-��=�� 2�����39�� kQ = kI 1 �  �2��=�� 7�//�0�����4� ���2��3. �5��>-��. 73.

��� 2��2 2�K-��.  �F- 2�-���  3�>�--1 �� +�4�2 ;529 ��  ,�2��5  � ��390�����8

-+ �;F-6 /��+�35 N<'('E<O' 	 3� �-��=����5- �.2�� �� ��3�>-�5 7�3-�� 7��4 �2

&CD
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C �
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 ������ g0
ij C ���-�
  ������ g0

ij "� '������ �.�F�GB��

*#��� "����� "��	� 
���� !���+

 ��#
��� R2/R1 ���	�H B�B/ �/�� B�/ �.�� B�I �J�� B�K �F�� )�	���	$

�� ��+�	
� 	���
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7��4�1 � - �-7��4���39�5- @3-+-�25 +�2��=5 ĝ0 �;��F�H2 . � ��39 � ��3�,�H2 .

��� 25- �5��>-��. 73. ���=��39�5� ��� 2��2 2�K-��.1 ���3�4�,�5- N<'('(GO'

����+ �;��0�+1 ��3�,-�� �;F-- ���3�2�,- ��- �5��>-��. 73. ���=��39�5� ���8

 2��2 2�K-��. �27-39�5� �.2-�1 �,�25��HF-- �� ������-�=�H 0� +�3-��3� ��� �8

2-3.' �� �� '<'<& ����0��5 @//-�25 �0��+��4� �3�.��. 7��� �-��=����5� �.2-�

7��4 �� 7��4�' ��� ����0�3 ,� 3-��56 �� ,-21 /��+�3� N<'('E%O 7� 2�2�,�� ����K�

������ �+���-2 g0
ij 7�>- 73. 7� 2�2�,�� �-;�39K�� ��  2�.��.� +->7� �.2��+�'

�3. �.2�� ;�39K-4� ��0+-�� �3�.��- �.2�� +-�9K-4� ��0+-�� �-0��,�2-39��' �3.

+-�9K-4� �.2��1 �����2��1 ��� ��7�� �0  ����-��.  3�,�-� N�O � N;O �� �� '<'<&1

��� 2��2� 2�K-��. k2
Q 0�+-2�� �+-�9K�-2 . � ��� �2 2��� ;�39K�4� �-��=�����4�

�.2�� � �-�� �-7 2�-���6 ;3�0� 2� �2 �-4�' ��47� �;� �.2�� �+-H2  �����+5- ��08

+-�51 �� ���=��39�5- ��� 2��25 2�K-��.  2����.2 . ;3�0��+� 7��4 � 7��4�' ���+-

2�4�1 ��3��. ��� 2��2� 2�K-��. kQ = k1
Q + k2

Q �+-�9K�-2 .1 - 3� �.2�� ����7.2 .

;3�0�� 7��4 � 7��4� ��  ����-��-+  �  3�,�-+ L12 � R1, R2' J2�  �.0���  2-+1 ,2�

�  3�,�- 7�//�0�����4� ���2��3. �-��=�� ��� 2��2�  ���� 2� ������=����39�� �-

�3�F�7� �-��=����5� �.2-�1 � �� 3��-6�5+ ��0+-��+' $ 3-7 2��- @2�4�1 �����+-�1

73. 7��� �7�3-��5� 7��4 �2 7��4� �.2-�1 �+-HF�� ��7�� 5 R1 ��� 2��2�  ���� 2�

������=����39�� 2R1 2�47� ��� 73. �7��4� �.2�� 2�6 >- �3�F�7� kQ ∝
√

2R1 2'-' �
√

2 ��0 +-�9K-'
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g0
ij(t) =

1

vivj

∫
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dr
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 �� �;�� 2�'

� 2���-��H �-7� 2�2��� ��$1 � �+-���1 �� K��-��H -- ��-+-���4� ��2-���3�
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��1 ��8��->�-+�1  �7-�>�F-6 ���0��39��6 ,� 3� ;�+�3-��3.��5� N&'<'&O � +���+�8
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2��� �-��=�61 ��@2�+� -- ��-+-���6 ��2-���3 ���+-��+� 2� +�>-2 ;529  �>-��5+

PCG1 CDQ1 ,2� �����7�21 �����+-�1 � �-2�,�� 2.+ � ��-7 ��0���.� �-3�,�� ����2��5�

�5��7�� /3���- =-�=�� ��� ���5K-��� ���=-�2��=�6 �-�4-�2�� P<<Q' "7- 9 ��7 ;�8

����5+� ��3�7�+� � ���-2��� �-��=�� ����+�H2 . ��3�751 0��� .F�- 2�39�� �2

�2�� �2-39��6 ��7��>�� 2� �-�4-�2��' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2� ���-2��� ���2-����.

7�>- ��� 2-6K-6 �-��=�� A + B → C + B 0��� �2 �- 2�39�� �2 �2�� �2-39�5�1

�� � �2 �; �3H2�5� ��7��>�� 2-6 �-�4-�2��' �����+-�1 - 29 �23�,�. � ���-7-���

���-2��� �  3�,�- �-��7��>��6 +�3-��35 A � �-0��� �+� 7�//��7���HF�� B N0�8

7�,� � ?+�K-��A1 ��43' * `ZV]_` sVU[a_kO � �  3�,�- 4�;-3�  3�,�6�� ;3�>7�HF-6

A �� �-��7��>�5� ?3���K���A B N��43' * `VZssI^] sVU[a_kO' �7���� @//-�25 0�8

�� �+� 2�  ���� 2-6 ���2-����. ��+�,- ��� �-��=�6 �2 �; �3H2�5� ��7��>�� 2-6

�-�4-�2��1 ��2��5- �����7.2 � /��+�������H 2�� ��05��-+5� /3��2��=����5�

� �+�2�2�� P&B%1 &B&Q1 ���.�3.H2 . �� ;�39K�� ��-+-��� �1  ��2�-2 2�-���1 �����8

2-��0�H2 . 0��,�2-39�5+� 43�;���+� ��+�,- ��4� ��-���F-��.' ����- @//-�25

� 7����6 ��;�2- �  3-7���29 . �- ;�7�2'

�;3� 29 ���+-��+� 2� ��$1 � ,� 2�� 2�1 73. �-��=�� A + B → C + B N73.

��2���6 NB = constO ;53� ��7��;�� �  3-7����� � ��;�2�� �����.���� �  ���2����

PCGQ1 � ��2��5� 2��>- ;53�  /��+�3������� ���=-�=�. ;������4� ���;3�>-��.

73. �-��=�6 � >�7��6 /�0-' ���1 �0  ����-��.  2�,�� �-K�-+5+� ���-2�,- ��+�

+�7-3.+� ;53� �;����>-��1 ,2� �����-��- ��$

∂tNA(t) = −NB

t∫
0

Σ(iet)(t− τ)NA(τ)dτ NC'&'&O

�����39�� ��  2����3���-2 ���-2��� �-��=�� �� ��-+-���

t < tiet =
ln(ξ−1)

kNB

, NC'&'<O

47- k =
∞∫
0

Σ(iet)(t)dt *  2�=�������. ��� 2��2�  ���� 2� �-��=��1 ξ = 4π
3
a3NB * �;-08

��0+-�-���. ���=-�2��=�. B N;�����56 ����+-2�O1 ��2���. .�3.-2 . +�3�6' �78

�� ��$ Σ(iet) +�>-2 ;529 �5��>-�� ,-�-0 �����2-�� 2��� �27-39��6 �-��=�����6

���5 [A . . .B]' �;3� 29 ���+-��+� 2� ��$  �>�-2 . � 3-7 2��- 2�4�1 ,2� 7����.

2-���. �- �,�25��-2 � -� ;�����5� N0��� .F�� �2 �2�� �2-39��6 ��7��>�� 2� �-8

�4-�2��O ��3�7�� � ���-2��� �-��=��' �3. �,-2� 2���� ��3�7�� --  3-7�-2 +�7�/�8

=�����291 ,2� ;53�  7-3��� � ��;�2�� P&)1 CEQ' ���2�-2 2�-���1 ��-+-���6 ��2-���3

&(C



���+-��+� 2� 2-����  2�����2 .  �F- 2�-��� K��-

t < tmet =
1

ξkNB
. NC'&'CO

�����-��- +�7�/�=��������6 2-���� � 2�-, N
�$O � 7����+  3�,�- �+--2 ��7:

∂tNA(t) = −NB

t∫
0

Σ(met)(t− τ)NA(τ)dτ. NC'&'(O

�7�� ��$ � 
�$  �.0��5  3-7�HF�+ ��� 25+  ��2��K-��-+:

Σ(met)(t) = exp(−kNBt)Σ
(iet)(t). NC'&'GO

�����-��. 
�$ ;53� ��3�,-�5 2��>- 73. -F- �- ��39��� �-��=����5�  �-+' $

��;�2- PCGQ ;53� ����0���1 ,2� 
�$ �,-25��-2 � - ;�����5- ��3�75 � ���-2�8

�� �-��=�6' ����+ �;��0�+1 � - ���-2�,- ��- @//-�251 0��� .F�- 2�39�� �2 ���8

��6 ��7��>�� 2� �-�4-�2��1 +�4�2 ;529 ��� ��5 � ��+��� 
�$' ��2���+� ��;�2

P&)1 &E1 CBQ 2��>- ;53� ��0��25 +��4�,� 2�,�5- +-2�751 ��0��3.HF�- ��3�,�29

�����-��. 
�$ �0 �-��5� ����=����' �3. @2�4� �-�;��7�+� �,�25��29 2��6�5-

����-3.=�� �-�4-�2��1 73. �=-��� �� ��3�7�� ��2���+� ��;�2 P&)1 &E1 CBQ ;53� ��08

��2� ����-� �39��- ���;3�>-��-1 � �������- �� �57-3-��� ����5� ����3�� � 2�-�8

,� 2�,��6  � 2-+-' $ 7����6 ��;�2- @2�2 +-2�7 ;�7-2 � ��390���29 . 73. ��3�,-��.

�����-��6 
�$ 73. +��4� 2�7�6�5� �-��=�6'

�2��4� 4����.1 � ��;�2- ;�7�2 ��3�,-�5 �����-��. � 2�� ��05��-+�+ ���;3�>-8

��� @//-�2���5� ��� N#J#O P&)%Q1 ��2���- �- � -47�  ����7�-2  
�$' $ �;F-+

 3�,�- 73. ����-7-��. �����-��6 � #J# � �����-��.+ 
�$ 2�-;�H2 . 7���3��8

2-39�5- � �3�.' $ 7����6 ��;�2-1 �7����1 ����� �  ��7�+� 2� �����-��6 #J# �

�����-��.+ 
�$ ��  +�2����29 . �- ;�7-2 � ��3�,-��5- �����-��. ;�7�2 ��058

��29 . �����-��.+� 
�$ �� � 2���,- ��+ ���,���+' ���>-  3-7�-2 �2+-2�291 ,2�

�����-��. 
�$ ��0��3.H2 ��3�,�29 �-4�3.���H /��+� ���-2�,- ��� �����-��61

,2� ;53�  7-3��� 73. �.7� @3-+-�2���5� �-��=�6 P&)%Q' $���� � -- ��3�,-��� 73.

+��4� 2�7�6�5� �-��=�6 �- 9+� ���;3-+�2�,-� � � 7����6 ��;�2- �  3-7���29 . �-

;�7-2'

$ 3�2-��2��- 2��>- �0�- 2�� -F- �- ��39�� +-2�7�� ��� ���. ���-2��� >�78

��/�0�5� �-��=�6' �� 2�2�,�� K����� �� ��� 2���-��5+ ��7��7�+ 7� �� 3-7�-4�

��-+-�� .�3.3� 9  ��-���0�=�����- ���;3�>-��-1 �7���� � �-7���� ;53 �;����>-�

&((



�.7  �F- 2�-��5� �-7� 2�2��� @2�4� +-2�7� P&)1 E(Q' ����-�=�.  ��-���0�=�����4�

���;3�>-��. ��0��3�3� �0;���29 . �2 ����=����39�5� �-7� 2�2��� +-2�7�1 �7����1

;53� ����0��� P&B<Q1 ,2� ��0��2�- 3��-���0������-  ��-���0�=�����- ���;3�>-��-

P&BCQ 73. �.7� @3-+-�2���5� �-��=�6 �+--2 2� >- 2�,�� 291 ,2� � ��$' �-���8

-61 �+-HF-6 � ��� 25�  �2��=�.� 2� >- 2�,�� 291 ,2� � 
�$ PCD1 &GDQ1 .�3.-2 .

2-���. ��4�1 �� � W��� P&%%1 &%&1 &%<Q' �7����1 @2�2 ��7��7 ;53 ��0��2 2�39��

73. ��� ���. ���-2��� 2�-� ��� 25� �-��=�6 � �- +�>-2 ;529 �;�;F-� 73. ���8

 ���. ���-2���  3�>�5� +��4� 2�7�6�5� �-��=�6' $�0+�>�� 2� �392-���2����6

2-���� +��4�,� 2�,��4� .7�� N
��O ���4�1 W� � �� P&%C1 (%Q ;�7�2 �  3-7����5

� 7����6 ��;�2-' ���>- �-7���� ;53� ��0��2� 2-���.  �+� �43� ������4� ��-+-��

�-3�� �=�� N��43' * hiflcO P&%DQ1 � ��2���6 � ��390�-2 . 0��� .F�. �2 ���=-�8

2��=�� ����-�=�. .7-� ���-2�,- ��� �����-��61 ���3�4�,�5� ��$' �7����1 +-2�7

��3�,-��. 2���6 ����-�=�� � ����� ��  �+� �43� ������ @//-�2���5� ��� 2��2

 ���� 2� �-��=�� � �- .�3.-2 .  2��4�+1 ,2� �����7�2 � �-�����39�5+ /�0�,-8

 ��+ �-0�392�2�+ � �.7-  3�,�-� N� 2�+ ,� 3-1 - 3� �-��=�� .�3.H2 . ����2�,- ��

�-�;��2�+5+� P&%DQO' ���+- 2�4�1 73. +��4� 2�7�6�5� �-��=�6  �+� �43� ����56

+-2�7 ����>7-��- ���=-�2��=����5� ����-�=�6 �- ��0��3.-2 ���-7-3�29 � - .7��

���-2�,- ��� �����-��6 P&%)Q' ��>- �- +�2�. �� 2�1 ,2� 7���5- �-7� 2�2�� ;53�

,� 2�,�� � 2���-�5 73. 7��� �7�� 2�7�6�5� �-��=�6 P&B(1 &BGQ1 7���5- +-2�75 ;58

3� ��0��25 ��� ��  +�2�-��� 2�39�� �2�� �2-39��6 ��7��>�� 2� �-�4-�2��1 2'-' �

;������+ ���;3�>-���1 �1  �43� �� �-0�392�2�+ ��;�2 PCG1 CDQ1 �- +�4�2 �+-29 ;�3--

�5 ���H 2�,�� 291 ,-+ 
�$' $��;F- 4����.1 � - ���+.��25- �5K- ��7��751 ���+-

2-���� ��4�1 �� � W��� P&%%1 &%&1 &%<Q � 2-���� 
�� P(%1 &%CQ1 �- � �����5 �� ��8

 3-7���2-39��+ +��4�,� 2�,��+ �5��7- �-�����6 � 7�3-- ���-2�,- ��� �����-��6

� ��@2�+� .�3.H2 . ��3�/-��+-��3�4�,- ��+�' �  �>�3-��H1 �-���. �0 ���1 �+-8

HF�. 2� >- 2�,�� 291 ,2� � 
�$1 ;53� ��0��2� 2�39�� 73. 2�-� �-��=����5�  �-+1

��,�� 29 2-���� 
��1 ��2���. ��0��3.-2 0��� �29 ���-2�,- ��- �����-��. � 2�+

,� 3- 73. �;��2�+5� �-��=�6  �,� 2�-+ +-2� 2�;�39�5� ,� 2�=1 ;�7-2 �=-�-�� �

7����6 ��;�2-'

&(G



"�� ���#�!��	�!�
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��� ���������������� 	
�$
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�3. �5��7� 
�$ �� ��390�-+ . ��3�,-��5+� ���-- �-�����.+� 73. �#
 N&'C'&(O'

$ ��  +�2����-+�+  3�,�-1 ��47�  2�7�� �  �=��=��87�  �=��=�� �2 �2 2��H21 7��8

�5- �����-��.  �F- 2�-��� ����F�H2 .' J2�  �.0���  2-+1 ,2�1 ��8�-��5�1 +��8

4�,� 2�,��. �-��=�.  �7-�>�2 +-�9K-- ,� 3�  2�7�61 ��8�2��5�1  2-+1 ,2� ;�+�8

3-��3.��5- N&'<'&O � +���+�3-��3.��5- N&'<'<O ���=-  5 �- �0+-�.H2 ��3��- ,� 3�

?,� 2�=A A � B' ����56 0����  �����-��. ��0��3.-2 0��� �29 �����-��. 73. �#
 �


�� ;�3-- ��� 25+ �;��0�+' ��� ��. ���+->�2�,�5- �5�3�7��1 0���K-+ ��>�5-

73. �5��7� 
�$ �����-��. 73. �7��,� 2�,�5� Nσ̂1,0 � σ̂0,1O1 7���,� 2�,��6 Nσ̂1,1O �

2�-�,� 2�,�5� Nσ̂1,2 � σ̂2,1O 
��:

(
∂t − L̂1,0 − ˆ̂

QA1

)
σ̂1,0(A1) = Tr(1)

∫
dB1

ˆ̂
W1,1{σ̂1,0(A1) ⊗ σ̂0,1(B1) + σ̂1,1(A1,B1)} ��������(

∂t − L̂0,1 − ˆ̂
QB1

)
σ̂0,1(B1) = Tr(1)

∫
dA1

ˆ̂
W1,1{σ̂1,0(A1) ⊗ σ̂0,1(B1) + σ̂1,1(A1,B1)} ��������(

∂t − L̂1,1 − ˆ̂
QA1 −

ˆ̂
QB1 −

ˆ̂
W1,1

)
σ̂1,1(A1,B1) = ˆ̂

W1,1σ̂1,0(A1) ⊗ σ̂0,1(B1) ��������

+ Tr(2)
∫

dB2
ˆ̂
W1,2{σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂0,1(B2) + σ̂1,2(A1,B1,B2) + σ̂1,0(A1) ⊗ σ̂0,2(B1,B2)}

+ Tr(2)

∫
dA2

ˆ̂
W2,1{σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂1,0(A2) + σ̂2,1(A1,A2,B1) + σ̂0,1(B1) ⊗ σ̂2,0(A1,A2)}(

∂t − L̂1,2 − ˆ̂
QA1 −

ˆ̂
QB1 −

ˆ̂
QB2 −

ˆ̂
W1,1 − ˆ̂

W1,2

)
σ̂1,2(A1,B1,B2) ������	�

= ˆ̂
W1,1σ̂1,1(A1,B2) ⊗ σ̂0,1(B1) + ˆ̂

W1,2σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂0,1(B2)(
∂t − L̂2,1 − ˆ̂

QA1 −
ˆ̂
QA2 −

ˆ̂
QB1 −

ˆ̂
W1,1 − ˆ̂

W2,1

)
σ̂2,1(A1,A2,B1) ������
�

= ˆ̂
W1,1σ̂1,1(A2,B1) ⊗ σ̂1,0(A1) + ˆ̂

W2,1σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂1,0(A2).

"7- 9 lV(i) � lV(i) �;�0��,�H2  3-7 �� i86 ?,� 2�=-A A � B  ��2�-2 2�-���' "7- 9 +5

2��>- �+-�9K�3� ,� 3� ��>��� ��7-� �� � 
�� ���7� �2 �2 2��. ?@//-�2���5�A

,� 2�= C' ����+ �;��0�+1 � �����-��� 73. 7���,� 2�,��6 
�� +5 �����7�+ .��56

��7 2�-�,� 2�,��4� ,3-��1 � 2� >- ��-+.1 �  � 2-+- �����-��6 +5 ��� 2�3� ,-25�-�8

,� 2�,�5- ,3-�5 � �����-��.� 73. σ̂1,2 � σ̂2,11 ��2��5- .�3.H2 . �- �F- 2�-��5+�

� ;������+ ���;3�>-��� P&)Q' ���+- 2�4�1 �2+-2�+1 ,2� ,3-�51  �7-�>�F�- σ̂2,0 �

σ̂0,21 +�4�2 ;529 ���F-�5 � NC'<'&YO � ;������+ ���;3�>-���' J2� +�>�� 7���0�29

2-+ >-  �� �;�+1 ,2� � � PCBQ' $ ��,�39�56 +�+-�2 ��-+-�� � - 
��1 ���+-1 ��0�+-8

-2 .1 �7��,� 2�,�5� ����5 ��3H' #�-�-;�->-��- 2�-�,� 2�,�5+� ����-3.=�.+� �

&(D



�����-��� 73. σ̂1,1 ��0��3.-2 ��3�,�29 +�2��,�5- �����-��. ��$ +��4�,� 2�,�5�

�-��=�61 73. +�7�/���=�� ��$ �-�;��7�+� �=-��� σ̂1,2 � σ̂2,11 73. ,-4� +5 �� 8

��� 2����+ +-2�71 �-7���� ��-73�>-��56 � ��;�2- P&)Q � �-�3�0�����56 73. ���8

 2-6K�� �-�;��2�+5� �-��=�61 �� +��4� 2�7�6�5- ���=-  5' 
5 �5,� 3�+ 2�39��

�-��56 ,3-� �0 7��� N ˆ̂
W1,2σ̂1,2 � ˆ̂

W2,1σ̂2,1O1 ����-�2���HF�� �����-��- �� 7���,�8

 2�,��H 
��1 �� ��39�� 73. �2���6 �-0�392�2 +�>-2 ;529 ��3�,-� �-�- 2������6

��7-� ��' �3. @2�4� ��-7-+ 2�-�,� 2�,��H /���=�H ����� ˆ̂
G1,2 N�7��6 ?,� 2�=5A

A � 7��� ?,� 2�=A BO1 ��2���. �7��3-2���.-2 �����-��H:

(
∂t − L̂1,2 − ˆ̂

QA1 −
ˆ̂
QB1 −

ˆ̂
QB2 −

ˆ̂
W1,1 − ˆ̂

W1,2

)
ˆ̂
G1,2(A1,B1,B2, t|A′

1,B
′
1,B

′
2, t

′) NC'<'<O

= δ(t− t′)δ(A1 − A′
1)δ(B1 −B′

1)δ(B2 − B′
2)

ˆ̂
E;

��-�,� 2�,�56 ,3-� ˆ̂
W1,2σ̂1,2 �5��>�-2 . �0 NC'<'&eO ,-�-0 @2� /���=�H  3-7�HF�+

�;��0�+:

ˆ̂
W1,2σ̂1,2 =

ˆ̂
W1,2

∫ ∫ ∫ ∫
dA′

1dB
′
1dB

′
2dt

′ ˆ̂G1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) NC'<'CO

× { ˆ̂
W1,2(A

′
1 − B′

2)σ̂1,1(A
′
1,B

′
1, t

′) ⊗ σ̂0,1(B
′
2, t

′) +
ˆ̂
W1,1(A

′
1 −B′

1)σ̂1,1(A
′
1,B

′
2, t

′) ⊗ σ̂0,1(B
′
1, t

′)}

���>- 73. 7�39�-6K�� ��-�;��0�����6 ��+ ����7�;�2 .  ��;�7��. /���=�. �����
ˆ̂
G0

1,21 ��7,��.HF�. . �����-��H:

(
∂t − L̂1,2 − ˆ̂

QA1 −
ˆ̂
QB1 −

ˆ̂
QB2

)
ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) NC'<'(O

= δ(t− t′)δ(A1 −A′
1)δ(B1 −B′

1)δ(B2 − B′
2)

ˆ̂
E.

J2� 2�-�,� 2�,��. /���=�. ����� �� ��7�-2 . � ����0�-7-��- 2�-� �7��,� 2�,�5�:

ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) NC'<'GO

=
ˆ̂
G0

1,0(A1, t|A′
1, t

′) ⊗ ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′) ⊗ ˆ̂
G0

0,1(B2, t|B′
2, t

′).

�3. /���=�� ����� ˆ̂
G1,2 +�>�� 0��� �29 �����-��-

ˆ̂
G1,2(A1,B1,B2, t|A′

1,B
′
1,B

′
2, t

′) =
ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) NC'<'DO

+

∫ ∫ ∫ ∫
dA′′

1dB
′′
1dB

′′
2dt

′′ ˆ̂G0
1,2(A1,B1,B2, t|A′′

1,B
′′
1,B

′′
2, t

′′)

×
(

ˆ̂
W1,1(A

′′
1 − B′′

1) +
ˆ̂
W1,2(A

′′
1 −B′′

2)
)

ˆ̂
G1,2(A

′′
1,B

′′
1,B

′′
2, t

′′|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′),

&()



�2-��=�����- �-K-��- ��2���4� �����7�2 �  3-7�HF-+� ;- ���-,��+� �.7�:

ˆ̂
G1,2(A1,B1,A2, t|A′

1,B
′
1,B

′
2, t

′) =
ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) NC'<')O

+

∫ ∫ ∫ ∫
dA′′

1dB
′′
1dB

′′
2dt

′′ ˆ̂G0
1,2(A1,B1,B2, t|A′′

1,B
′′
1,B

′′
2, t

′′)

×
(

ˆ̂
W1,1(A

′′
1 − B′′

1) +
ˆ̂
W1,2(A

′′
1 −B′′

2)
)

ˆ̂
G0

1,2(A
′′
1,B

′′
1,B

′′
2, t

′′|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) + . . . .

����- �5��>-��- 73. /���=�� ����� .�3.-2 . 7� 2�2�,��  3�>�5+1 ���+- 2�4�1

���  �7-�>�2 �-;�����5- ,3-�5' �2�;5 � �3H,�29 �� �0 NC'<')O1 +5 �� ��390�-+ .

���=-7���6 �57-3-��. ;�����5� ����3�� P&)Q1 �0�- 2��6 �0 ����2���6 2-���� 2�-�

2-3' J2�2 +-2�7 +5 ��-7 2���+ � �- ��39�� ;�3-- ��� 2�+ ��7-1 ,-+ ���-- P&)Q' 
5

 ,�2�-+1 ,2� �� ��-+-���H @��3H=�H 
�� σ̂1,2 7�H2 �77�2���56 ��3�7 7�� ���=- 8

 � N����3�O: ��47� A1 ����-3�������  �-��5+ ���2�-��+ NB1O1 �� �-�4���-2 � -47�

 � �2��5+ NB2O1 � ���;���2' ���-,��1 2���- ��  +�2�-��- .�3.-2 . ���;3�>-��5+ �

��3�� 29H ��-�-;�-4�-21 �����+-�1 ��2-�/-�-�=�-6 ����3�� N �F- 2�-��� 2�-�,�8

 2�,�5- � 2�-,�O � ����-3.=����5+� @//-�2�+� ;�3-- �5 ���4� ���.7��' �7����1

@2� @//-�25 3->�2 0� ��+��+� ;������4� ���;3�>-��. P&)Q'


�2-+�2�,- �� @2� +�>�� 0��-�� �29  3-7�HF�+ �;��0�+' #-��56 ;�����56

����3 ;�7-2 �;�0��,�29 . ��� �-28 �+��3 |1〉1 � �2���6 * ��� |2〉' $�-7-+ ���5- �-8

��=����5- ��-��2��51  ��;>-��5- ��-��2���+� ���-�2�������. �� 7���56 ����3:

ˆ̂W1,2 =
ˆ̂
W1,2|2〉〈2|, ˆ̂W1,1 =

ˆ̂
W1,1|1〉〈1|. NC'<'EO

#� 3-7�.. /��+�3� �0��,�-21 ,2� +5 ����+�-+ ��-��2��5 ˆ̂
W1,j �- 2�39�� ��� +�28

��=5  0��� .F�+� �2 ��  2�.��. @3-+-�2�+�1 �� � ��� ��-��2��5 � �-�2����+

��� 2��� 2�-1 �;��0������+ |1〉 � |2〉' 
5 ��3�4�-+1 ,2� @2�2 ;�0� .�3.-2 . ��38

�5+: |1〉〈1| + |2〉〈2| = Ê � ��2����+�������5+: 〈1|1〉 = 〈2|2〉 = 1, 〈1|2〉 = 〈2|1〉 = 0'

$ ��+��� 2���� ��-7��3�>-��6 +5 ��3�� 29H � �3H,�-+ ��2-�/-�-�=�H ����3��1

��7 2��3.. ˆ̂W1,j �+- 2� ˆ̂
W1,j'

#�7 2��3.. NC'<'EO � �����-��- NC'<')O1 +5 ��3�,�-+ 73. ˆ̂
W1,2

ˆ̂
G1,2  3-7�HF-- ���8

;3�>-���- �5��>-��-:

ˆ̂W1,2(A1 − B2)
ˆ̂
G1,2(A1,B1,B2, t|A′

1,B
′
1,B

′
2, t

′) NC'<'BO

=
ˆ̂
W1,2(A1 − B2)

{
ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′)

+

∫ ∫ ∫ ∫
dA′′

1dB
′′
1dB

′′
2dt

′′ ˆ̂G0
1,2(A1,B1,B2, t|A′′

1,B
′′
1,B

′′
2, t

′′)

× ˆ̂
W1,2(A

′′
1 −B′′

2)
ˆ̂
G0

1,2(A
′′
1,B

′′
1,B

′′
2, t

′′|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) + . . .
}
|2〉〈2|.

&(E



"7- 9 �,2-�� � 3���- ��2�4���39�� 2� � 2�2 /��21 ,2� ���-�=����5- ��-��2��5

��++�2���H2  /���=�-6 ����� ˆ̂
G0

1,2' $ �-0�392�2- ˆ̂
W1,11 ��� �2 2�����K-- � ����8

�-��� NC'<')O1 � �3H,�-2 . �0 NC'<'BO' #� 2-+ >- ���,���+ ˆ̂
W1,2σ̂1,2 �0 NC'<'CO � 2���+

���;3�>-��� �����

ˆ̂W1,2(A1 − B2)σ̂1,2(A1,B1,B2, t) NC'<'&%O

=
ˆ̂
W1,2(A1 − B2)

∫ ∫ ∫ ∫
dA′

1dB
′
1dB

′
2dt

′
{

ˆ̂
G0

1,2(A1,B1,B2, t|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′)

+

∫ ∫ ∫ ∫
dA′′

1dB
′′
1dB

′′
2dt

′′ ˆ̂G0
1,2(A1,B1,B2, t|A′′

1,B
′′
1,B

′′
2, t

′′)

ˆ̂
W1,2(A

′′
1 −B′′

2)
ˆ̂
G0

1,2(A
′′
1,B

′′
1,B

′′
2, t

′′|A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) + . . .
}

× ˆ̂
W1,2(A

′
1 − B′

2)σ̂1,1(A
′
1,B

′
1, t

′) ⊗ σ̂0,1(B
′
2, t

′).

� ��390�. NC'<'GO �  �.09 +->7� ˆ̂
G0

1,2 � ˆ̂
G1,21 +5 ��3�,�-+:

ˆ̂W1,2(A1 − B2)σ̂1,2(A1,B1,B2, t) =
ˆ̂
W1,2(A1 −B2)

∫ ∫ ∫ ∫
dA′

1dB
′
1dB

′
2dt

′ NC'<'&&O

ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′) ⊗ ˆ̂
G1,1(A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ˆ̂
W1,2(A

′
1 −B′

2)σ̂1,1(A
′
1,B

′
1, t

′) ⊗ σ̂0,1(B
′
2, t

′)

"7- 9 ��-7-�� �����. /���=�. ����� ˆ̂
G1,11 ��2���. ��7,��.-2 . �����-��H(

∂t − L̂1,1 − ˆ̂
QA1 −

ˆ̂
QB2 −

ˆ̂
W1,2

)
ˆ̂
G1,1(A1,B2, t|A0

1,B
0
2, t0) NC'<'&<O

= δ(t− t0)δ(A1 − A0
1)δ(B2 − B0

2)
ˆ̂
E.

�- >- ����F-��.1  7-3���5- � 73. �2���4� 2�-�,� 2�,��4� ,3-�� �����-��.

NC'<'&YO1 ��0��3.H2 0��� �29:

Tr(2)

∫
dB2

ˆ̂W1,2{σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂0,1(B2) + σ̂1,2(A1,B1,B2)} NC'<'&CO

+Tr(2)

∫
dA2

ˆ̂W2,1{σ̂1,1(A1,B1) ⊗ σ̂1,0(A2) + σ̂2,1(A1,A2,B1)} = − ˆ̂Rσ̂1,1(A1,B1).

"7- 9 ��-7-� ���56 ��-��2�� ˆ̂R N+�7�/�=���HF�6 ��-��2��O1 7-6 2��HF�6 ��

7���,� 2�,��H 
��'

#-��56 2�-�,� 2�,�56 ,3-� �0 NC'<'&CO �+--2 ��7:

Tr(2)

∫
dB2

ˆ̂
W1,2{σ̂1,1(A1,B1, t) ⊗ σ̂0,1(B2, t) + σ̂1,2(A1,B1,B2)} NC'<'&(O

≈ Tr(2)

∫ ∫
dt′dB′

1
ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′) ⊗
∫ ∫ ∫

dB2dA
′
1dB

′
2[

ˆ̂
W1,2δ(t− t′)δ(A1 − A′

1)δ(B2 − B′
2) +

ˆ̂
W1,2

ˆ̂
G1,1(A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ˆ̂
V1,2(A

′
1 − B′

2)
]

σ̂1,1(A
′
1,B

′
1, t

′) ⊗ σ̂0,1(B
′
2, t

′).

&(B



J2� �5��>-��- �- .�3.-2 . ;�����5+1 �� ��39�� ��� �- �5��>�-2 . ,-�-0 �2�� �8

2-39��H ��7��>�� 29 7�>- � ��� 2��� 2�-��� �7����7��+  3�,�-' ����+ �;��0�+1

73. �5��7� ;�����5� �����-��6 2�-;�H2 . 7���3��2-39�5- ����F-��.' $5��>-8

��- � ���7��2�5�  ��;��� � NC'<'&(O

ˆ̂
T =

ˆ̂
W1,2δ(t− t′)δ(A1 −A′

1)δ(B2 − B′
2) +

ˆ̂
W1,2

ˆ̂
G1,1(A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ˆ̂
W1,2(A

′
1 −B′

2)

NC'<'&GO

.�3.-2 . ���3�4�+ ��75�2-4��39��4� �-���4� �0 .7-� ��$ N&'('BO1 �� 0��� ���5+

� �; �3H2�5� ����7���2��' �3. ����F-��. @2�6 ��� 2���=�� � �5��7� ;�����5�

���-2�,- ��� �����-��6 ���-- 73. ��� 25� �-��=����5�  �-+ � ��390���3� 9 2��

��05��-+�- ���;3�>-��- 2�,-,�5� � 2�-, P&)1 CD1 CEQ' �3-7�. 3�4��- @2�� ��;�21 +5

�5��3��+ @2� ���;3�>-��- � ����7���2��+ ��� 2��� 2�-1 ��  +�2����. @��3H=�H

�-��=�����6 ���5 �� +���� ����,- ��� ��  2�.��.�1 ��47� ��0+-��+ �-��=�����6

0��5 +�>�� ��-�-;�-,9' ��47� NC'<'&GO �����+�-2 ��7:

− ˆ̂
RA1B2(t− t′)δ(A1 −A′

1)δ(B2 −B′
2)δ(A1 − B2). NC'<'&DO

���+- 2�4�1 /���=�. ����� ˆ̂
G0

0,1 �-�-�� 5��-2 . ���:

ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′) = exp
(

ˆ̂
QB1(t− t′)

)
θ(t− t′)δ(B1 −B′

1), NC'<'&)O

47- θ(t) * /���=�. !-�� �67�' �;� ������- 2���4� ���;3�>-��. 73. ��-��2����

7��� � #��3�>-��� $'

�3-7�-2 ���+.��291 ,2� ���=-7��� NC'<'&DO +�>-2  �7-�>�29 �-�-�=-��� 2�,��8

 2�' #�@2�+� � �.7- ��;�2 73. ��� 25� �-��=�6 P&)1 CD1 CEQ ���;3�>-��- 2�,-,�5�

� 2�-, � ��390���3� 9 2��>- � �� ��-+-���6 K��3-' $ @2�+  3�,�- ˆ̂
RA1B2(t − t′)

�0 NC'<'&DO  3-7�-2 0�+-��29 �� ˆ̂
K

(0)
A1B2

δ(t − t′)1 47- ˆ̂
K(0) * +�2��=�  �� 2�.��5+�

��@//�=�-�2�+�' J2� ��0��3.-2 ��3�,�29 ;�3-- ��� 25- ;�����5- �����-��. ;-0

�-�-�=-��� 2�,�� 2�' �7����1 �5��3�-��- 2���6 ����F�HF-6 ���=-7��5 � �5,� 8

3-��- ˆ̂
K(0) ���;3-+�2�,�� �  3�,�- ���-,�5� ��-+-� >�0�� �-�4-�2�� �1 � ����=��-1

.�3.-2 . �27-39��6 0�7�,-6 P&)%Q' #�@2�+� +5 �5��3�.-+ ���;3�>-��- 2�,-,�5�

� 2�-, 2�39�� � ����7���2��+ ��� 2��� 2�-' �  ,� 29H1 � - �-�-�=-��� 2�,�� 2�1

 �7-�>�F�- . � NC'<'&DO1 �+-H2  3-7�HF�6 ���.7�� +�3� 2� � 2���- ���;3�>-��-

��0��3.-2 ��  2�����29 ;������H ���-2��� P&)Q' ��39�-6K�- ����F-��. ��0+�>�5

&G%



2�39�� � �����-2�5�  �2��=�.� � 7�3>�5 �  3-7���29 . �27-39��' ����56 ����� 

 �.0��  ����� �+ � ����-7-��� �����-��6 � #J# � �-4�3.���6 /��+-'

����+ �;��0�+1 � ��+��� ���;3�>-��. 2�,-,�5� � 2�-, � ��� 2��� 2�-��� �78

����7��+  3�,�- NC'<'&(O +�>-2 ;529 �-�-�� ��� ���:

−TrB′

t∫
0

[
ˆ̂
RAB′(t− t′) ⊗ exp

(
ˆ̂
QB(t− t′)

)]
[σ̂B′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′)]dt′, NC'<'&EO

$5��>-��- 73. 7��4�4� 2�-�,� 2�,��4� ,3-�� �����-��. NC'<'&YO ��3�,�-2 . �0

NC'<'&EO �-�- 2������6 ��7-� ��'

����+ �;��0�+1 � ��+��� �5K-�03�>-��5� ��-7��3�>-��6 NC'<'&DO1 NC'<'&)O 2�-�8

,� 2�,�56 ,3-� �����7�2 . � ��7�:

ˆ̂Rσ̂AB(r, t) = TrB′

t∫
0

[
ˆ̂
RAB′(t− t′) ⊗ exp

(
ˆ̂
QB(t− t′)

)]
[σ̂B′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′)]dt′ NC'<'&BO

+ TrA′

t∫
0

[
ˆ̂
RA′B(t− t′) ⊗ exp

(
ˆ̂
QA(t− t′)

)]
[σ̂A′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′)]dt′.

#�� ;- ���-,��+ ��0;��3-��� Nσ̂A′ ∝ [A] → 01 σ̂B′ ∝ [B] → 0O @2�2 ,3-� � ,-0�-21 �

�� ����0��7.2 . �����-��. 2-���� � 2�-,' ��0�,- ��6  +5 3 2���6 +�7�/���=��

2-���� � 2�-, 7� 2�2�,�� ��� 2' 
�+�3-��3.��5- ��+�,- ��- �-��=�� �3�.H2 ��

@��3H=�H A � B � ���- �� �-7 2��+ � �-7�-���4� ?/�����4�A ��07-6 2��.1 7���3�..

+���8 � ;�+�3-��3.��5- ���=-  5 � ���-' ����� 29 �-��=�6 N�,-��7��1 ;�+�3-��8

3.��5�O  ?/���+A 0�7�-2 . ����0�-7-��.+� .7�� 2-���� � 2�-, �� ���=-�2��=��
ˆ̂
RABσ̂A/B � �5��>-��� 73. ˆ̂R' ����+ �;��0�+1  7-3���5- ��-7��3�>-��.  ��7.2 0�8

7�,� � ��� ���H @��3H=�� �-��2���6 @//-�2����6 ���5'

#-�-��K-+ �����-��. 73. 
�� � ;�3-- ��� 25� �;�0��,-��.� ���3�4�,�� ����8

�-��H N&'C'<(O:

∂tσ̂A(t) =
ˆ̂
QAσ̂A(t) + TrB

∫
dr

ˆ̂
WAB(r) {σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t) + σ̂AB(r, t)} NC'<'<%ZO(

∂t − L̂r − ˆ̂
WAB(r)

)
σ̂AB(r, t) =

(
ˆ̂
QAB − ˆ̂R

)
σ̂AB(r, t) + ŴAB(r)σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t) NC'<'<%[O

∂tσ̂B(t) =
ˆ̂
QBσ̂B(t) + TrA

∫
dr

ˆ̂
WAB(r){σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t) + σ̂AB(r, t)}. NC'<'<%YO

��� � ��� �5��7- 2-���� � 2�-, +5 ��3�,�-+  � 2-+� 2�-� �����-��61 ��  ��2-8

4��39�5+ ,3-��+1  �7-�>�F�+ ˆ̂R1 �� �2���+ �����-���1 �,�25��HF�+ 2�-�,� 2�,8

&G&



�5- ��3�75' ����.  � 2-+� �����-��6 @�����3-�2�� 7��+ �����-��.+ 
�$:

dσ̂A(t)

dt
=

ˆ̂
QAσ̂A(t) − TrB

t∫
0

ˆ̂
Σm

AB(t|τ)σ̂B(τ) ⊗ σ̂A(τ)dτ, NC'<'<&O

dσ̂B(t)

dt
=

ˆ̂
QBσ̂B(t) − TrA

t∫
0

ˆ̂
Σm

AB(t|τ)σ̂A(τ) ⊗ σ̂B(τ)dτ,

��2��5- ����>� �� �����-��. 2-���� � 2�-, N&'('EO1 �� .7�� ˆ̂
Σm

AB �+--2 ��7:

ˆ̂
Σm

AB(t|τ) = −
∫
dr

ˆ̂
WAB(r)

[
δ(t− τ) +

∫
dr0

ˆ̂
Geff

AB (r, t|r0, τ)
ˆ̂
WAB(r0)

]
/ NC'<'<<O

��� �5��>�-2 . ,-�-0 � ��+�4�2-39��H /���=�H ����� ˆ̂
Geff

AB ' #� 3-7�.. �7��3-8

2���.-2 +�2��,��+� �����-��H:(
∂t − L̂r +

ˆ̂R− ˆ̂
QAB − ˆ̂

WAB(r)
)

ˆ̂
Geff

AB (r, t|r0, t0) = δ(t− t0)δ(r − r0)
ˆ̂
E. NC'<'<CO

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� ˆ̂
Geff

AB �- �;.0�2-39�� 0��� �2 �2 t − t0 � �23�,�- �2 ˆ̂
GAB1 ��8

2���. �7��3-2���.-2 @2�+�  ��6 2��1 ��05��-+�+�  ��6 2��+  7��4���6  �++-2���

�� ��-+-�� PCBQ'

� 2�,�� 0�-��. ,� 3-���4� �-K-��. 
�$ �7�;�-- ��;�2�29  7�//-�-�=��398

�5+� �����-��.+�1 7�>- - 3� ,� 3� �����-��6 ��� @2�+ ��0�� 2-2' ����.  � 2-+�

����-7-�� ��>- 73. ��� 2��� 2�-����7����7��4�  3�,�.:(
∂t − ˆ̂

QA
)
σ̂A(t) = TrB

∫
dr

ˆ̂
WAB(r){σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t) + σ̂AB(r, t)} NC'<'<(O(

∂t − ˆ̂
QB
)
σ̂B(t) = TrA

∫
dr

ˆ̂
WAB(r){σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t) + σ̂AB(r, t)}(

∂t − L̂r − ˆ̂
QAB − ˆ̂

WAB(r)
)
σ̂AB(r, t) =

ˆ̂
WAB(r){σ̂A(t) ⊗ σ̂B(t)}

+ TrB′

∫
dr ′ ˆ̂

WAB′(r ′){σ̂AB(r, t) ⊗ σ̂B′(t) + σ̂ABB′(r, r ′, t)}

+ TrA′

∫
dr ′ ˆ̂

WA′B(r ′){σ̂AB(r, t) ⊗ σ̂A′(t) + σ̂AA′B(r, r ′, t)}(
∂t − L̂r′ − ˆ̂

QAB′ − ˆ̂
QB − ˆ̂

WAB′(r ′)
)
σ̂ABB′(r, r ′, t) =

ˆ̂
WAB′(r ′)σ̂AB(r, t) ⊗ σ̂B′(t)(

∂t − L̂r′ − ˆ̂
QA′B − ˆ̂

QA − ˆ̂
WA′B(r ′)

)
σ̂AA′B(r, r ′, t) =

ˆ̂
WA′B(r ′)σ̂AB(r, t) ⊗ σ̂A′(t)

"7- 9 +5 ��-3� �;�0��,-��.: σ̂ABB′ = σ̂1,2, σ̂AA′B = σ̂2,1'

$  3-7�HF-+ ��07-3- ��3�,-��5- �;F�- �����-��. 
�$ ;�7�2 ���+-�-�5 73.

��� ���. ���-2��� �-��=�� �;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��  �,� 2�-+ ����2��>���8

F�� +�3-��3'

&G<
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��-+� �  3-7�-+�6 �-��=��1 2-��-2�,- ��- ��� ���- ��2���6 ��-7 2��3.-2 0��,�8

2-39�56 ��2-�- 1  � 2��2 �0  2�7�� �;��2�+�4� ;�+�3-��3.���4� �-�-�� � @�-�4��

 ��0;�>7-���6 ,� 2�=5 A∗ ��� � 2�-,-  ,� 2�=�6 B � � �����+  � 2�.���

A∗ +B � A+B∗. NC'C'&O

���+- 2�4�1 ��0;�>7-��5- ,� 2�=5 �-3�� ���H2 � � �����-  � 2�.��-

A∗ → A, B∗ → B, NC'C'<O

 �  ���� 2.+� kA � kB1  ��2�-2 2�-���' �3. ����F-��. �-K-��. 0�7�,� ��-7��8

3�>�+1 ,2� ���=-�2��=�� +�3-��3 A � B 4���07� ;�39K-1 ,-+ ���=-�2��=�� A∗

� B∗' ���>-��- ,� 2�= ;�7-2  ,�2�29 . 7�//�0����5+1 ��@//�=�-�2 7�//�0��

+�3-��3 ;�7-2  ,�2�29 . �- 0��� .F�+ �2 ��  � 2�.��.' "7- 9 +5 �4����,�+ . ���8

 2��� 2�-��� �7����7�5+  3�,�-+ � ���2��2�5+� �-��=�.+� �-�-�� �'

�3.  ����-��. �-0�392�2�� 
�$ � 2-���� 
�� +5 �� ��K-+ �����-��. 73.

,� 2�,�5� /���=�6 �� ��-7-3-��. N���O � ����-3.=����5� /��+ N��O' �- +�2�.

�� 2�1 ,2� ��0��25- � 7����6 ��;�2- +��4�,� 2�,�5- +-2�75 ��0��3.H2 0��� �29

�����-��. 73. ��� �  �F- 2�-��� ;�3-- ��+���2��6 +�2��,��6 /��+-1 +5 � .���+

��7- �� ��K-+ � - ��2-�- �HF�- �� �����-��. 73. �27-39�5� ��� � ��' J2�

 7-3�-2  ����-��- 7��� 2-���6 4���07� ;�3-- ���0��,�5+'

����� %�������� �(�	
�� ���
��������� � (�������� 7-�

��� �>- ���+���3� 9 �5K-1 73. ��3�,-��. �����-��6 2-���� 
�� 2�-;�-2 . 0���8

 �29 ��;��  �.0���5� �����-��6 N�-������O 73. ���' J2� .�3.-2 . �-�;��7�+5+

K�4�+ � 73. ��3�,-��. �-������ 73. ��1 �0 ��2���6 +�4�2 ;529 �5�-7-�5 ����8

�-��. ��$ � 
�$'

���,�3� 0���K-+ �����-��. 73. �7��,� 2�,�5� ��� * ���=-�2��=�6 �-�4-�2��

NA = [A∗] � NB = [B∗]:

(∂t + kA)NA(t) = −
∫
d3rWf(r)ϕA∗B(r, t) +

∫
d3rWr(r)ϕB∗A(r, t), NC'C'CO

(∂t + kB)NB(t) =

∫
d3rWf(r)ϕA∗B(r, t) −

∫
d3rWr(r)ϕB∗A(r, t),

&GC



47- Wf(r) � Wr(r) * 0��� .F�- �2 ��  2�.��.  ���� 2� ���2-����.  ��2�-2 2�-���

��.+�6 � �;��2��6 �-��=�6 �-�-�� � @�-�4��1 � ϕA∗B(r, t) � ϕB∗A(r, t) * 7���,� 2�,8

�5- ���1 ��� 5��HF�- �� ��-7-3-��- ��� �-�4-�2�� [A∗ . . . B] � [B∗ . . . A] ��� �� 8

 2�.��� +->7� ,� 2�=�+� � �����1 �����+ r' $ ��� 2��� 2�-��� �7����7��+  3�,�-

7����. �-3�,��� 0��� �2 2�39�� �2 �2�� �2-39��4� ��  2�.��. +->7� �-�4-�2�+�'

��,�39�5- � 3���. 73. �����-��6 NC'C'CO  3-7�HF�-: NA(t = 0) = N0
A, NB(t = 0) =

N0
B' ����+ �;��0�+1 73. ��3�,-��. ���-2�,- ��� �����-��6 �� ���=-�2��=�� NA �

NB 2�-;�-2 . ��3�,�29 �5��>-��. 73. 7���,� 2�,�5� ���1 ��2��5- ��7,��.H2 .

�����-��.+ P(%Q:

(∂t − L̂r + kA)ϕA∗B(r, t) = −Wf (r)ϕA∗B(r, t) +Wr(r)ϕB∗A(r, t) NC'C'(O

−
∫
d3r′Wf (r

′)ϕA∗BB(r, r′, t) +

∫
d3r′Wr(r

′)ϕABB∗(r, r′, t);

(∂t − L̂r + kB)ϕB∗A(r, t) = Wf(r)ϕA∗B(r, t) −Wr(r)ϕB∗A(r, t)

−
∫
d3r′Wr(r

′)ϕB∗AA(r, r′, t) +

∫
d3r′Wf (r

′)ϕBAA∗(r, r′, t).

�- +�2�. �� 2�1 ,2� � ��;�2- P(%Q @2� �����-��. ;53� 0��� ��5 2�39�� 73.  3�8

,�. ���2��2�5� �-��=�61 �� �;�;F-��- � ��7� NC'C'(O  0��� .F�+� �2 ��  2�.8

��.  ���� 2.+� �-��=�� Wf(r) � Wr(r) 2�����39��' ��� �;5,��1 +5 ;�7-+  ,�2�29

��,�39�5- �� ��-7-3-��. � ����� [A∗ . . . B] � [B∗ . . . A] �-����-3�������5+�1 2'-'

ϕA∗B(t = 0) = N0
AcB1 ϕB∗A(t = 0) = N0

BcA1 47- cA = [A]tYU^m`1 cB = [B]tYU^m`1

�� ��39�� �-�4-�25 A � B ����7.2 . � ;�39K�+ �0;52�-' "7- 9 ��-7-�5 2�-�,�8

 2�,�5- ��� ϕA∗BB1 ϕABB∗ 1 ϕB∗AA1 ϕBAA∗ ' ��� ϕA∗BB ��� 5��-2 �� ��-7-3-��-

+�3-��35 A∗ � 7��� +�3-��3 B NB1 � B2O  �2�� �2-39�5+� ��  2�.��.+� ,� 2�=1

����5+� r = rA∗−rB1 � r′ = rA∗−rB2 ' ���3�4�,��1 ϕABB∗ 0�7�-2 �� ��-7-3-��- 2��68

�� ,� 2�= A,B,B∗  �2�� �2-39�5+� ��  2�.��.+� +->7� �-�4-�2�+� r = rA − rB

� r′ = rA − rB∗ ' #� ��39�� A � B �+-H2 . � ;�39K�+ �0;52�- ��  ����-��H  A∗

� B∗1 +5 ��3�� 29H ��-�-;�->-+ ���1 ��2��5- ��� 5��H2 �� ��-7-3-��- 7���

��0;�>7-��5� +�3-��3 � �7��6 +�3-��35 � � �����+  � 2�.��� NϕA∗A∗B1 ϕA∗BB∗ �

27'O' "7- 9 2��>- ��-7-� L̂r = D∆r * ��-��2�� �2�� �2-39��4� 7��>-��. � �����

[A∗ . . . B] � [B∗ . . . A]1 47- D * ��@//�=�-�2 �2�� �2-39��6 7�//�0��' #� ��39�� 0�8

7�,� �-K�-2 . 2�39�� � 2-�+���� �2�� �2-39��6 ��7��>�� 2�1 @2� ��2�+�2�,- ��

�4����,���-2 -- ��  +�2�-��- ;�����5+ ���;3�>-��-+1 ����� ��� � � ��;�2- P(%Q'

��0�5- 2-���� 7�H2 ��03�,�5- ���;3�>-��5- �5��>-��. 73. 2�-�,� 2�,�5�

&G(



,3-���' �����+-�1 � ��+���  ��-���0�=�����4� ���;3�>-��. P&%B1 &BDQ ��� ϕA∗BB

�=-����-2 . ���:

ϕA∗BB(r, r′, t) ≈ ϕA∗B(r, t)ϕA∗B(r′, t)
NA

. NC'C'GO

�����- ���;3�>-��- ����K� ��;�2�-2 73. ��� 2-6K-6 �-��=�� A + B → C + B1

�� �- � �;F-+  3�,�- P&)1 E(Q1 ��@2�+� 73. ��3�,-��. ���-2�,- ��� �����-��6 >-8

3�2-39�� � ��390���29 ;�3-- 2�,��H 2-���H' �3. ��3�,-��.1 �����+-�1 �����-��6

��$ 2�-�,� 2�,�5- ��� � �����-��.� NC'C'(O  3-7�-2  ,�2�29 ,� 2�,�� �-����-8

3�������5+� P(%Q:

ϕA∗BB(r, r′, t) ≈ ϕA∗B(r′, t)cB, ϕABB∗(r, r′, t) ≈ ϕB∗A(r′, t)cB, NC'C'DO

ϕB∗AA(r, r′, t) ≈ ϕB∗A(r′, t)cA, ϕBAA∗(r, r′, t) ≈ ϕA∗B(r′, t)cA.

$ ���2��2��+ ���;3�>-���  ���� 2� �-��=�61 ��� �;5,��1 0��� 5��H2 . � ��7- :

Wf(r) = kf
δ(r −R)

4πR2
, Wr(r) = kr

δ(r − R)

4πR2
, NC'C')O

47- R * ���2��2�56 ��7�� 1 ����56  �++- ��7�� �� �-�4-�2��1

kf =

∫
d3rWf (r), kr =

∫
d3rWr(r) − NC'C'EO

�-��=����5- ��� 2��25  ���� 2� 73. ��.+�4� � �;��2��4� ���=-  �1  ��2�-2 2�-���'

��3-- �7�;�� 0��� 5��29 �����-��. �- 73. �-3�,�� NA, NB � ���1 � 73. �� ���3� 8

�;��0��' �3-7�. ��;�2- P(%Q1 �-�-��K-+ �����-��. NC'C'CO � ��7-:

(s+ kA)NL
A(s) −N0

A = αL(s), (s+ kB)NL
B(s) −N0

B = −αL(s), NC'C'BO

47-

αL(s) = −kfϕLA∗B(R, s) + krϕ
L
B∗A(R, s). NC'C'&%O

$ ���;3�>-��� NC'C'DO �����-��. 73. 7���,� 2��5� ��� �����+�H2 ��7:

(s− L̂r + kA)ϕLA∗B(r, s) = N0
AcB NC'C'&&O

−Wf (r)ϕ
L
A∗B(r, s) +Wr(r)ϕ

L
B∗A(r, s) + cBα

L(s),

(s− L̂r + kB)ϕLB∗A(r, s) = N0
BcA

+Wf (r)ϕ
L
A∗B(r, s) −Wr(r)ϕ

L
B∗A(r, s) − cAα

L(s).

&GG



�3. �� �-K-��. ��-7-+ 7�-  ��;�7�5- /���=�� ����� GA∗B � GB∗A1 ��2��5- ���8

 5��H2 @��3H=�H � ����� [A∗ . . . B] � [B∗ . . . A]1  ��2�-2 2�-���1 ��� �2 �2 2��� ;�8

+�3-��3.��5� �-��=�6' ��� .�3.H2 . �-K-��.+� �����-��6:

(s− L̂r + kA)GL
A∗B(r|r0, s) =

δ(r − r0)

4πrr0
, NC'C'&<O

(s− L̂r + kB)GL
B∗A(r|r0, s) =

δ(r − r0)

4πrr0

 �2��>�HF�+ 4����,�5+ � 3���-+ ��� r = R' $ 2-�+���� /���=�6 ����� �-K-��-

�����-��6 NC'C'&&O �+--2 ��7:

ϕLA∗B(r, s) =
N0
A + αL(s)

s+ kA
cB + αL(s)GL

A∗B(r|R, s) NC'C'&CO

=NL
A(s)cB + αL(s)GL

A∗B(r|R, s),

ϕLB∗A(r, s) =
N0
B − αL(s)

s+ kB
cA − αL(s)GL

B∗A(r|R, s)

=NL
B(s)cA − αL(s)GL

A∗B(r|R, s).

#�7 2��3.. ���2���5- 0��,-��. @2�� ��� � �5��>-��- 73. α NC'C'&%O1 ��3�,�-+

αL(s) = −kfcBNL
A(s) − kfα

L(s)gLf + krcAN
L
B(s) − krα

L(s)gLr NC'C'&(O

� �����7�+ �  3-7�HF-+� �5��>-��H 73. αL(s):

αL(s) =
−kfcBNL

A(s) + krcAN
L
B(s)

1 + kfgLf + krgLr
. NC'C'&GO

"7- 9 ��-7-�5 ���5- �;�0��,-��. 73. ���2��2�5� 0��,-��6 /���=�6 �����: gLf (s) =

GL
A∗B(R|R, s)1 gLr (s) = GL

B∗A(R|R, s)1 ��2��5- +�>�� ��3�,�29 �0 N<'&'DO:

gLf (s) = G(s+ kA)/kD, gLr (s) = G(s+ kB)/kD, NC'C'&DO

47-1 ��� �;5,��1 kD = 4πRD 8 7�//�0�����. ��� 2��2�  ���� 2�� τD = R2/D *

73�2-39�� 29 � 2�-,� �-�4-�2�� � �� 2���-' ��3--1 ��3�,�-+ �����-��. ��$:

(∂t + kA)NA(t) = −kfcB
t∫

0

F (t− τ)NA(τ)dτ + krcA

t∫
0

F (t− τ)NB(τ)dτ, NC'C'&)O

(∂t + kB)NB(t) = kfcB

t∫
0

F (t− τ)NA(τ)dτ − krcA

t∫
0

F (t− τ)NB(τ)dτ,

47- .7�� F �+--2  3-7�HF�6 ���3� 8�;��0:

FL(s) =
1

1 + kfg
L
f + krgLr

. NC'C'&EO

&GD



�3. �2�,�-��. ��$ 2�-;�-2 . �2�,�-��- �5��>-��6 73. .7-�' ��� 2-���. 
��1

2�� � 
�$1 ��2��5- ��-2-�7�H2 �� ;�3-- 2�,��- ��� ���. ���-2��� �-��=��1 7�H2

2�2 >- ��7 ���-2�,- ��� �����-��61 ,2� � NC'C'&)O1 �� 73. �;-�� 2-���6 .7�� 0��� .2

�2 ���=-�2��=�6 cA � cB' �3. ��3�,-��- �������� � ��$1 �,-��7��1 �-�;��7�+�

� ��390���29 ���;3�>-��- 73. 2�-�,� 2�5� ���1 �23�,��- �2 ��� 2�4� �5��>-��.

NC'C'DO'

�-���. 
�� � �23�,�-1 �����+-�1 �2  ��-���0�=�����4� ���;3�>-��. P&%B1 &BDQ1

��-73�4�-2 .��5+ �;��0�+ 0��� �29 �����-��. 73. 2�-�,� 2�,�5� ��� ϕA∗BB �

ϕB∗AA' $ ��� ��0����H2 ,3-�51 0��� .F�- �2 ��� ϕA∗BBB1 ϕB∗AAA1 ϕABBB∗ 1 ϕBAAA∗ 1

��2��5- 7�3-- ���;3�>-��� �5��>�H2 . ,-�-0 2�-�,� 2�5- ��� � 0�2-+ * ,-�-0

7���,� 2�,�5- ��� � 2�� ��05��-+5- +��4�,� 2�,�5- .7�� ξf � ξr' �3. �-�;��2�8

+�6 �-��=�� 2-���. 
�� .�3.-2 . �- 9+� 2�,��6 � 7�-2 �-0�392�25 �+�3���� ��4�

P)BQ1 ��3�,-��5- 73.  �2��=�� �-��7��>��4� 7�����1 ����>-���4� �-0��� �+� 7�/8

/��7���HF�+� ��=-�2���+�' �7���� 73. �;��2�+�6 �-��=�� �-�;��7�+� �=-��29

2��>- 2�-�,� 2�5- ��� ϕABB∗ � ϕBAA∗ ' $ ��;�2- P(%Q @2� 7-3�-2 .  3-7�HF�+ �;8

��0�+:

ϕABB∗(r, r′, t) ≈ ϕB∗A(r′, t)cB, ϕBAA∗(r, r′, t) ≈ ϕA∗B(r′, t)cA, NC'C'&BO

2'-' @2� ��3�� 29H ���3�4�,�� ,� 2�,��+� ��-�-;�->-��H ����-3.=�.+� � �����-8

��� NC'C'DO' �3. ����-��� 2�,�� 2� 2���4� ���;3�>-��. �7�;�-- ��-������29 ��1

� �- ���1 �����-��. 73. ��2-�- �HF�� �� �� ����-7-�5 �  3-7�HF-+ ��07-3-'

����� )������
������ �����

�0�- 2��1 ,2� � 2-�+���� �� 0�,� 2�H ���F- /��+�3�����29 +-2�75 0�+5����.

�-�����6 P&)Q: �����+-�1 � 7����6 ��;�2- ���-2�,- ��- �����-��. �5��7�3� 9 �� 3-

�-�-/��+�3������ 0�7�,� � 2-�+���� N+�2��,�5�O ��' $ �  3-7�-+�+  3�,�- ��

 3-7�-2 ���7�29  3-7�HF�+ �;��0�+' �� �-���4� ���.7��  ����7�H2   ��2�-2 2��8

HF�+� ���:

πA∗ ≡ ϕA∗ = NA(t), πB∗ ≡ ϕB∗ = NB(t), NC'C'<%O

πA ≡ ϕA = cA, πB ≡ ϕB = cB.

&G)



���2��K-��. +->7� 7���,� 2�,�5+� �� � ��� �+--2 ��7 :

ϕA∗B(r, t) = πA∗B(r, t) + πA∗πB = πA∗B(r, t) +NA(t)cB, NC'C'<&O

ϕB∗A(r, t) = πB∗A(r, t) + πB∗πA = πB∗A(r, t) +NB(t)cA.

����+ �;��0�+1 πA∗B � πB∗A ��� 5��H2 ��� 2��� 2�-��5- ����-3.=�� +->7� A∗ � B

� +->7� B∗ � A1  ��2�-2 2�-���' �� ;�3-- �5 ���4� ���.7�� ���7.2 . ���3�4�,��'

�����+-�1 2�-�,� 2,��. ��� ϕA∗BB .�3.-2 .  3-7�HF-6 ��+;���=�-6 ��:

ϕA∗BB(rA∗ , rB1 , rB2, t) = πA∗BB(rA∗ , rB1, rB2 , t) NC'C'<<O

+πA∗B(rA∗ , rB1, t)πB(rB2 , t) + πA∗B(rA∗ , rB2 , t)πB(rB1 , t)

+πBB(rB1, rB2 , t)πA∗(rA∗ , t) + πA∗(rA∗, t)πB(rB1 , t)πB(rB2 , t).

	 3� ��-������29 2�39�� �2�� �2-39�5+� ��  2�.��.+� r � r′1 � �- �; �3H2�5+�

����7���2�+� �-�4-�2��1 �5��>-��- NC'C'<<O +�>�� �-�-�� �29 ���

ϕA∗BB(r, r′, t) = πA∗BB(r, r′, t) + πA∗B(r, t)cB + πA∗B(r′, t)cB NC'C'<CO

+ πBB(|r − r′|, t)NA(t) +NA(t)c2B.

���3�4�,�� 0���K-+ � 2�39�5- 2�-�,� 2�,�5- ��� � ��7- ��+;���=�6 ��:

ϕB∗AA(r, r′, t) = πB∗AA(r, r′, t) + πB∗A(r, t)cA + πB∗A(r′, t)cA NC'C'<(O

+ πAA(|r− r′|, t)NB(t) +NB(t)c2A,

ϕABB∗(r, r′, t) = πABB∗(r, r′, t) + πAB(r, t)NB(t) + πAB∗(r′, t)cB

+ πBB∗(|r − r′|, t)cA +NB(t)cAcB,

ϕBAA∗(r, r′, t) = πBAA∗(r, r′, t) + πBA(r, t)NA(t) + πBA∗(r′, t)cA

+ πAA∗(|r− r′|, t)cB +NA(t)cAcB.

��� �>- �2+-,�3� 9 �5K-1 � ������-+ 73. ��-7-��. �� .�3.-2 .  ��6 2�� ��2-��

����-3.=�� P&)1 BEQ' $ �  3-7�-+�+  3�,�- 7����-  ��6 2�� �0��,�-21 ,2� �.7 ���

/��2���0�-2 . �  ��2�-2 2��HF�- �� ��� @2�+ �;��F�H2 . � ��39' �����+-�1 ���

r′ → ∞

ϕB∗AA(r, r′, t) → ϕB∗A(r, t)ϕA = ϕB∗A(r, t)cA, NC'C'<GO

πB∗AA(r, r′, t), πB∗A(r′, t), πAA(|r− r′|, t) → 0.

&GE



�����-  ��6 2�� 4����2���-2 0�2�����- �� ��� ;�39K�� ��  2�.��.� +->7� ,� 2�8

=�+� � ��0��3.-2 /��+�3�����29 /�0�,- �� ���0��,�5- +-2�75 0�+5����. �-���8

��6 73. ��'

��� �;5,��1 �-�����. 73. �� �5��7�2 . �0 �-������ 73. ��� �  �.0� +->7�

�;-�+� �-3�,���+�' $ 3-7 2��- NC'C'<%O �����-��. 73. �� �-���4� ���.7�� � 2�8

H2 . �-�0+-��5+�1 2-+ �- +-�--1 0���K-+ �� �- ��39�� ���,-:

(∂t + kA)NA(t) = −
∫
d3rWf(r){πA∗B(r, t) +NA(t)cB} NC'C'<DO

+

∫
d3rWr(r){πB∗A(r, t) +NB(t)cA},

(∂t + kB)NB(t) =

∫
d3rWf(r){πA∗B(r, t) +NA(t)cB}

−
∫
d3rWr(r){πB∗A(r, t) +NB(t)cA},

�����-��. 73. �� <84� ���.7�� �+-H2 ��7:

(∂t − L̂r + kA)πA∗B(r, t) = −Wf (r){πA∗B(r, t) +NA(t)cB} NC'C'<)O

+Wr(r){πB∗A(r, t) +NB(t)cA} −
∫
d3r′Wf(r

′){πA∗BB(r, r′, t)

+ cBπA∗B(r, t)} +

∫
d3r′Wr(r

′)πABB∗(r, r′, t),

(∂t − L̂r + kB)πB∗A(r, t) = Wf(r){πA∗B(r, t) +NA(t)cB}

−Wr(r){πB∗A(r, t) +NB(t)cA} −
∫
d3r′Wr(r

′){πB∗AA(r, r′, t)

+ cAπB∗A(r, t)} +

∫
d3r′Wf(r

′)πBAA∗(r, r′, t).

$ ��,�39�56 +�+-�2 �;- � ��+5- �� ����5 ��3H: πA∗B(r, t = 0) = πB∗A(r, t =

0) = 0' "7- 9 73.  ����F-��. �5�3�7�� +5 ��-�-;�-43� ,3-��+�1  �7-�>�F�+�

�� πAA1 πBB1 πAB1 πAA∗ 1 πBB∗ N2'-' ��� 5��HF�- �� 7��� ,� 2�=1 ��2��5- �- +�4�2

�-�4�����29 7��4  7��4�+O' ���3�4�,�� ��;�2- PCBQ +�>�� ����0�291 ,2� ��� �- �8

F- 2�-��5 � ;������+ ���;3�>-���' ��-�,� 2�,�5- ,3-�5 � �����-��.� 73. πA∗B

� πB∗A  �7-�>�2 2�-�,� 2�,�5- �� πA∗BB1 πB∗AA1 πABB∗ 1 πBAA∗ ' #�-�-;�-4�. �+�1  

� ��390�����-+ 2-����� /���=�6 ����� P&)Q +5  ��0� >- ��3�,�-+ �����-��. ��$

NC'C'&)O' �-6 2��2-39��1 � ���2��2��+ ���;3�>-��� πA∗B � πB∗A �+-H2 ��7:

πLA∗B(R, s) = gLf α
L(s), πLB∗A(R, s) = −gLr αL(s), NC'C'<EO

&GB



� αL �-�-�� 5��-2 . ���:

αL = −kf{πLA∗B(R, s) +NL
A(s)cB} + kr{πLB∗A(R, s) +NL

B(s)cA} NC'C'<BO

= −(kfg
L
f + krg

L
r )αL − kfcBN

L
A(s) + krcAN

L
B(s).

�����- �5��>-��- ��0��3.-2  ��0� >- �-�-62� � �5��>-��H NC'C'&GO 73. α �1  3-8

7���2-39��1 � �����-��.+ NC'C'&)O  .7��+ F 1 ���-7-3-��5+ � NC'C'&EO'

�3. �2�,�-��. ��$1 2���+ �;��0�+1 �-�;��7�+ �,-2 2�-�,� 2�,�5� ����-3.=�6'

$ ��;�2- P(%Q /��2�,- �� ��-73�4�-2 . ��-�-;�-,9 πABB∗ � πBAA∗ NC'C'&BO ��  ���8

�-��H  �� πA∗BB � πB∗AA' �3. ����-���  ����-73��� 2� 2���4� ��-7��3�>-��.

0���K-+ �����-��. 73. � -� 2�-�,� 2�,�5� ��' ��� �+-H2 ��7:

(∂t − L̂A∗BB + kA)πA∗BB(r, r′, t) = −Wf (r){πA∗BB(r, r′, t) + cBπA∗B(r′, t)} NC'C'C%O

−Wf(r
′){πA∗BB(r, r′, t) + cBπA∗B(r, t)} +Wr(r)πAB∗B(r, r′, t) +Wr(r

′)πABB∗(r, r′, t),

(∂t − L̂ABB∗ + kB)πABB∗(r, r′, t) =

−Wr(r
′)πABB∗(r, r′, t) +Wf(r

′){πA∗BB(r, r′, t) + cBπA∗B(r, t)},

(∂t − L̂B∗AA + kB)πB∗AA(r, r′, t) = −Wf (r){πB∗AA(r, r′, t) + cBπB∗A(r′, t)}

−Wf(r
′){πB∗AA(r, r′, t) + cBπB∗A(r, t)} +Wr(r)πBA∗A(r, r′, t) +Wr(r

′)πBAA∗(r, r′, t),

(∂t − L̂BAA∗ + kA)πBAA∗(r, r′, t) =

−Wr(r
′)πBAA∗(r, r′, t) +Wf (r

′){πB∗AA(r, r′, t) + cBπA∗B(r, t)}.

"7- 9 L̂A∗BB * ��-��2��  ��;�7��4� 7��>-��. 2��6�� +�3-��3 [A∗BB]1 � 2�39�5-

��-��2��5 7��>-��. �+-H2 ��->��6  +5 3' �3. ��� 2�25 07- 9 ���F-�5 � - (8

,� 2�,�5- ,3-�51 ��2��5-1 ��� �2+-,�3� 9 �5K-1 �- �F- 2�-��5 � ;������+ ���8

;3�>-��� P&)Q' �0 7���5� �����-��6 �-. ��1 .�3.H2 . 3� �53�,��5 πABB∗ � πBAA∗

+�35+� ��  ����-��H  πA∗BB � πB∗AA' $��;F- 4����.1 �0 ��7� �����-��6  3-7�8

-21 ,2� ��� �7��4� ���.7��1 2'�' �����-��. 73. ���  �7-�>�2 ����>�- � 2�,����'

�3. ����-��� ���;3�>-��. NC'C'&BO N@�����3-�2��4� πABB∗ , πBAA∗ → 0O ��  ,�2�8

-+ � - ��' �  �>�3-��H1 2-���. 
�� �- ��-73�4�-2 �-=-�2� �� ,-2� �� πABB∗

� πBAA∗ 1 ��@2�+� � - 7�39�-6K�- �� ,-25 ;�7�2 �����7�29 . � ��+��� 
�$1 ��8

2���. ��  2����3���-2 � - ��3�75 � ���-2��� �-��=��1  �F- 2�-��5- � ;������+

���;3�>-���' #� ��39�� 2-���. 
�� ����=����39�� �4����,-�� 3�K9 ��  +�2�-8

��-+ �2�� �2-39�5�1 � �- �; �3H2�5� ��7��>�� 2-6 �-�4-�2��1 �=-��� �� πA∗BB 1

&D%



�� ' C'&: L��'
������ "��#������	
� !
	��	�� ��	���� � ��#��� ���� ��� M/NO� , "����� ��	���

�/� ����
�� A∗ ������
����	� � "����
 ��������
 B� ����
��� �� �����
� �� ������ ��	��� �.�  

	��!����� (������	
� ��-#� A∗ 
 B1 ���	� r� � ��-#� A∗ 
 B2  r′� P
�
����
� �����

 "�����	�

��������
� � "������	����		�� ��������

  ����	��
 �
	
��
�

πB∗AA1 πABB∗ 1 πBAA∗ � ��+��� 
�$ ����-�2��' $5��7 �����-��6 
�$ ����-7-� �

 3-7�HF-+ ��07-3-'

����� !�������� ������
��������� ������ ������

�3. ��3�,-��. �����-��6 
�$ �0 �����-��6 73. �� �-�;��7�+� �5��3��29 ���=-8

7��� �57-3-��. ;�����5� ����3�� � 0�7�,- 2�-� 2-3 P&)Q' $��;F- 4����.1 �����-��.

73. 2�-�,� 2�,�5� �� NC'C'C%O  �7-�>�2 2�-�,� 2�,�5- ��3�751 ��2��5- ����7.28

 . 0� ��+��+� ;������4� ���;3�>-��.' �� +�>�� �2;�� �291 ��390�. 9 +-2�7�+�1

��2��5- ;53� ��0��;�2��5 � �;� �����5 � ��;�2�� P&)1 CBQ � �7��2������5 � 7��8

��6 ��;�2- 73.  3�,�. +��4�,� 2�,��6 �-��=��' ���  3-7�-2 �0 �����-��. NC'C'C%O1

- 29 7�� ��3�7� N����3�O � @��3H=�H πA∗BB' $ �-���+ ����3- +�3-��3� A∗ ����-3�8

������  �-���6 ,� 2�=-6 B � �-�4���-2  � �2���6 B1 � �2�� �2-39�5- ��  2�.��.

+->7� ,� 2�=�+� ����5 r = |rA∗ − rB1| � r′ = |rA∗ − rB2|' $� �2���+ ����3- A∗ ���8

�-3�������  � �2��5+ �-�4-�2�+ B1 �-�4���.  �-��5+ �-�4-�2�+ B' ���/�,- ��-

��-7 2��3-��- ?����3��A ����-7-�� �� �� 'C'&' $  ��2�-2 2���  �;F�+ +-2�7�+ ��8

&D&



��39��4� �57-3-��. P&)Q � - ��3�75 �2 �2���4� ����3�  ��2�-2 2��H2  �F- 2�-���

2�-�,� 2�,�5+  2�3����-��.+1 ��@2�+� � ;������+ ���;3�>-��� �+�  3-7�-2 ��38

�� 29H ��-�-;�-,91 ����� ��� � ��2-�/-�-�=�-6 ����3��' $ �-0�392�2- � �����-��.�

NC'C'C%O +�>�� ��-�-;�-,9 � -+� ,3-��+�1  �7-�>�F�+� Wf(r)1 Wr(r)1 � � 2���29

,3-�51  �7-�>�F�- Wf(r
′)1 Wr(r

′)' ��-�,� 2�,�5- ��-��2��5 7��>-��. +�>�� 0�8

+-��29 �� ;�3-- ��� 25- L̂r′ = D∆r′' ��47� �����-��. NC'C'C%O �����+�H2 ��7 :

(∂t − L̂r′ + kA)πA∗BB(r, r′, t) = NC'C'C&O

−Wf(r
′){πA∗BB(r, r′, t) + cBπA∗B(r, t)} +Wr(r

′)πABB∗(r, r′, t),

(∂t − L̂r′ + kB)πABB∗(r, r′, t) = −Wr(r
′)πABB∗(r, r′, t)

+Wf(r
′){πA∗BB(r, r′, t) + cBπA∗B(r, t)},

(∂t − L̂r′ + kB)πB∗AA(r, r′, t) =

−Wr(r
′){πB∗AA(r, r′, t) + cAπB∗A(r, t)} +Wf(r

′)πBAA∗(r, r′, t),

(∂t − L̂r′ + kA)πBAA∗(r, r′, t) = −Wf (r
′)πBAA∗(r, r′, t)

+Wr(r
′){πB∗AA(r, r′, t) + cAπA∗B(r, t)}.

J2� �����-��. +�>�� �-K�29 +-2�7�+� 2-���� /���=�6 �����' ��� � ���--1 0��8

,-��. � -� ��2-�- �HF�� �� �-3�,�� �5��>�H2 . ,-�-0 GA∗B � GB∗A' $5,� 3�+

πA∗BB � πABB∗ N�5��>-��. 73. πB∗AA � πBAA∗ ��3�,�H2 . ��3�� 29H ���3�4�,�5+

�;��0�+O' ��� � ���--1 0�7�,� ;�7-2 ��  +�2����29 . 2�39�� � ���2��2��+ ���8

;3�>-��� 73.  ���� 2-6 �-��=�� �-�-�� �1 �5,� 3-��. ;�7�2 ����0��7�29 . 73.

���3� 8�;��0�� ��2-�- �HF�� �� �-3�,��' ��47� �5��>-��. 73. πA∗BB � πABB∗

�����+�H2 ��7:

πLA∗BB(r, R, s) = −kfgLf {πLA∗BB(r, R, s) + cBπ
L
A∗B(r, s)} NC'C'C<O

+ krg
L
f π

L
ABB∗(r, R, s),

πLABB∗(r, R, s) = −krgLr πLABB∗(r, R, s)

+ kfg
L
r {πLA∗BB(r, R, s) + cBπ

L
A∗B(r, s)}.

����+ �;��0�+1 ��3�,�H2 . 7�� 3��-6�5� �34-;���,- ��� �����-��. 73. πA∗BB �

πABB∗ 1 ��2��5- 3-4�� �-K�H2 .1 7���.  3-7�HF�- �5��>-��. 73. ��:

πLA∗BB(r, R, s) = −
kfg

L
f

1 + kfgLf + krgr
cBπ

L
A∗B(r, s) = −kfgLf FL(s)cBπ

L
A∗B(r, s), NC'C'CCO

πLABB∗(r, R, s) =
kfg

L
r

1 + kfg
L
f + krgr

cBπ
L
A∗B(r, s) = kfg

L
r F

L(s)cBπ
L
A∗B(r, s).

&D<



� 2�39�5- 2�-�,� 2�,�5- �� ��3�,�H2 . �-�- 2������6 ��7-� �� Nf ↔ r � A↔ BO

� �+-H2 ��7:

πLB∗AA(r, R, s) = −krgLr FL(s)cAπ
L
B∗A(r, s), NC'C'C(O

πLBAA∗(r, R, s) = krg
L
f F

L(s)cAπ
L
B∗A(r, s).

����+ �;��0�+1 � ���;3�>-��� 
�$ N2'-' � ;������+ ���;3�>-���O � - �� �+-H2

�7������56 ���.7�� �-3�,��5 � �-2 ������� � ������6 ����-;�-4�29 ����683�;�

�0 ��� ��  ����-��H  � 2�39�5+�' ��39�� �  3�,�- �-�;��2�+�6 �-��=�� Nkf = 0

�3� kr = 0O 2-���. 
�� 7�-2 �����39��H �=-��� 2�-�,� 2��5� ��1 73. �;��2�8

+�6 �-��=�� -- ����-�=�� � �-0�392�2�+ ��$ �-�-��5' $�0+�>��1 � =-3�+  �� �;

�=-��� 2�-�,� 2�,�5� ����-3.=�6 � ��7��7- 
��1 ��0��;�2���56 73. @3-+-�2��8

�5� �-��=�61 � 2�-2 .  ����-73��5+1 �7���� 2�-;�-2 . -4� �;�;F-��- 73. ;�3--

 3�>�5� �-��=����5�  �-+1 �� ��39�� ��7��1 ,2� �-�;� �������- ��-�-;�->-��-

�27-39�5+� ����-3.=�.+� �����7�2 � �K�;�,�5+ ����-�=�.+ ��$' $ �-7���-6

��;�2- #����� � �4+��� P&B)Q �����7�3� 9 2- 2�������- 2�,�� 2� �-0�392�2�� ��08

3�,�5� ��7��7�� 73. ��� ���. ���-2��� �-��=�� A + B � C + D ��� ;�39K�+

�0;52�- �-�4-�2�� B � D' �����. �-��=�.  ����7�-2  �0�,�-+�6 07- 9 �-��=�-6

�;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4�� �  3�,�- ��3-�5�  ���� 2-6 �-3�� �=�� � � �����-

 � 2�.��- kA � kB' ��� ����0�3�  ����-��- �-0�392�2�� ��03�,�5� 2-���6  �-0�398

2�2�+� ,� 3-���4� +�7-3�������. �-��=�����6 7���+��� P&B)Q1 2-���. 
�� �- 7�-2

 �F- 2�-���4� �2�,�-��. �-0�392�2�� ��$ 73. �;��2�+�6 �-��=�� A+B � C+D1

�- +�2�. �� 2�1 ,2� 2-���. 
�� ����K� ��� 5��-2 ���-2��� �-�;��2�+�6 �-��=��'


5  ,�2�-+1 ,2� �-2�,�� 29 2-���� 
�� 73. �;��2�+�6 �-��=��  �.0���  ��,-+

�- �;� ������5+ ��-�-;�->-��-+ ����-3.=�.+� πABB∗ � πBAA∗ '

�-�-�9 ��3�,�+ �����-��. 
�$' #�7 2���� 0��,-��. 2�-�,� 2�,�5� �� �0

NC'C'CCO � NC'C'C(O1 +5 ��3�,�-+  3-7�HF�- �����-��. 73. πA∗B � πB∗A:

(s− L̂r + kA)πLA∗B(r, s) = −Wf (r)(π
L
A∗B(r, s) +NL

A(s)cB) NC'C'CGO

+Wr(r)(π
L
B∗A(r, s) +NL

B(s)cA) − kfcBF
L(s)πA∗B(r, s);

(s− L̂r + kB)πLB∗A(r, s) = Wf (r)(π
L
A∗B(r, s) +NL

A(s)cB)

−Wr(r)(π
L
B∗A(r, s) +NL

B(s)cA) − krcAF
L(s)πB∗A(r, s).

#�.�3.HF�- . 07- 9 2�-�,� 2�,�5- ,3-�5 +�>�� ��2-���-2�����29  3-7�HF�+

�;��0�+' 
�3-��35 A � B1 �- �����73->�F�- � �0;����5+ ����+ ��� 2��� 2�-���

&DC



����-3�������5� +�3-��3 [A∗ . . . B] � [B∗ . . . A]1 �;��0�H2  ��-�;��0�56 �-��=���8

�56 ?/��A' 
�3-��35 A∗ � B∗ +�4�2 �-�4�����29 �- 2�39��  �  ���+� ���2�-��+�1

�� �  ,� 2�=�+�1 �;��0�HF�+� /��' #�� @2�+ �  3�,�- ;�39K�4� �0;52�� +�3-��3

� � �����+  � 2�.��� ��  ����-��H  A∗ � B ����+�83�;� ��0+�F-��.+� /��� �

��7- 2���� �-��=�6 +�>�� ��3�� 29H ��-�-;�-,9' $ �-0�392�2- �0��+�7-6 2��.  

/���+ ����-3�������5- ���5 ,� 2�= [A∗ . . . B] ��-���F�H2 . � [A . . .B]1 � [B∗ . . . A]

* � [B . . .A]' ����� 2� KA � KB 2���� �;��2�+5� ;�+�3-��3.��5� ���=-  �� � ;�8

�����+ ���;3�>-��� ����5 ����0�-7-��H  ��2�-2 2��HF�� �-��=����5� ��� 2��2

Nkf �3� krO1 ���=-�2��=�6 ,� 2�= /��� NcA � cBO � .7�� ��$

KL
A = kfcBF

L(s), KL
B = krcAF

L(s). NC'C'CDO

����+ �;��0�+1  ���� 2� �-��=�6  +�3-��3�+� /��� �=-����H2 . ��� ��+�F�

��$' � /��+�39��6 2�,�� 0�-��. �-��=��  /���+ �����7.2 � 2-+ >- �� 3-78

 2��.+1 ,2� � �-3�� �=�. ,� 2�= � � �����-  � 2�.��-1 ��2���. ��-���F�-2 ����

[A∗ . . . B] � [A . . .B] � ���� [B∗ . . . A] * � [B . . .A]' 
3�4�7��. @2�+� �-K-��- ����8

�-��. NC'C'CGO  2�����2 . �,-��7�5+: 2�-;�-2 . 3�K9 �-�-���-7-3-��-  ���� 2-6

�-3�� �=��

kA → kA +KL
A, kB → kB +KL

B NC'C'C)O

� ���-7-3-��- ���5� /���=�6 ����� HA∗B � HB∗A �+- 2� GA∗B � GB∗A' ���5-

/���=�� ����� .�3.H2 . �-K-��.+� �����-��6 :

(s− L̂r + kA +KL
A)HL

A∗B(r|r0, s) =
δ(r − r0)

4πrr0
, NC'C'CEO

(s− L̂r + kB +KL
B)HL

B∗A(r|r0, s) =
δ(r − r0)

4πrr0
.

��3--1 ���3�4�,�� NC'C'<EO +�>�� ��3�,�29

πLA∗B(R, s) = hLf α
L(s), πLB∗A(R, s) = −hLr αL(s), NC'C'CBO

47- αL �����+�-2 ��7:

αL = −kf{πLA∗B(R, s) +NL
A(s)cB} + kr{πLB∗A(R, s) +NL

B(s)cA} NC'C'(%O

= −(kfh
L
f + krg

L
r )αL − kfcBN

L
A(s) + krcAN

L
B(s).

&D(



"7- 9

hLf = HL
A∗B(R|R, s) =

1

kD
G(s + kA +KL

A), NC'C'(&O

hLr = HL
B∗A(R|R, s) =

1

kD
G(s + kB +KL

B).

J2� ��0��3.-2 ��3�,�29 ���-2�,- ��- �����-��. 
�$:

(∂t + kA)NA(t) = −kfcB
t∫

0

Σ(t− τ)NA(τ)dτ + krcA

t∫
0

Σ(t− τ)NB(τ)dτ, NC'C'(<O

(∂t + kB)NB(t) = kfcB

t∫
0

Σ(t− τ)NA(τ)dτ − krcA

t∫
0

Σ(t− τ)NB(τ)dτ,

47- ���3� 8�;��0 .7�� 
�$ Σ �����+�-2 ��7:

ΣL(s) =
1

1 + kfh
L
f + krhLr

. NC'C'(CO

����+ �;��0�+1 � - �23�,�- +->7� ��$ � 
�$  � 2��2 � ��7- .7��' �3. ��3�,-��.

.7�� 
�$ �0 .7�� ��$ 2�-;�-2 . �-�-���-7-3-��-  ���� 2-6 �-3�� �=�� kA � kB �

� �����-  � 2�.��- � .7�- ��$ �  ��2�-2 2���  �-=-�2�+ NC'C'C)O'

	 3�  ,�2�291 ,2� πABB∗ = 0 � πBAA∗ = 0 � �����-��.� NC'C'C&O 73. 7��� � 2��8

K�� . �� +�>�� ��3�,�29:

πLA∗BB(r, R, s) = −
kfg

L
f

1 + kfgLf
cBπ

L
A∗B(r, s) = −kfgLf FL

A (s)cBπ
L
A∗B(r, s), NC'C'((O

πLB∗AA(r, R, s) = − krg
L
r

1 + krgLr
cAπ

L
B∗A(r, s) = −krgLr FL

B (s)cAπ
L
B∗A(r, s).

"7- 9 +5 ��-3� .7�� ��$

FL
A (s) =

1

1 + kfgLf
, FL

B (s) =
1

1 + krgLr
, NC'C'(GO

��2��5- 0�7�H2  ���� 2� �-�;��2�+5� ���=-  �� A∗+B → A+B∗ � B∗+A→ B+A∗1

 ��2�-2 2�-���' ��47� 0�7�,� /��+�39��  ��7�2 . � ��-757�F-61  3-7�-2 2�39��

�- ��39�� ���,- ���-7-3�29 KA � KB:

KL
A = kfcAF

L
A (s), KL

B = krcBF
L
B (s). NC'C'(DO

��0�,- �� @2� 7�-  ���� 2� ��8��->�-+� ��� 5��H2 �-��=�� ����-3��������6 ��8

�5 �-�4-�2��  /���+' �7����1 @2�  ���� 2�1  ��2�-2 2��H2 �-�;��2�+5+ �-��=�8

.+1 � �23�,�- �2 NC'C'(DO1 ��2��5- ��� 5��H2 �;��2�+5- �-��=��' �,-��7��1 ,2�

&DG



��-�-;�->-��- �;��2�+� 29H �-��=�6  /���+ �-/�0�,�� � ��@2�+� �����7�2 �

�-�����39�5+ ����-�=�.+ ��$ �  3�,�- �;��2�+�6 �-��=��'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� �-0�392�25 ��� ��$1 2�� � 
�$1 +�4�2 ;529 ��3�,-�5 � �

��+��� ��0��2�4� � 7����6 ��;�2- /��+�3�0+� ?@//-�2���5�A ,� 2�=' $5��>-��.

73. .7-� ��$ � 
�$ � +�2��,��+ ��7- ����-7-�5 � ��;�2�� P&B1 <%1 <&1 &EEQ'

$5��>-��. 73. 
�$ � +�2��,��+ ��7- ����-7-�5 � #��3�>-��� �'

���� )�������� ����� �8�����
��
��

$ 7����+ ��07-3- +5 ��  +�2��+ ��-7 ��0���. 73. ��� 2��2 W2-���8��39+-�� �

��+��� ��03�,�5� ��7��7��' ��� �;5,��1 ����2��56 �5��7 3H+��- =-�=�� η +�3-8

��3 A∗ +�>�� ���-7-3�29  3-7�HF�+ �;��0�+:

η = kA

∞∫
0

NA(t)dt = kAN
L
A(s = 0). NC'C'()O

�� ��� 5��-2 . �3�  �,- ��+ 0�����+ W2-���8��39+-�� P&BQ:

η =
1

1 + kQcB/kA
. NC'C'(EO

"7- 9 kQ * ��� 2��2� 2�K-��.' ��$ 7�-2  3-7�HF-- �5��>-��- 73. kQ P&B1 <%Q:

kIETQ =
kf

1/FL(0) + krcA/kB
. NC'C'(BO

$5��>-��. 
�$ � 2-���� 
�� 73. kQ +�>�� 0��� �29 ���3�4�,�5+ �;��0�+ *

73. ��3�,-��. kQ 2�-;�-2 . 0�+-��29 FL(s = 0) �� ΣL(s = 0) �3� FL
MPK(s = 0) �

�����-��� NC'C'(BO1 47- FMPK * .7�� 2-���� 
��'

�-�;��2�+56 �-�-�� @�-�4��' ���,�3� ��  +�2��+ ;�3-- ��� 2�6  3�,�6 �-8

�;��2�+�4� N73. ���-7-3-��� 2� ;�7-+  ,�2�29 kr = 0O 7�//�0�����8���2��3���-8

+�4� Nkf � kDO �-�-�� � @�-�4��' #� ��39�� � @2�+  3�,�- �0�- 2�� 2�,��- �-K-��-

P)BQ 0�7�,� A∗ +B → A+B∗ 73. �-��7��>��4� A∗ � �-0��� �+� 7�//��7���HF��

B1 �-��=�. �-�;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4�� +�>-2 � ��390���29 . 73. 2- 2�����8

��. 2�,�� 2� ��03�,�5� ��7��7�� N ��-���0�=�����4� ���;3�>-��.1 ��$1 
�$1

2-���� ��4�1 �� � W���1 2-���� 
�� � 27O' !���K� �0�- 2��1 ,2� � ��+��� ��$

��� 2��2� 2�K-��. kQ �- 0��� �2 �2 ���=-�2��=�6 ,� 2�= �  3�,�- �-�;��2�+�6

�-��=�� P<<1 &B<1 &BEQ:

kIETQ = kD

(
1 +

√
kAτd

)
= kD(1 + z), NC'C'G%O

&DD



47- z =
√
kAτd' � 2�39�5- 2-���� ����-�2���H2 �-0�392�25 ��$ � ��-7 ��05��H2

0��� .F�- �2 ���=-�2��=�� ��� 2��25 2�K-��. P<<1 (%1 &%%1 &%D1 &B<1 &B)1 &BEQ' $

��-7-3- ��0��� ���=-�2��=�6 @2� ����-�=�� 3��-6�5 �� ;-0��0+-���+� ����+-2��

�3�2�� 2� ξB = 4πR3cB/3 = cBkDτd/3 � 11 2'-' �� ���=-�2��=�� cB' ����+ �;��0�+1

�-3�,��� kQ +�>�� ��-7 2���29 � ��7-:

kQ = kIETQ + ℵkDξB. NC'C'G&O

��47�1 �����+-�1 �-0�392�2 +�7-3� �+�3���� ��4� 73. kQ �+--2 ��7 P<<Q:

kSmQ = kIETQ + 3kDξB

[
1

2z
+ 1 − 2

π

]
, ℵSm = 3

[
1

2z
+ 1 − 2

π

]
, NC'C'G<O

� 
�$ ��-7 ��05��-2 ��� 2��2� 2�K-��.1 �����H:

kMET
Q = kIETQ + 3kDξB

[
1

2z
+

1

2

]
, ℵMET = 3

[
1

2z
+

1

2

]
. NC'C'GCO

�-2�39��-  ����-��- ��-7 ��0���6 73. kQ ;53� ����-7-�� � �-7����� ��;�2�� P<<1

&B<1 &BEQ1 �-0�392�25 73. ��03�,�5� 2-���6 ����-7-�5 � 2�;3�=-:

#����� �+�3���� ��6 
�$ P<<Q 
�$T ��41 ��1 W�� 
��

cNrO 3
[

1
2

√
τA
τd

+ 1 − 2
π

]
3
[

1
2

√
τA
τd

]
C
[

1
2

√
τA
τd

+ 1
2

]
3
[
2
√

τA
τd

+ τA
τd

+ 1
]

$ =-3�+1 ��0�5- 2-���� ��-7 ��05��H2 ��03�,�5- �-3�,��5 ��@//�=�-�2� ℵ1

2-+ �- +-�--1  3-7�-2 �2+-2�291 ,2� � - ��� ��  2����3���H2 � �����6 ,3-� 3/2z'

	7�� 2�-��5+ � �3H,-��-+ .�3.-2 . 2-���. 
��1 ��2���. 7�-2  3-7�HF�6 �-8

0�392�2 73. kQ:

kMPK
Q = kIETQ + 3kDξB

[
2

z
+

1

z2
+ 1

]
, ℵMPK = 3

[
2

z
+

1

z2
+ 1

]
NC'C'G(O

��� �- 2�39�� �- �� ����0��7�2 ��@//�=�-�2 ��� 1/z1 �� � ��-7 ��05��-2 ,3-�

3/z2' J2� .�3.-2 . �-�>�7���5+1 �� ��39�� ���4 �  ���2��5 P(%Q ����0�3�1 ,2�

�-0�392�25 2-���� 
�� � @2�6  �2��=�� /��+�39�� �� ����0��7.2 �-0�392�2 �+�8

3���� ��4�1 2�47� ��� �-0�392�25 73. ��� 2��2 2�K-��.  �F- 2�-��� �23�,�H2 .

73. �;��� ��7��7��' �3. 2�4�1 ,2�;5 �;S. ��29 @2�2 ����7�� 1 �� ����0�-7-+ �58

��7 ���;3�>-���4� �5��>-��. 73. kQ1 ����-7-��56 � ��;�2- P(%Q' �����-��- 2-����


�� 73. ���=-�2��=�� NA �+--2 ��7 P(%Q:

(∂t + kA)NA = −kf
t∫

0

FMPK(t− τ)NA(τ)dτ, NC'C'GGO

&D)



� .7�� FMPK �+--2  3-7�HF�6 ���3� 8�;��0:

FL
MPK(s) =

1

1 + FL
f (s)

, FL
f (s) =

kfcBY
L
A (s)

1 − (s+ kA)Y L
A (s)

− 1. NC'C'GDO

"7- 9 YA(t) * �-��.2�� 29 �5>�����. A∗ 73.  3�,�. �-�;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��1

��2���. 0�7�-2 . �5��>-��-+ P(%Q1 ��-��5- ��3�,-��5+ �+�3���� ��+ P)BQ:

YA(t) = exp

⎛
⎝−kAt− cB

t∫
0

dτKf (τ)

⎞
⎠ . NC'C'G)O

"7- 9 Kf (t) * 0��� .F�. �2 ��-+-�� ��� 2��2�  ���� 2�1 �����. kf ��� t = 01 �

7� 2�4�HF�.  2�=�������4� 0��,-��. k0
f = kfkD/(kf + kD) ��� t = ∞' 	- ���3� 8

�;��0 ���-� P(%Q:

KL
f (s) =

kf/s

1 + kfG(s)/kD
. NC'C'GEO

�-0�392�2 2-���� 
�� 73. ��� 2��25 2�K-��. �+--2 ��7 kMPK
Q = kfF

L
MPK(s = 0)'

#�� cB → 0 ��3�,�-+: kQ = kIETQ ' �3. ��3�,-��. 3��-6�5� �� cB ����-�=�6 �

�-0�392�2� ��$ ���4 �  ���2��5  ,�2�3�1 ,2� ��2-4��3 � NC'C'G)O 4���07� +-�9K-

-7���=5:

YA(t) ≈ exp(−kAt)

⎛
⎝1 − cB

t∫
0

dτKf (τ)

⎞
⎠ . NC'C'GBO

#�� ��7 2�����- ���3� 8�;��0� @2�4� ���;3�>-���4� �5��>-��. � FMPK ��3�,�8

3� 9 �K�;�,�5- ��-7 ��0���. 73. ℵMPK ' 
5 ��3�4�-+1 ,2� 2���- ���;3�>-��- �-

��0��3.-2 ����-�2�����29 �-0�392�25 ��$' �-6 2��2-39��1 ���  3-7�-2 �0 /��+�8

35 NC'&'<O1 ��$  ����-73��� �� ��-+-��� PCGQ

t < tIET =
ln(ξ−1

B )

k0
fcB

. NC'C'D%O

����+ �;��0�+1 3H;�. 2-���.1 ��-2-�7�HF�. �� �2�,�-��- ��$1 7�3>�� ��;�2�29

�� ;�3-- K�����+ ��2-���3- ��-+-�' $ ,� 2�� 2�1 ��2-���3 ���+-��+� 2� 3H;�6

;������6 2-����1 0�7���-+56 /��+�3�6 NC'&'CO1  3-7�HF�6 PCGQ:

t < tMET =
1

k0
fcBξB

. NC'C'D&O

#���-��+1 .�3.-2 . 3� ���;3�>-��- NC'C'GBO ����-�2�5+ ��� tIET < t < tMET ' $

3H;�6 +�+-�2 ��-+-�� +�>��  ,�2�291 ,2� Kf ≥ k0
f 1 2���+ �;��0�+1

cB

t∫
0

dτKf (τ) ≥ k0
fcBt =

⎧⎨
⎩ ln(ξ−1

B ) � 1, t = tIET ;

ξ−1
B � 1, t = tMET .

NC'C'D<O

&DE



$�7��1 ,2� ��2-4��3 � NC'C'G)O �- +�>-2 ;529 +��4� +-�9K- -7���=5 ��� tIET <

t < tMET ' $ 2� >- ��-+. ���-7-��- YA(t) �+-��� �� 2���� ��-+-��� �4��-2 ���-8

7-3.HF�H ��39 73. ��� �2�,�-��� ��$' #�@2�+�  3-7�-2 � ��390���29 7��4�H

���;3�>-���H ���=-7��� 73. -4� �=-���' ����. ���=-7��� ;53� ��-73�>-�� ��8

���.���5+ �  ���2���+� PCG1 CEQ' $  ��2�-2 2���  �-6 @� ���-�=��39�56 ,3-� �

NC'C'G)O  3-7�-2 ���;3�>-��� �=-��29  3-7�HF�+ �;��0�+:

YA(t) ≈ exp(−(kA + k0
fcB)t)

⎛
⎝1 − cB

t∫
0

dτζf(τ)

⎞
⎠ . NC'C'DCO

�3-7�. @2�+ ��;�2�+1 ���-7-3�+ ζf(t) = Kf (t)− k0
f * �- 2�=������56 ��3�7 � κf(t)'

��47� ���3� 8�;��0 YA(t) ���+-��� ���-�

Y L
A (s) ≈

1 − cBζ
L
f (s+ kA + k0

fcB)

s + kA + k0
fcB

, NC'C'D(O

� �-3�,��� ζLf (s) ��  ,�25��-2 . �0 NC'C'GEO:

ζLf (s) = κLf (s) −
k0
f

s
=

k2
f

skD
· 1 − G(s)(

1 +
kfG(s)

kD

)(
1 +

kf
kD

) . NC'C'DGO

#�7 2������ @2�4� �5��>-��. � NC'C'D(O ��0��3.-2 ��3�,�29 Y L
A (s) � 7�3-- FL

f (s) �

FL
MPK(s) �0 �����-��. NC'C'GDO' $5��>-��. 73. FL

f (s = 0) �����+�-2 ��7:

FL
f (s = 0) =

kf
kD(1 + z)

− cB
k2
f

2kA
· 2kfz

2 + (kf + kD)z

(kf + kD)2(1 + z)2
+ O(c2B) NC'C'DDO

≈ kf
kD(1 + z)

− 3ξB
2z

· kf
kD

· 1 + 2z

(1 + z)2
+ O(ξ2

B) ��� kf � kD.

����,�2-39��- �5��>-��- 73. kMPK
Q �543.7�2  3-7�HF�+ �;��0�+:

kMPK
Q = kfF

L
MPK(s = 0) ≈ kD

1 + z

1 − 3ξB(1 + 2z)

2z(1 + z)

NC'C'D)O

≈ kD(1 + z)

(
1 +

3ξB(1 + 2z)

2z(1 + z)

)
= kD (1 + z) + 3ξBkD

(
1 +

1

2z

)
.

$ �-0�392�2-

ℵMPK = 3

[
1

2z
+ 1

]
= 3

[
1

2
√
kAτd

+ 1

]
. NC'C'DEO

$�7��1 2-�-�9 � �����6 ,3-� � 0��� �+� 2� kMPK
Q �2 ���=-�2��=�� 2-�-�9 ��  2�8

���3���-2 . �����39��' $ ����=��-1 �  3�,�- �-�;��2�+�6 �-��=�� 2-���. 
��

&DB



�+--2 �5 ���H 2�,�� 291 �7����  3-7�-2 ;529 � 2���>�5+ ��� ��03�>-��� -- .7��

�� ;�39K�� ��-+-���'

�;��2�+56 �-�-�� @�-�4��' �-�-�9 ��  +�2��+ ���-2��� �-��=�� �  3�,�- �;8

��2�+�6 �-��=��' ��� �>- ���+���3� 9 �5K-1 ��� 2��2� 2�K-��. kQ1 ��  ,�2����.

�0 �-K-��. ��2-4��87�//-�-�=��39�5� �����-��61 �5��>�-2 . ,-�-0 �� .7�� ���

��+�F� �5��>-��. NC'C'(BO' �3. ����F-��. 0�7�,� +5 ;�7-+ ��  +�2����29 ��-8

7-39��H  �2��=�H krcA/kB � 11 2�� ,2� � ��� 2-6K-6 �=-��- kQ � ��+��� ��$ ���

�- 0��� �2 �2 ���=-�2��=�6:

kIETQ = kfF
L(0) =

kf

1 +
kf
kD

G(kA) +
kr
kD

G(kB)

. NC'C'DBO

J2� �5��>-��- +�>�� �-�-�� �29 � ��7-:

kf/k
IET
Q = 1 +

kf
kD

1

1 +
√
kAτd

+
kr
kD

1

1 +
√
kBτd

. NC'C')%O

��� 2-���. 
��1 2�� � 
�$1 7�H2 ���=-�2��=����5- �������� � ��$' #��

��0��� ���=-�2��=�.� cA � cB �5��>-��- 
�$ 73. kQ �����+�-2 ��7:

kf/k
MET
Q ≈ kf/k

IET
Q − φMET

kfcB
kA

− ψMET
krcA
kB

NC'C')&O

� ���5- �-3�,��5 φMET � ψMET  3-7�HF�-:

φMET =
kf
√
kAτd

2kD(1 +
√
kAτd)2

FL(0), ψMET =
kr
√
kBτd

2kD(1 +
√
kBτd)2

FL(0). NC'C')<O

$5��>-��- ���4� �  ���2���� P(%Q 2��>- 7�-2

kf/k
MPK
Q ≈ kf/k

IET
Q − φMPK

kfcB
kA

− ψMPK
krcA
kB

, NC'C')CO

�7���� ��� @2�+ φMPK = ψMPK = 1' ����56 �-0�392�2 /�0�,- �� �-�-�-�1 �� ��398

�� ��� ���-2�,- ��+ ���2��3- �-��=�� �-�-�� � kD � kf , kr N�3� D → ∞O � - ���8

�-�=�� � �-0�392�2�+ ��$ 7�3>�5 � ,-0�29' J2� �-��� 73. 
�$ N7-6 2��2-39��1

��� D → ∞ �+--+ φMET , ψMET → 0O1 �� �- 73. 2-���� 
��' �-�-��56 �-0�392�2

73. kMPK
Q �50��� �-�����39��6 �=-���6 NC'C'GBO' �3. ��3�,-��. � 2����6 �=-���

���=-�2��=�����6 0��� �+� 2� ��� 2��25 2�K-��. kMPK
Q � ��+��� 2-���� 
��

 3-7�-2 �-�- +�2�-29 ���=-7��� NC'C'GBO1 ���3�4�,�� 2�+�1 ��� @2� 7-3�3� 9 �5K-

73.  3�,�. �-�;��2�+�6 �-��=��'
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$  3�,�- �;��2�+�6 �-��=�� .7�� 2-���� 
�� �+--2 ��7 P(%Q:

FK
MPK(s) =

1

1 + FL
f (s) + FL

r (s)
, NC'C')(O

47- Ff ���-7-3-�� � NC'C'GDO1 � Fr ���-7-3.-2 . ���3�4�,�5+ �;��0�+ �-�- 2������6

��7-� �� Nf → r � A↔ BO:

FL
r (s) =

krcAY
L
B (s)

1 − (s+ kB)Y L
B (s)

− 1, NC'C')GO

47-

YB(t) = exp

⎛
⎝−kBt−

t∫
0

dτKr(τ)

⎞
⎠ . NC'C')DO

"7- 9 Kr(t) * 0��� .F�. �2 ��-+-�� ��� 2��2�  ���� 2�1 -- ���3� 8�;��0 ���-�:

KL
r (s) =

kr/s

1 + krG(s)/kD
. NC'C'))O

#� ��39�� ���;3�>-���- �5��>-��- NC'C'DDO 73. Ff �0�- 2��1 � 73. Fr ��3�,�-28

 . ��3�� 29H ���3�4�,�5+ �;��0�+1 +�>��  ��0� >- 0��� �29 73. kQ  3-7�HF--

�5��>-��-:

kf/k
MPK
Q ≈ kf/k

IET
Q − φMPK

kfcB
kA

− ψMPK
krcA
kB

, NC'C')EO

47-

φMPK =
k2
f

(kf + kD)2

kAτd

(1 +
√
kAτd)2

+
kf
√
kAτd

2(kf + kD)(1 +
√
kAτd)

, NC'C')BO

ψMPK =
k2
r

(kr + kD)2

kBτd

(1 +
√
kBτd)2

+
kr
√
kBτd

2(kr + kD)(1 +
√
kBτd)

.

�-�-�9 ��-7��3�>�+1 ,2� ���=-�2��=�. A �� 2�39�� +�3�1 ,2� +�>�� ��-�-;�-,9

� -+� ,3-��+�1  �7-�>�F�+� cA � �5��>-��� 73. kQ1 � ��  +�2����29 2�39�� φ'

#� ��39�� �-��=�. �;��2�+�1 � �����6 ,3-� � �5��>-��� 73. kIETQ 1 ����� ��� �

3H;5- ����-�=�� � �-0�392�2� ��$1 7�3>�5 0��� -29 �2 kf , kr' J2� �50���� 2-+1

,2� 7���5- ����-�=��  ��2�-2 2��H2 2�K-��H 3H+��- =-�=�� +�3-��35 A∗1 ���8

��73->�F-6 ����-3��������6 ���- �-�4-�2�� [A∗ . . . B]1 � 2�39�5+� ,� 2�=�+� B

���2-��HF-+� �� �-7 2��+ �;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4�� �� B' J2�  ����-73���

73. 
�$1 �� ��39�� φMET 0��� �2 �2 kr1 ����� ��� � �2 kf ' $ 2� >- ��-+.1 ���8

=-�2��=����5- ����-�=�� 2-���� 
�� 0��� .2 2�39�� �2 kf � �-0��� �+5 �2 kr'
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J2�2 /�0�,- �� �-�-��56 �-0�392�2�  �.0��  ��-�-;�->-��-+ ��� 2��� 2�-��5�

����-3.=�6 2��-� ,� 2�= ABB∗ � BAA∗' ��39�� � ��-7-3- �-�;��2�+�6 �-��=��

Nkr → 0 �3� kB → ∞O �-0�392�25 �;-�� 2-���6  ����-73��5 � ��+��� ;������4�

���;3�>-��.' $ ���2����+  3�,�- 2�39�� 
�$ 7�-2 �-��5- �������� � �-0�392�2�+

��$'

"��� �+� 29 ����-�2���HF�� ��@//�=�-�2�� φMET �2 ����+-2�� kAτd ����0���

�� �� 'C'< 73. ��03�,�5� 0��,-��6 kr' $�7��1 ,2� 
�$ ��-7 ��05��-2  �39��H

0��� �+� 29 �������� φ �2 kr'

�2+-2�+1 ,2� ���2��2��- ���;3�>-��- +�>-2 ;529 �-���+-��+5+ 73. ���3�8

0� ��� 2��2 2�K-��. P&BEQ1 2�47�  3-7�-2 �,�25��29 2��>- 7� 2��=����56 �-�-�� 

@�-�4��' �7����1 ��� ��$1 2�� � 
�$1 ����=����39�� �- �4����,-�5 ���2��28

�5+ ���;3�>-��-+ � +�4�2 ��� 5��29 2��>- @//-�25 7� 2��=�����4� �-�-�� �' $

��� 2-6K-+  3�,�- @2� +�>��  7-3�29 ��� ��+�F� 0�+-�5 @//-�2���5� ��7�� ��
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����* .���	������ �	������ 
������� ����"��

��� ;53� ����0��� ���-- � ��+��� ��$ P&B1 <%1 <&Q1 ���-2��� �;��2�+�4� �-�-�� �

 �,� 2�-+ ��0;�>7-��5� +�3-��3 A∗ � B∗ �- ��� 5��-2 . ��� ��+�F� 0����� 7-68

 2��. +�  1 �� ��39�� �7�� �0 ��� 2��2  ���� 2� �-�-�� � @�-�4�� +-�.-2 0��� ���

kA �= kB' "7- 9 +5 ����-��+1 �� ����0��7�2 . 3� @2�2 @//-�2 ;�3-- 2�,��6 
�$'

�3. @2�4� ��-7-+ @//-�2���5- ��� 2��25  ���� 2� �-�-�� � @�-�4�� κf(t) � κr(t)

���3�4�,�� 2�+�1 ��� @2� 7-3�3� 9 ���-- � 3�2-��2��- P<%Q � � ��-757�F-6 43��-

73. ��$:

kefff (t) = kf

t∫
0

Σ(t− τ)NA(τ)dτ

NA(t)
, keffr (t) = kr

t∫
0

Σ(t− τ)NB(τ)dτ

NB(t)
, NC'C'E%O

47- NA(t), NB(t) * ���=-�2��=�� �-�4�-2��1 ��3�,-��5� �0 �-K-��. �����-��6 
�$'

����- ���-7-3-��- ?��� 2��2A  ���� 2� ��0��3.-2 0�+-��29 ��2-4��39�5- ,3-�5 �

�����-��.� 
�$ NC'C'(<O �� 7�//-�-�=��39�5-:

kfcB

t∫
0

Σ(t− τ)NA(τ)dτ → κf (t)cBNA(t), NC'C'E&O

krcA

t∫
0

Σ(t− τ)NB(τ)dτ → κr(t)cANB(t).

�3. �� ,-2� @//-�2���5� ��� 2��2  ���� 2� ;�7-+ 7-6 2����29 2��>-1 ��� � ���--

P<%1 )%Q: ���3� 8�;��05 ��� ��2-4��39�5� ,3-���1 2�� � ���=-�2��=�6 +�>�� �5,� 8

3�29 ���3�2�,- ��1 0�2-+ 0��� �+� 2� �;-�� �-3�,�� �2 ��-+-�� ��  ,�25��H2 .

��� ��+�F� ,� 3-���4� �5��3�-��. �;��2��4� ��-�;��0�����. ���3� �' "7- 9 +5

2��>- �5,� 3�+ @//-�2���5- ��� 2��25  ���� 2� � ��+��� ��$ P&B1 <%1 <&Q1 ,2�;5

�5. ��29 ��39 �������� 
�$ � �-0�392�2� ��$'

�-0�392�25 73. 0��� .F�� �2 ��-+-�� @//-�2���5� ?��� 2��2  ���� 2�A 73.

 3�,�. ����2��>���F-4� A∗ �  2�;�39��4� B∗ ����-7-�5 �� �� 'C'C' #�� t = 0 �;-

��� 2��25  ���� 2�  ����7�H2  �-��=����5+� kf , kr1 � 0�2-+ +-�.H2 . �� ��-+-��'

����� 29 �-�-�� � @�-�4��  �  2�;�39��4� ��0;�>7-���4�  � 2�.��. B∗  2-,-��-+

��-+-�� 7� 2�4�-2  ��-4�  2�=�������4� 0��,-��. P&B1 <%1 <&Q

κr(∞) =

∞∫
0

F (t)dt =
kr

1 +
kf/kD

1 +
√
kAτd

+
kr
kD

NC'C'E<O
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��� t→ ∞1 � 2� ��-+. ��� 7��4�. ��� 2��2�  ���� 2� +-�.-2 0��� �  2�����2 . �2��8

=�2-39��6' ����- ���-7-��- κf (t) ;53� �;S. �-�� ���-- P&B1 <%1 <&1 &DBQ: ��� ��.+�+

�-�-�� - @�-�4��  A∗ �� B �;��0�H2 . 4-+���39�5- ���5 [B∗ . . . A]' #� ��39�� �-8

�4-�2 B∗  2�;�3-� NkB = 0O1 � 2���� ����� �����3���H2 . ��0;�>7-��.' �-�4-�251

�;��0�HF�- ���� [B∗ . . . A] +�4�2 3�;� �-�4�����29 7��4  7��4�+1 3�;� �5��7�29

� �;S-+ �� ����2-3.' 	 3� �;��2��. �-��=�. 7�//�0�����8���2��3���-+�1 �-��+8

;���=�. 7�+�����-2 � �����3-��5- ��0;�>7-��.  ���� ��0���F�H2 . �� +�3-��35

A∗' $ �-0�392�2- ������3-��- ��2��� @�-�4�� +-�.-2 0���1 ����� ��� �  ��2�-28

 2��HF�. ��� 2��2�  ���� 2�' �- +�2�. �� ��0�5- ��-7 ��0���. 73. ���-2��� �

��� 2��2  ���� 2� �� ;�39K�� ��-+-��� � ��$ N�� 'C'CZO1 �  �F- 2�-��� ;�3-- 2�,8

��. 
�$ N�� 'C'C;O �� ����0��7.2 7���56 @//-�2' J2� ��0��3.-2 0��3H,�291 ,2�

��-7 ��0����- ���-- ���+�39��- ���-7-��- ��� 2��2  ���� 2� P&B1 <%1 <&Q ��� �8

F- 7�//�0�����8���2��3���-+5+ �-��=�.+ +-2� 2�;�39�5� �-�4-�2��' ����- ��8

�-7-��- κf(t) 7-3�-2 /��+�39��H ��+�,- ��H ���-2��� N0���� 7-6 2��. +�  O  �8

�-�K-��� �-���+-��+�6 73. �  3-7�-+5� �-��=�61 ���-2��� ��2��5� +�>-2 ;529

�����39�� ��  2����3-�� 2�39�� ��� ��+�F� ��2-4��87�//-�-�=��39�5� 2-���6

 /���=�.+� ��+.2� �+- 2� ��� 2��2  ���� 2�' �2+-2�+1 ,2� +-�-- 2�,��. ��$

�� ;�39K�� ��-+-��� �- �� ����0��7�2 �����39��-  2�=�������- 0��,-��- 73. κr(t)

N�� 'C'CZO1 � �23�,�- �2 
�$1 ��2���. 7�-2 κr(∞)1 ���-7-3-���- �����-��-+ NC'C'E<O'

���-2��� NA � NB ����-7-�5 �� �� 'C'(' ���-2��� NA  ��,�3�  ��7�-2 ;5 28

�--1 ,-+ ���-2��� - 2- 2�-���4� �� ��7� A∗ N���=-  � �-3�� �=�� � � �����-  �8

 2�.��-1 ���2-��HF-4� � �2 �2 2��� BO �080� ��.+�4� �-�-�� � @�-�4��1 �� 0�2-+

N��� t > 4τdO  2�����2 . +-73-��--1 ,-+ ���-2��� - 2- 2�-���4� �� ��7�1 0�7���-8

+�. �5��>-��-+ exp(−kAt)' J2� �50���� �;��2�5+ �-�-�� �+ @�-�4��  ;�3--  2�8

;�39��4�  � 2�.��. B∗1 ��2��56 �505��-2 0�7-�>����H /3���- =-�=�H A∗' ����-

���-7-��- ���-2��� �� ��7� ����2��>���F-4� �-�4-�2� �0�- 2�� 73. 7�//�0�����8

���2��3���-+5� �-��=�6 P<%1 <&Q N��� 2��>- ��  +�2�-�� �� �2���6 43��- 73. 7���

�;��2�+5� �-��=�6O' ���-2��� NB(t) ;�3--  2�;�39��4� ��0;�>7-���4�  � 2�.��.

 ��,�3� ���� 2�-2 0�  ,-2 �-�-�� � @�-�4��  A∗1 � 0�2-+  ��7�-2 �080� �;��2��4�

�-�-�� � @�-�4��1  ���� 29 ��2���4� +�>�� �=-��29 ��� cAκr(t = ∞)' $�>�5+ +�8

+-�2�+ .�3.-2 . 2�1 ,2� ���-2��� NB(t) �5��7�2 �� 7�34���-+-���H � �+�2�2���

NB(t) ∝ exp(−cAκr(t = ∞)t)  �-���' J2�2 @//-�2 �;� 3��3-� �-��+;���=�-6 4-+�8
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����2��>���F�� ,� 2�= N +' ��;�2� P<&Q � �-0�392�25 �2���6 43��5O'
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$ 7����6 43��- ����-7-�� +�7�/���=�. ��$ +��4� 2�7�6�5� �-��=�6' $5��7 ����8

�-��6 
�$ � ����� �� ��0��2�+ � 7����6 ��;�2- /��+�3�0+- ?@//-�2���5�A ,�8

 2�= � �7��2�=�� �0�- 2�5� �0 3�2-��2��5 P&)1 CBQ 73. @3-+-�2���5� �-��=�6 +-8

2�7�� ��3�,-��. ;�����5� ���-2�,- ��� �����-��6 N�5��7 �-�����6 73. ��� �

�� � 0�+5����- �-�����6 ��� ��+�F� �57-3-��. ;�����5� ����3�� � 0�7�,- 2�-�

2-3O' #�3�,-��- �����-��6 
�$ ��0��3.-2  �F- 2�-��� �� K���29 ��2-���3 ���8

+-��+� 2� ��$' #�� @2�+ �����-��. �� 3-7�-6 .�3.H2 . ;�3-- ��� 25+�1 � �� ��08

+�>�� 2�  3-7�-2 � ��390���29 �+-��� �����-��.' 
�$ ���+-�-�� 73. ��� ���.

���-2��� �-��=�� �;��2�+�4� �-�-�� � @�-�4��1 �� ����0�-7-� @//-�2 �0+-�-��.
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0���� �7��6 �0 ��� 2��2  ���� 2� �-��=��1 ���-- ��3�,-��56 3�K9 � ��+��� +-8

�-- 2�,��6 ��$ P&B1 <%1 <&Q' #���-7-�� �0�,-��- ���-2��� �-��=�� � ��+��� ��$ �


�$1 ��3�,-�5 ���3�2�,- ��- �5��>-��. 73. ��� 2��2 2�K-��.1 ��� ��+�F� 
�$

��3�,-�5 ���=-�2��=����5- ����-�=�� � �0�- 2�5+ P&B1 <%Q �-0�392�2�+ ��$'

#���-7-�� 7-2�39��-  ����-��- 
�$  2-���-6 
��1 ��0��2�6 � ��;�2- P(%Q 73.

��� ���. �;��2�+5� �-��=�6' #���0���1 ,2� �� 3-7�..1 �- +�2�. �� -- �5 ���H

2�,�� 29 �  3�,�- �-�;��2�+�6 �-��=��1 �-���+-��+� 73. ��� ���. ���-2��� �;��8

2�+�6 �-��=�� �-�-�� � @�-�4�� �080� �-�;� �������4� ��-�-;�->-��. ����-3.=�6

2��-� ,� 2�= ABB∗ � BAA∗1 ��2��5- �+-H2 2�2 >- ���.7�� �-3�,��51 ,2� � ���8

�-3.=�� 2��� A∗BB � B∗AA' �3. �;��2�+�6 �-��=�� 2�39�� 
�$ 7�-2 ����-�2�5-

� ;������+ ���;3�>-��� �������� � �-0�392�2�+ ��$'
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$ 7����6 43��- ;�7-2 ��  +�2�-�� �3�.��- ��-K�-4� +�4��2��4� ��3. �� �5��7 ��8

+�,- ��� �-��=�6 �  ������H ��3.��0�=�H' $ ,� 2�� 2�1 ;�7�2 ��  +�2�-�5 ��-8

+.��0�-K-��5- +�4��2�5- @//-�25 N$�
JO1 ��0����HF�- ��� 4-+���39��6 �-8

��+;���=��  ���8����-3�������5� ���8��7���39�5� ���1 � .�3-��.  ������6 ��8

3.��0�=�� ���7��2�� �-��+;���=��  ���8����-3�������5� ��7���39�5� ���' � �8

;�- ���+���- ;�7-2 �7-3-�� 2-��-2�,- ��+� ��  +�2�-��H +��4� �����5�  � 2-+'


�7-2 ��  +�2�-�� 0��� �+� 29 @//-�2���� 2� /��+�������. !#� �2 ��-K�-4�

+�4��2��4� ��3. � ����-7-��  ����-��- �� ,-2�� .7-���6 ��3.��0�=��  @� �-��8

+-�2�39�5+� 7���5+� 73. �+����� 3�2' 
�7-2 �  3-7����� ��3.��0�=�. N!#JO

@3-�2�����4�  ���� * ��2�3�0�2���  ���8 -3-�2���5� �-��=�6 ��7���39�5� ���'

�-0�392�25 7����6 43��5 ���;3������5 � ��;�2�� P&BB1 <%%1 <%&1 <%<1 <%C1 <%(Q'
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��0��6 �-��=�����6  �� �;�� 2�O � ��7���39�5� ����� � ��03�,�5� .7-��5�  � 2�8

.��.�' J2� ���.�3.-2 . � �-������- �5�  �-�2��� +�4��2��4� �-0���� � ���7��2��

2���� �-��=�6' ��� �����3�1 ��;3H7�-2 .  ������. ��3.��0�=�. .7-� * !#� N��8

43' �;;�-���2��� * iuvwx �2 in_kIYZaab u^eyY_e vb^ZkIY wyYa_ZV xUaZVIrZ`IU^O1 ��

+�>-2 ��;3H7�29 . �  ������. ��3.��0�=�. @3-�2����� * !#J N��43' �;;�-���8

2��� * iuvzx �2 in_kIYZaab u^eyY_e vb^ZkIY za_Y`VU^ xUaZVIrZ`IU^O1 - 3� �7�� �0

 �����  ���8����-3��������6 ��7���39��6 ���5 �0��+�7-6 2��-2  @3-�2����5+

 ����+  2�;�39��4� ��7���39��4� =-�2�� N��7��;�-- �; @2�+ * �  3-7�HF-+ ��07-8

3-O' ��,- 2�-���- �;S. �-��- @//-�2�� !#� ;53� 7��� � ��;�2�� P&C)1 &CEQ' 
-2�7

�� ��3�,- 2�-���4� �� ,-2� �  �39�5� +�4��2�5� ��3.� ;53 ��-73�>-� �7�����+

P&CBQ' �7����1 @2�2 ��7��7 ���05��-2 . �-���-+3-+ �  3�,�- ����0��39��6 �-3�8

,��5 ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.' $ @2�+  3�,�- ��� ���- @//-�2�� !#� 7�3>��

����0��7�29 . ��� ��+�F� ;�3-- �;F-4� � �� 3-7���2-39��4� +-2�7�1 �03�>-���4�

��>-'

�;F�6 /��+�3�0+' ��  +�2��+ 4-+���39��H ��7���39��H ���� N�#O' �3. �� 8

,-2� .7-���6 ��3.��0�=�� 7��+�4��2�5� ���7��2�� 4-+���39��6 �-��+;���=�� N4-8

+���39��6 !#�O1 2'-' �-��.2�� 2� �-��+;���=�� �#  ���-7-3-���6 .7-���6  ��8

����6 ���/�4���=��1 �-�;��7�+� �-K�29  3-7�HF-- �����-��- 73. @3-�2�����8

.7-���6  ������6 +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂RP :

∂tσ̂RP (r, t) =
(

ˆ̂
L+

ˆ̂
V (r) + L̂r

)
σ̂RP (r, t) N('&'&O

"7- 9 r * ��  2�.��- +->7� ���2�-��+� � �#1 ˆ̂
L *  ��;�7�56 N�- 0��� .F�6 �2 �� 8

 2�.��.O 3����33��� �#1  � 2�.F�6 �0 < ,� 2-6: ˆ̂
L = i

ˆ̂
Ω+

ˆ̂
R1 47- ˆ̂

Ω * 3����33-� ��6

��-��2��1 0�7�HF�6 7���+�,- ��- 0--+����� �  �-��2����- �0��+�7-6 2��.1 � ˆ̂
R

��� 5��-2 �-3�� �=�H @3-�2����5� � .7-��5�  �����' ��-��2�� ˆ̂
V 1 0��� .F�6 �2 r1

��� 5��-2 �-��+;���=�H �  �����56 �;+-� � +�>-2 ;529 ��-7 2��3-� � ��7-  �++5

7���+�,- ��6 �  2��� 2�,- ��6 ,� 2-6: ˆ̂
V =

ˆ̂
W + i

ˆ̂
J ' "7- 9 ˆ̂

W ��� 5��-2 �-��+;�8

��=�H �#1 � ˆ̂
J * �;+-���- �0��+�7-6 2��-' ��-��2�� L̂r ��� 5��-2 �2�� �2-39��-

7��>-��- ��7���3�� �� �-7 2��+ ���2����39��6 7�//�0��: L̂ = D∇2 = D∆1 47- D

* �2�� �2-39�56 ��@//�=�-�2 7�//�0�� ��7���3��'

��3-- +5 ;�7-+ ��  +�2����29 0�7�,� � ���2��2��+ ���;3�>-���1 � ��+���

��2���4� ˆ̂
V � ��,�39��. +�2��=� �3�2�� 2� σ̂0 = σ̂RP (r, t = 0)1 0��� 5��H2 .  3-7�8

&)B



HF�+ �;��0�+:

ˆ̂
V =

ˆ̂
V0
δ(r − R)

4πR2
= (

ˆ̂
K + i

ˆ̂
J0)

δ(r −R)

4πR2
, σ̂0 = σ̂(in) δ(r −R)

4πR2
. N('&'<O

"7- 9 σ̂(in) 0�7�-2 ��,�39��-  ������-  � 2�.��- �#1 � --  3-7 ���+������ �� &' ��-8

��2��5 ˆ̂
K � ˆ̂

J0 ��� 5��H2 ���2��2�5-  ���8 -3-�2����H �-��+;���=�H �  �����56

�;+-�' ��� ;53� ����0��� ���-- P(GQ1 � @2�+  3�,�- 73. .7-���6 +�2��=5 �3�2�� 2�

7��+�4��2�5� ���7��2�� �-��=�� σ̂ +�>�� ��3�,�29  3-7�HF-- �5��>-��-:

σ̂ = Tre1e2

(
ˆ̂
K(1 +

ˆ̂
GL(R|R, 0)

ˆ̂
V0)

−1 ˆ̂
GL(R|R, 0)σ̂in

)
= Tre1e2

(
ˆ̂
U0σ̂

(in)
)
. N('&'CO

"7- 9 Tre1e2 �;�0��,�-2  3-7 �� @3-�2����5+  � 2�.��.+ ��7���3��1 ˆ̂
U0 =

ˆ̂
K(1 +

ˆ̂
GL(R|R, 0)

ˆ̂
V0)

−1 ˆ̂
GL(R|R, 0)' 
5 2��>- ��-3� /���=�H ����� ˆ̂

G(r|r0, t)1 .�3.HF�H .

�-K-��-+ �����-��.:

(∂t − L̂r − ˆ̂
L)

ˆ̂
G(r|r0, t) =

δ(r − r0)

4πrr0
δ(t). N('&'(O

�3.  3�,�. ���2����39��6 7�//�0�� ��7���3�� -- ���2��2��- 0��,-��- ����� P&%EQ:

ˆ̂
G(R|R, t) =

1

kD
· G(t) exp

(
ˆ̂
Lt
)
, 47- GL(s) =

1

1 +
√
sτd

. N('&'GO

"7- 9 τd = R2/D *  �-7�-- ��-+. >�0�� �#1 kD = 4πRD'

$�7 ��-��2����' #�� ��� ����  ������6 @��3H=�� +5 ��-�-;�->-+  ������6

�-3�� �=�-6 N�;5,�� �- �F- 2�-���6 �� ��-+-��� ���.7�� τdO � ;�7-+ �����+�29

�� ���+���- 2�39�� 0--+����� �0��+�7-6 2��-  ��3-+ Bpol � ��$1 0�7���-+5-  3-8

7�HF�+ 4�+�392������+ �#:

Ĥ(RP ) = ω1Ŝ1z + ω2Ŝ2z +
∑
i

a
(1)
i

(
Ŝ1, Î

(1)
i

)
+
∑
j

a
(2)
j

(
Ŝ2, Î

(2)
j

)
. N('&'DO

"7- 9 ω1,2 = g1,2βBpol * @3-�2����5- 0--+����5 ,� 2�25 & � < ��7���3��1 g1,2 * g8

/��2��5 ��7���3��1 β * 4���+�4��2��- �2��K-��-1 a(k)
i * 0��,-��- i86 ��� 2��25

��$ k84� ��7���3�1 Ŝ1,2 * ��-��2��5 @3-�2�����4�  ���� ��7���3��1 Î(k)
i * ��-��2��

i84� .7-���4�  ���� k84� ��7���3�' �����33��� ˆ̂
Ω +�>�� �5��0�29 ,-�-0 4�+�392�8

���� Ĥ(RP ) �;5,�5+ �;��0�+:

ˆ̂
Ωij,kl = Ĥ(RP )

lj δki − Ĥ(RP )
ik δj l. N('&')O

"7- 9 δik *  �+��3 ����-�-��' ��47� ���3� 8�;��0 ˆ̂
G ��� s = 0 �+--2 ��7:

ˆ̂
GL
ij,kl(R|R, 0) =

∑
m,n

T̂imT̂lnT̂
−1
mk T̂

−1
nj GL(iEm − iEn). N('&'EO

&E%



"7- 9 Ei *  �; 2�-��5- 0��,-��. Ĥ(RP ) N������ @�-�4�� �#O1 T̂ * +�2��=�  �; 2�-�8

�5� �-�2���� Ĥ(RP )'

$ 3����33���- ˆ̂
V0 N('&'<O1 N('&'CO +�>�� ��-�-;�-,9 �;+-��5+ �0��+�7-6 2��-+

ˆ̂
J0 N���,��� @2�4� ����-7-�� ��>-O' � 2��K�. . ,� 29 3����33���� ˆ̂

V0 N ˆ̂
KO ��� 5��8

-2  ���8 3-�2����H ���2��2��H �-��+;���=�H �# N� ��K-+  3�,�- * �-��+;���=�H

��  ��43-2��4� @3-�2�����4�  � 2�.��. �#O'

��0���.0�� 2��- ���;3�>-��-' ��� ;53� ����0��� � ��;�2- P(DQ1 0�7�,� � �58

,� 3-��� σ̂  �F- 2�-��� ����F�-2 . � ��0���.0�� 2��+ ���;3�>-���1 ��-7��3�4�8

HF-+1 ,2� ����0�-7-��- 3H;�4�  �; 2�-���4� 0��,-��. Ĥ(RP ) � ��-+-�� >�0�� �#

τd +�3�' $ @2�+  3�,�- ˆ̂
G(R|R, t) +�>�� 0��� �29  3-7�HF�+ �;��0�+:

ˆ̂
G(R|R, t) =

ˆ̂
G0(R|R, t) +

(
ˆ̂
G(R|R, t) − ˆ̂

G0(R|R, t)
)
. N('&'BO

"7- 9 ˆ̂
G0(R|R, t) ������=����39�� -7���,��+� ��-��2���  ��@//�=�-�2�+ G(t)'

$ ��0���.0�� 2��+ ���;3�>-��� ��0�� 29 ˆ̂
G − ˆ̂

G01 �2�-,�HF�. 0� @3-�2����5-

 ��43-282���3-2�5- �-�-��75 � �#1 ��  +�2����-2 . ��� +�3�- ��0+�F-��- ��  ���8

�-��H  ˆ̂
G0' ��03�4�. �;F�H /��+�3� N('&'CO +�>�� ��3�,�29  3-7�HF�6 �-0�392�2

73. ˆ̂
U0:

ˆ̂
U0 =

ˆ̂
U

(0)
0 +

ˆ̂
U

(1)
0 +

ˆ̂
U

(2)
0 + . . . , N('&'&%O

47-

ˆ̂
U

(0)
0 =

ˆ̂
K
(
1 +

ˆ̂
GL

0 (R|R, 0)
ˆ̂
V0

)−1 ˆ̂
GL

0 (R|R, 0), N('&'&&O

ˆ̂
U

(1)
0 =

ˆ̂
K
(
1 +

ˆ̂
GL

0 (R|R, 0)
ˆ̂
V0

)−1 ( ˆ̂
GL(R|R, 0) − ˆ̂

GL
0 (R|R, 0)

)(
1 +

ˆ̂
GL

0 (R|R, 0)
ˆ̂
V0

)−1


5 �- ;�7-+ �����7�29 7�39�-6K-- ��03�>-��- ˆ̂
U0 � �����7�29 4��+�07��- �-8

0�392�25 73. ˆ̂
U

(i)
0 Ni > 1O' �3.  3�,�. �#1 �;��0������6 � 2���3-2��+ @3-�2�����+

 � 2�.���1 73. ij84� @3-+-�2� .7-���4� +�2��=5 �3�2�� 2� 7��+�4��2��6 +�3-��35

+�>�� ��3�,�29  3-7�HF�H /��+�3� P(DQ:

σij =
kr/kD

1 + kr/kD

∑
γ,k

ˆ̂
GSi,Sj;Tγk,TγknTγk, N('&'&<O

47- k * �-��=�����. ��� 2��2�  ���� 2� �-��+;���=�� �0  ��43-2��4�  � 2�.��.

�#' ��7-� 5 h1 lα �;�0��,�H2  ��43-2��- � 2���3-2�5- Nl+1 l01 l−O @3-�2����5-

&E&



 � 2�.��. �#  ��2�-2 2�-���1 i, j * -- .7-��5-  � 2�.��.' ��F- 2�-��5+ ��-�+�8

F- 2��+ ��0���.0�� 2��4� ���;3�>-��.1 0��,�2-39�� �;3-4,�HF�+ ,� 3-��56 �

���3�2�,- ��6 �� ,-2 @//-�2�� !#�1 .�3.-2 . 2�1 ,2� � �-+ 7� 2�2�,�� ��62�

3�K9 �4����,-���- ,� 3� @3-+-�2�� 2-�0��� ˆ̂
G N('&'EO' ���>-  3-7�-2 �2+-2�291 ,2�

�-0�392�2 N('&'&<O �- 0��� �2 �2 �;+-���4� �0��+�7-6 2��.'

�-0�392�25 73.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-����� +�4�2 ;529 ��3�,-�5 ���3�4�,8

�5+ �;��0�+' $ �;F-+  3�,�- 0��,-��. ��3.��0�=�61 �;��0�HF�� . ���  ��43-2��+

PS � 2���3-2��+ PT ��-7K- 2�-������  �.0��5  ��2��K-��-+ P(G1 (DQ:

PS = − 3

1 + kr/kD
PT . N('&'&CO

����+ �;��0�+1 ���  +-�- +�392��3-2�� 2� ��-7K- 2�-����� 0��� ��3.��0�=��

+-�.-2 . �� ���2�����3�>�561 ���+- 2�4�1 ��3.��0�=�. 73.  ��43-2��4� ��-7K-8

 2�-�����1 ��� �����3�1 0�+-2��  3�;-- ��3.��0�=�� ��� 2���3-2��+ ��-7K- 2�-�8
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�;��0����K�� . �0 �7��4� ��-7K- 2�-����� N4-+���39�5� ���O1 ρBSS(t) * �� -3-�8

�� 29 ��  ��43-2��4�  ������4�  � 2�.��.' �����-��- N('&'&(O ��7��0�+-��-2 �7���8

���5-  ���� 2� �-��+;���=�� 4-+���39�5� � �-4-+���39�5� ���' ��,�� 29 @2�4�

��-7��3�>-��. ����-�.3� 9 � ��;�2- P<C)Q ��� ��+�F� 
��2-8���3� +�7-3�������.

���=-  �� �-��+;���=�� � ��7��=����5� 2�-���' J2� �  3-7�����. ����0�3�1 ,2�

&ED



�2��K-��-  ���� 2-6 �-��+;���=�� 4-+���39�5� � �-4-+���39�5� ��� �-�- 2�-2

0��� -29 �2 ��-+-�� �� ��-+-��� ;�39K- �- ��39��� ���� -���7'

"��. ���-7-��- ρSS(t) � �5 ���+ +�4��2��+ ��3- B +�>�� ��3�,�29  �-�2� J#�

��#1 �5��3�.. ��-�;��0�����- ���9-' �  �>�3-��H1 73. ��3�,-��. @2�6 �-3�,��5

�0 ���-2��� IB(t) 2�-;�-2 . ��07-3�29 -- �� /���=�H F (t)1 0��,-��- ��2���6 �-�08

�- 2��' �2�;5 �0;���29 . �2 7����4� /��2���1 ��� �����3�1 �0�,�H2 �2��K-��-

���-2�� /3���- =-�=�� � �5 ���+ � ��3-��+ +�4��2�5� ��3.�' �+-��� @2� �-3�8

,��� � �� �2 ��0����- $�
J N��43' * \jz �2 \Z]^_`IY jI_ae zdd_Y`O1 � �5��>-��-

73. �-- �+--2 ��7:

MFE(t) =
IB(t)

I0(t)
. N('&'&GO

$ ��� 2-6K-+  3�,�- �,-�9 ����2��4� ��-+-�� τf � ?+4���-���4�A /��+�������.

��# ���-2��� $�
J �- 0��� �2 �2 F (t):

MFE(t) =
θρBSS(t) +

1

4
(1 − θ)

θρ0
SS(t) +

1

4
(1 − θ)

. N('&'&DO

�3. �2�,�-��. ���3�0� 2�-;�-2 . �,- 29 ��� ���-,�� 29 τf 1 2�� � 0��� �+� 29

F (t) �2 ��-+-��1 ����� ��� � �� ��-7-3-��- �� ��-+-��+ �;��0�����. ��#' ��47�

�5��>-��- 73. �-��+;���=�����6 /3���- =-�=�� �����+�-2 ��7:

I0,B(t) =
1

τf

∫ t

−∞
dτ exp

(
−t− τ

τf

)∫ τ

−∞
dξF (τ − ξ) N('&'&)O

×
{
θρ0,B

SS (τ − ξ) +
1

4
(1 − θ)

}
G(ξ).

"7- 9 /���=�. G(t) �,�25��-2 7�� �� 3-7��� /��2���' ��� �����3�1 G(t) ������8

 �+���-2 .  2��-�,�2�6 /���=�-6 ��-+-��:

G(t) =

⎧⎨
⎩1/tg, −tg/2 < t < tg/2;

0, |t| > tg/2.
N('&'&EO

"7- 9  �F- 2�-���1 ,2� /���=�. F (t) ;5 2��  ��7�-2 �� +�35� ��-+-��� � +-78

3-��� * �� ;�39K��' #�@2�+� 73. �,-2� �-�3� 2�,��6 0��� �+� 2� F (t) �2 ��-+-��

��>�5 0��,-��. /���=�� �-��+;���=�� 2�39�� �� ����2��� ��-+-��� t � τf , tg'

�3. @2�4� /���=�H F (t) ���;3�>-��� 0�+-�.H2  3-7�HF-6:

F (t) ∝ 1

(t+ t0)3/2
, N('&'&BO

&E)



47- 0��,-��- t0 0��� �2 �2  ��6 2� �� 2����2-3. � ��7��>�� 2-6 ���8��7���3�� '


-2�75 �� ,-2� $�
J' �3. ��� ���. ���-2�� $�
J 2�-;�-2 . �5,� 3.29 ��8

 -3-��� 29  ��43-2��4�  � 2�.��. ��# ��� ����0��39��6 �-3�,��- ��-K�-4� +�48

��2��4� ��3.' $5��>-��- 73. ρBSS(t) +�>�� 0��� �29  3-7�HF�+ �;��0�+ P&<(Q:

ρBSS(t) =
1

4
− Tr

{
Ŝ1Ŝ2ρ̂(t)

}
, N('&'<%O

47- ρ̂(t) * +�2��=� �3�2�� 2� ��#1 Ŝi = (Ŝix, Ŝiy, Ŝiz) * @3-�2����5-  �����5- ��-8

��2��5 �-���4� Ni = 1O � �2���4� Ni = 2O ��7���3��' J2� /��+�3� +�>�� �-�-�� �29

,-�-0 ��+���-�25  �����5� 2-�0���� T
(1,2)
ik (t) P&<GQ1 ��2��5- ��� 5��H2  ������H

@��3H=�H ��>7�4� �0 ��7���3��:

ρBSS(t) =
1

4
+
∑
i,k

T
(1)
ik (t)T

(2)
ik (t), N('&'<&O

47- i, k = x, y, z �

T
(1)
ik =

〈
Tre

{
Ŝ1i(t)Ŝ1k(0)

}〉
, T

(2)
ik =

〈
Tre

{
Ŝ2i(t)Ŝ2k(0)

}〉
. N('&'<<O

"7- 9 〈. . .〉 �;�0��,�-2 � �-7�-��- �� .7-��5+  � 2�.��.+ ���8��7���3��1  3-7 ;-8

�-2 . ��  �����5+  � 2�.��.+ @3-�2�����'

$  �39�5� +�4��2�5� ��3.� B � aeff 1 47- aeff * @//-�2����. ��� 2��2� ��$

��#1 73. ��$ ��;�2�-2  -��3.���- ���;3�>-��-' 
3�4�7��. @2�+� +�>�� ��3�,�29

���3�2�,- ��- �5��>-��. 73. ρBSS(t)' �����+-�1 - 3� �7�� �0 ���2�-��� ��# �+--2

7�� +�4��2�5� .7��  �  ����+� I1 � I2 � ��� 2��2�+� a1 � a21  ��2�-2 2�-���1 �

�2���6 ���2�-� �- �+--2 +�4��2�5� .7-�1 �-K-��- 73. ρBSS(t) �+--2 ��7 PC%1 <C(Q:

ρBSS(t) =
1

4
+

exp(−t/T1)

4
+

exp(−t/T2)

2(2I1 + 1)(2I2 + 1)
cos

(
∆gβBt

�

)
N('&'<CO

×
I1∑

m1=−I1
cos(m1a1t)

I2∑
m2=−I2

cos(m2a2t).

"7- 9 ∆g = g1 − g2 * ��0�� 29 g8/��2���� ���2�-��� ��#' "7- 9 2��>- �,�25��-28

 . ����+�4��2��.  ������. �-3�� �=�. � ���-7-3-�5 ��-+-�� T1 � T2 ���7�39��6

� ���-�-,��6 �-3�� �=��  ��2�-2 2�-���' ���4�6 ,� 2� � 2�-,�HF-6 .  �2��=�-6

.�3.-2 .  3�,�6 �-���4� ��7���3�1 �+-HF-4� n1  ����� 1
2
 ��� 2��2�6 ��$ a1 � n2

 ����� 1
2
 ��� 2��2�6 ��$ a2 � �2���4� ��7���3�1 �- �+-HF-4� +�4��2�5� .7-�'

��47� ρBSS(t) �+--2 ��7 PC%1 <C(Q:

ρBSS(t) =
1

4
+

exp(−t/T1)

4
+

exp(−t/T2)

2

(
cos

a1t

2

)n1
(

cos
a2t

2

)n2

cos

(
∆gβBt

�

)
. N('&'<(O

&EE



$ ;�3-- �;F-+  3�,�- ρBSS(t) ��� B � aeff ��-7 2��3.-2 . � ��7- P<CGQ:

ρBSS(t) =
1

4
+

exp(−t/T1)

4
+

exp(−t/T2)

2

∑
i,k �=z

T
(1)
ik (t)T

(2)
ik (t). N('&'<GO

��+���-�25 2-�0���� T
(1,2)
ik (t) � @2�+  3�,�- 7� 2�2�,�� 3-4�� �5,� 3.H2 . 73.

����0��39��4� ��;��� +�4��2�5� .7-� ��>7�4� �0 ���2�-���'

�3. ����0��39��6 �-3�,��5 +�4��2��4� ��3. ;53� ��3�,-�5 �5��>-��. 2�39��

73.  3�,�. ���8��7���3��  @�����3-�2�5+� .7��+� PC%1 <C(1 <CGQ �3� �-��0�-K-�8

��6  �-��2����6  2���2���6 P&<(Q1 ����K� ��� 5��HF�- @� �-��+-�2�39�5- ���-8

2��� $�
J' $5��>-��. 73. -F- �7��4�  �-=��39��4�  3�,�. * ���8��7���3��  

7��+. 4�����+� @�����3-�2�5� .7-� * ;�7�2 ��3�,-�5 � 7����6 ��;�2-'

%�� 5
��
	�!
���
 ����
������
 ���
��� ��������$

�	� 234 � ���#���
��
� ���	
���


-2�7 ��+�,- ��6 ��3.��0�=�� .7-� N!#�O ���-- ���+-�.3 . 73. �  3-7�����.

��� 2��� 2�-���6  2���2��5 ;��3�4�,- ��� +����+�3-��3 PC&1 C<1 &(C1 &((Q' #��

@2�+ /�2�8!#� �;��0�-2 . � �-0�392�2- �;��2�+�4� �-�-�� � @3-�2���� �3� �2�8

+� ��7���7� � �-��=�.� /�2���0;�>7-���4� ��� �2-3. � �+����� 3�2' #�� @2�+

�-3�,��� @//-�2� !#� � ;��+�3-��3�� 0��� �2 �- 2�39�� �2 ��� 2��� 2�-���6 7�8

 2���� 2� !#�8��2���5� �+����� 3�21 �� � �2 �-3�,��5 ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.

Bpol1 � ��2���+ �;��0�-2 . ��3.��0�=�.' #-��5- ���52�� �0+-�-��. ��3-��6 0��� �8

+� 2� !#� � �-��=�.� �+����� 3�2 ;53� ��-7����.25 � �� /��7- P<CE1 <CB1 <(%Q1

47- 73. �-�-�� � �;��0=� �0 ��3. Bpol � ��3- �
�8 �-�2��+-2�� � ��390���3� 9

��-�+�2�,- ��.  � 2-+� K���=-�' #�� @2�+ ;53� @� �-��+-�2�39�� ��3�,-�5 �-8

0�392�25 73. �-3�,��5 !#� � ��3.� �5K- %'& l' �-7���� ��0��;�2����. P(CQ � 2�8

����� 73. �-�-�3H,-��. +�4��2��4� ��3.1 � �������. �� ;5 2��+ +-����,- ��+

��0�=����������� 7�2,��� �
� �5 ���4� ��0�-K-��. � ��� 2��� 2�-��� �-�7��8

��7��+ +�4��2��+ ��3-  �-�������7.F-4� +�4��2� �
�8 �-�2��+-2�� � N�3�O �

+�4��2��+ ��3-1  �07���-+�+ 7���3��2-39�5+ @3-�2��+�4��2�+1 �� ��3�>-��5+

��7 ���� 2�2�+  �-�������7.F-4� +�4��2�1 ��0��3�3� ����- 2� �0+-�-��. !#� ��

.7��� 1q � 7����0��- +�4��2�5� ��3-6 �2 % 7� ) l' �3. � -� !#�8��2���5� �+�8

���� 3�2 ;53� �;����>-�5 0�+-2�5- ��2-4��39�56 � � �.7-  3�,�-�  3�;���3-��6

&EB



N� ��3.� +-�-- &%% klO +�392��3-2�56 @//-�25 !#� P((1 <(&Q' �;F�- 0�����8

+-��� 2� /��+�������. !#� �� � -�  3�,�.� ����>�1 �7���� ��3�>-��. +�� �8

+�+�� � ��3-�5� 0��� �+� 2.� !#� �� � -�  3�,�.� ��0�5- � 0��� .2 �2  ��6 2�

�+����� 3�2' J2� �  3-7�����. �- 9+� ��>�5 73. ���5K-��. ,�� 2��2-39�� 2� �

 -3-�2���� 2� @� �-��+-�2�� �� !#� � ;�7�2  �� �; 2����29 ���+-�-��H +-2�8

7� !#� 73. �  3-7�����. ��� 2��� 2�-���6  2���2��5 ;-3���' �3. 3�,K-4� ��8

��+���. � �;-��� 2-6 /��+�������. !#� �-�;��7�+� 2��>- � �� 3-7���2-39��-

2-��-2�,- ��- �  3-7�����- ���;3-+5' ���+- 2�4�1  ����-��- 2-��-2�,- ��� � @� 8

�-��+-�2�39�5� �-0�392�2�� 73. !#� �+����� 3�2 ��0��3�2 �=-��29 2�,�� 29 �

��-7 ��0�2-39��H  �3�  ���-+-��5� ��7��7�� 2-��-2�,- ��6  ������6 ��+��' �3.

2-��-2�,- ��4� ��� ���. !#� � �-��=�.� �+����� 3�2 +5 ���+-��3� �;F�6 +-2�71

��0��3.HF�6 ��  ,�2�29 !#� � +��4�.7-��5�  � 2-+�� � ����0��39�5� +�4��28

�5� ��3.�' $  3�;5� +�4��2�5� ��3.� @3-�2����5-  ��43-282���3-2�5- �-�-��75

 ������>7�H2 . �0+-�-��-+ .7-��5�  � 2�.��61 ,2� �  3�,�- +��4�.7-��5�  � 2-+

�����7�2 �  �39��+� ��-3�,-��H ��0+-��� 2� 0�7�,�' #�@2�+� +5 ��  +�2����3�

����2���+-����,- �� 2�39�� �-��2��5- �-��2��5- ���2��51 � 2� ��-+. ��� � 2�398

�5- �,�25��3� 9 ��3��3�  �,- ��' "7- 9 +5 ����-3� �� ,-2 !#�1 �;��0�HF- .

� �-��=�.� 4� 2�7���1 2���0��� � +-2������  ��0;�>7-��5+� ��� �2-3.+�' #��

@2�+  2���2��� � +�4��2�5-  ��6 2�� ��7���3� 4� 2�7��� �0�- 2�51 � @2�  � 2-8

+� +�>-2 ;529 � ��390����� 73. �2��;�2�� 2-��-2�,- ��� +-2�7�� ��� ���. !#�'

J� �-��+-�2�39�5- 7���5- 73. 4� 2�7��� �0.25 �0 ��;�25 P((Q1 ��3-�5- 0��� �+�8

 2� !#� 2���0��� ;53� �0+-�-�5 �' $' X���� ��6 N
�� �� ���O1 W' ���  -1 �'


�0-3-+ � !'8
'8��2�+ N���;�7�56 ����-� �2-2 
-�3���O1 ��3-�5- 0��� �+� 2�

!#� +-2������ ;53� �0+-�-�5 �' $' X���� ��61 !'8
' ��2�+ � �' 	' ���,���+

N
�� �� ���1 ���;�7�56 ����-� �2-2 
-�3���O'

 ���� #���� �������

#�� ��3�,- 2�-���+  ����-��� �� ,-2�5� � @� �-��+-�2�39�5� �-0�392�2�� �-�;8

��7�+� ��  +�2�-29 C �� 3-7���2-39�5�  2�7�� /��+�������. � �-4� 2��=�� !#�:

IO /��+�������- �-������- ��6 0� -3-��� 2� .7-��5�  � 2�.��6 ���7��2�� �-��=��

� +�4��2��+ ��3- BpolT

IIO �-�-�3H,-��- +�4��2��4� ��3. �2 �-3�,��5 Bpol 7� ��3. Bfin �
�8 �-�2��+-2��1

&B%



� ��2���+ ����0��7�2 . 7-2-�2�������- ��3.��0�=��T

IIIO �-4� 2��=�. �
�8 �-�2�� ���7��2�� � ��3- Bfin ��� ��+�F� �+��39 ��6 ���9-8

 �-�2�� �����'

��-+� ����-7-��. @� �-��+-�2� ����-7-�� �� �� '('&'

���+�������- �-������- �5� �� -3-��� 2-6 .7-��5�  � 2�.��6' �2�;5 ��  ,�8

2�29 �-������- �5- �� -3-��� 2�  � 2�.��6 ���7��2�� /�2���+�,- ��� �-��=�6 ��8

 3- 0��-�K-��. �-���6  2�7�� N�� '('&O1 +5 ;�7-+ � ��390���29 �-0�392�25 �-K-��.

�;F-4�  2��� 2�,- ��4� �����-��. �����33. 73. �# � ��+��� ���-+�2�,- ��4� �

��0���.0�� 2��4� ���;3�>-��61 2'-' @3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� ���7��2�� ;�7�2

��  ,�25��29 . �� /��+�3- N('&'&<O1 �� ��39�� ��,�39��. +�392��3-2�� 29 �-��+8

;�����HF�� �# * 2���3-2��.' ��$ �.7� .7-� ;�7-2 ��  +�2����29 . ����2���+-8

����,- ��1 � �.7� * ��3��3�  �,- ��'

#-�-�3H,-��- ��3.' #� 3- ����-7-��. /�2���+�,- ��� �-��=�6 �� ��3.��0�8

����5- ���7��25 �-�-�� .2 . � �
�8 �-�2��+-2�1 47- �-4� 2����-2 .  �-�2� �
�

�5 ���4� ��0�-K-��.' ����+ �;��0�+1 �+--2 +- 2� �-�-�3H,-��- ��-K�-4� +�48

��2��4� ��3.  ��3. ��3.��0�=�� B(t ≤ τL) = Bpol 7� ��3. �-4� 2��=�� B(t =

τL + τ0) = Bfin N07- 9 τL � τ0 * �����2-��5- ��-+-�� �;3�,-��. � �-�-�� � �;��0=�1

 +' �� '('&O' "7- 9 +5 �4����,�+ . ��  +�2�-��-+ 2�39�� ��� �0��+�7-6 2��HF��

��3.��0�����5� .7-�1 �� ��39�� @2� +�7-3���-2 ���2��5 4� 2�7��� � 2���0���' $

 3�,�- +-2������ �0��+�7-6 2��-+ +->7� ���2���+� ��0�5� 4���� ���2���� Nα81

β1 γ8 � δ8���2����O +5 ;�7-+ ��-�-;�-4�291 2��>- ;�7-2 ��  +�2����29 . 2�39��

 �++����. !#� ���2���� � -6 4����51 � �- ��7���7��39�5� ���2����' $ +�3-��8

3- 4� 2�7��� �7�� ���� �0��+�7-6 2��HF�� ���2���� �;��0�H2 7�� ���+�2�,- ���

���2��� � ��3�>-��.� q< � q(1 � 7��4�H * 7�� β8iq28���2���' $ 2���0��- �+--28

 . 2�� ���5  �.0���5� ���2����1 ��� @2�+ �-���. Nq<1CO � �2���. 4����5 NqG1DO

;�7�2  ,�2�29 . @�����3-�2�5+�1 �� ��39�� ��  �4��35 �  �-�2��� �
� ����2�,-8

 ��  ����7�H2 � �543.7.21 ��� 7�� 7�;3-2�' ���>- �  �-�2��� - 29 �-;�39K�- �� 8

F-�3-��-1 �50�����-  3�;5+  ���8 �����5+ �0��+�7-6 2��-+ q<  �G � qC  qD1

��2��5+1 �7����1 +5 ;�7-+ ��-�-;�-4�29' 	 3� �,�25��29 2�39�� �0��+�7-6 2��.

���2�� �7��6 ���5 N��=���39�5-  ���8 �����5- �0��+�7-6 2��.O  �-�2� �
� �

2�,�� 2�  ��2�-2 2��-2  �-�2��  3�;� �.0����6  � 2-+5 7���  ����� Nc{8 � 2-+�O'

��-29H ���� �;��0�H2 7�� β8iq28���2���' $ �;���  3�,�.� N4� 2�7��� � 2���0���O

&B&
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β8iq28���2��5 �;��0�H2  � 2-+� cp{  ���2���+ α8iq' �������. �3�2�� 29 ��

�� 3-7�-+ � ���+->�2�,�5� ��7���3�� ��-�-;�->�+� +�3� � 07- 9 �,�25��29 . �-

;�7-2' #�@2�+� ��  +�2�-��- �4����,-�� ����+� �0��+�7-6 2��HF��  �����'

�3. ��>7�6 ���5  ��3.���  �.0���5� .7-� �-�-�3H,-��- ��3. ��� 5��-2 .  3-8

7�HF�+ 0��� .F�+ �2 ��-+-�� 4�+�392������+:

Ĥ(t) = −ν(t)(1 − σ1)Î1z − ν(t)(1 − σ2)Î2z + J(Î1 · Î2), N('<'&O

47- ν(t) = gNβNB(t) /2π� 1 σ1,2 * ��+�,- ��-  7��4� ���2����1 J * ��� 2��2�  ���8

 ������4� �0��+�7-6 2��.' "7- 9 @�-�4�. �0+-�.-2 . � ,� 2�2�5� -7���=��1 ,2�

2���,�� 73. �
� N� ��7���3��1 ����+��+1 @�-�4�. �0+-�.-2 . � -7���=�� +�4��28

��4� ��3.O' ��; 2�-��5- �-�2��� 4�+�392������ �+-H2 ��7:

|1〉 = |αα〉, |2〉 = cos θ(t)|αβ〉 − sin θ(t)|βα〉, N('<'<O

|3〉 = sin θ(t)|αβ〉 + cos θ(t)|βα〉, |4〉 = |ββ〉,

47- tan 2θ(t) = J/(ν(t)∆σ)1 ∆σ = σ1 −σ2' 	 3� τ0 7� 2�2�,�� 73����-1 � �+-���1 ���

τ0 � (πJ)−1 �0+-�-��- ��3. +�>��  ,�2�29 �7��;�2�,- ��+ PC%Q1 2'-' �� -3-��� 2�

pi  �; 2�-��5�  � 2�.��6 N('<'<O �- �0+-�.H2 . � ��7- �-�-�3H,-��. ��3.' ��47�

�� -3-��� 29 i84�  �; 2�-���4�  � 2�.��. 4�+�392������ Pi N('<'&O ��� B = Bfin

�����

Pi = pi(t = τL + τ0) = pi(t = τL) = 〈i|σ̂|i〉|t=τL . N('<'CO

J3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂ � ���=- �-���6  2�7�� ,� 3-��� ��  ,�25��H2 .

�� /��+�3- N('&'&<O' �0 N('<'CO �  3�,�- 7���  �.0���5� .7-� +�>�� ��3�,�29 73.

Pi:

P1 = σ̂αα,αα, P2 = cos2 θpolσ̂αβ,αβ + sin2 θpolσ̂βα,βα − sin 2θpolRe{σ̂αβ,βα} N('<'(O

P3 = sin2 θpolσ̂αβ,αβ + cos2 θpolσ̂βα,βα + sin 2θpolRe{σ̂αβ,βα}, P4 = σ̂ββ,ββ.

"7- 9

θpol = θ(t = τL) =
1

2
arctan

(
J

∆σνpol

)
, νpol = gNβNBpol/2π�. N('<'GO

�+��39 �5-  �-�2�5 �
� � ��� � 2��� !#�' #�� B = Bfin Nt = τL + τ0O  �;8

 2�-��5- �-�2��� N('<'<O �����+�H2 ��7

|1〉fin = |αα〉, |2〉fin = cos θfin|αβ〉 − sin θfin|βα〉, N('<'DO

|3〉fin = sin θfin|αβ〉 + cos θfin|βα〉, |4〉fin = |ββ〉,

&BC



47- θfin .�3.-2 . �43�+ θ ��� B = Bfin:

θfin = θ(t = τL + τ0) =
1

2
arctan

(
J

∆σνfin

)
, νfin = gNβNBfin/2π�. N('<')O

�����+-�1 73. ���+�2�,- ��� ���2���� 2���0��� θfin = 2.4◦ Nc{8 � 2-+�O1 � 73.

β8iq2 �+--+ θfin = −6.5◦ Ncp8 � 2-+�O' ��-�2� �
� ���5 ���2���� N��� cp81 2��

� c{8 � 2-+5O  � 2��2 �0 ,-25�-� 3���6 �� ,� 2�2��:

ν1 = ν3→4 = ν̄ − C + J/2, ν2 = ν1→2 = ν̄ − C − J/2, N('<'EO

ν3 = ν2→4 = ν̄ + C + J/2, ν4 = ν1→3 = ν̄ + C − J/2.

47- ν̄ = νfin(1 − σ1/2 − σ2/2)1 C = 1
2

√
J2 + ∆σ2ν2

fin ' #�� 7-2-�2�������� !#� +-8

2�7�+ �
� +-73-���4� �����>7-��. ��2-� ���� 29 3���� Li→j 1  ��2�-2 2��HF-6

�-�-��7� i → j1 ��.+� ������=����39�� ��0�� 2� �� -3-��� 2-6 (Pi − Pj)' �7����1

�  3�,�- �+��39 ��4� 7-2-�2�������.  �-�2��� �
�  � ��390�����-+ �- -3-�2��8

�5� �+��39 ��  �2��=�. � 3�>�.-2 . P&CGQ: ��7  �-�2��  �F- 2�-��� 0��� �2 �2 �48

3� ������2� ��+�4��,-��� 2� ��8�+��39 �+ ϕ = gNβNB1τ/� N07- 9 B1 * �+�3�2�7�

��8�+��39 �1 τ * -4� 73�2-39�� 29O P&CGQ' 
�3-- ��7��;�� @2� 0��� �+� 29 �; �>7�8

-2 . � �.2�6 43��-1 07- 9 +5 �4����,�+ . 2�39��  3�,�-+ 7��� �0��+�7-6 2��HF��

��3.��0�����5� .7-�1 ��47� ��2-� ���� 2� Li→j 3���6  �-�2�� �� ,� 2�2�� νi �+-H2

��7 P<(<Q:

L3→4 =
sinϕ

2

(
sin2 ϕ

2
z+(P1 − P3) − sin2 ϕ

2
z0(P2 − P3) + cos2 ϕ

2
z+(P3 − P4)

)
, N('<'BO

L1→2 =
sinϕ

2

(
cos2 ϕ

2
z−(P1 − P2) − sin2 ϕ

2
z0(P2 − P3) + sin2 ϕ

2
z−(P2 − P4)

)
,

L2→4 =
sinϕ

2

(
sin2 ϕ

2
z−(P1 − P2) + sin2 ϕ

2
z0(P2 − P3) + cos2 ϕ

2
z−(P2 − P4)

)
,

L1→3 =
sinϕ

2

(
cos2 ϕ

2
z+(P1 − P3) + sin2 ϕ

2
z0(P2 − P3) + sin2 ϕ

2
z+(P3 − P4)

)
.

"7- 9 z+ = (1 + sin 2θfin)1 z− = (1 − sin 2θfin)1 z0 = cos2 2θfin' �����-��. N('<'BO

73. Li→j(ϕ) +�>�� �-�-�� �29 � 2-�+���� 2�-� �-3�,��1 ��2��5- �7�;�� � ��390�8

��29 73. �����2-��0�=�� !#�: ��2-4��39��6 ��+�4��,-��� 2� ��>7�4�  ���� N��8

2-4��39��6 !#�O � �0��+��6 ���-�2�=��  ����� � �-������- ��+  � 2�.��� N+�398

2��3-2��6 !#�O' ��2-4��39��. !#� ��>7�4�  ���� ���-7-3.-2 . ,-�-0  �-7�--

0��,-��-  ��2�-2 2��HF-4�  ������4� ��-��2��� PC%Q:

〈Î1z〉 = Tr{Î1zP̂} =
P1 + cos 2θfin(P2 − P3) − P4

2
, N('<'&%O

〈Î2z〉 = Tr{Î2zP̂} =
P1 − cos 2θfin(P2 − P3) − P4

2
,

&B(



47- P̂ * 7��4���39��. +�2��=�  @3-+-�2�+� Pi � ;�0� - N('<'DO' 
�392��3-2��. !#�

���-7-3.-2 . ��� PC%Q

〈Î1z Î2z〉 = Tr{Î1z Î2zP̂} =
P1 − P2 − P3 + P4

4
. N('<'&&O

#�� θfin → 0 N,2�  ��2�-2 2��-21 �����+-�1 ���+�2�,- ��+ ���2���+ 4� 2�7��� �

2���0���O  � 2-+� N('<'BO ��� 5��-2 ���-7-��- ��3.��0������6 c{8 � 2-+5 � �+8

��39 ��+ �
� � �5��>-��. N('<'&%O ����F�H2 .:

〈Î1z〉 =
P1 + P2 − P3 − P4

2
, 〈Î2z〉 =

P1 − P2 + P3 − P4

2
. N('<'&<O

$ @2�+  3�,�- ��3�7 �2 ��2-4��39��6 !#� �0+-�.-2 . ������=����39�� sinϕ1 �

��3�7 +�392��3-2��6 !#� �����7�2 � ��2�=�.+  7��6��6 ,� 2�2�6 � ������=��8

��3-� sin 2ϕ P<(CQ' #�@2�+�  � 2-+� N('<'BO +�>�� �-�-�� �29 � ��7-:

L3→4 =
〈Î2z〉

2
sinϕ− 〈Î1z Î2z〉

2
sin 2ϕ, N('<'&CO

L1→2 =
〈Î2z〉

2
sinϕ+

〈Î1z Î2z〉
2

sin 2ϕ,

L4→2 =
〈Î1z〉

2
sinϕ− 〈Î1z Î2z〉

2
sin 2ϕ,

L1→3 =
〈Î1z〉

2
sinϕ+

〈Î1z Î2z〉
2

sin 2ϕ.

$-3�,��5 〈Î1z〉, 〈Î2z〉  ��2�-2 2��H2  �4��3�+ �
� LA �LX .7-� A � X:

LA = L3→4 + L1→2 = 〈Î2z〉 sinϕ, LX = L2→4 + L1→3 = 〈Î1z〉 sinϕ. N('<'&(O

��2-4��39��. !#� ���5 LA + LX ����� (P1 − P4) × sinϕ' $-3�,��� 〈Î1z Î2z〉 �5��8

>�-2 . ,-�-0 ��0�� 2� L1→2 − L3→41 L1→3 − L2→4 ���

L1→2 − L3→4 = L1→3 − L2→4 = 〈Î1zÎ2z〉 sin 2ϕ N('<'&GO

=
L1→2 + L1→3 − L3→4 − L2→4

2
= LM

����+ �;��0�+1 +�392��3-2��. !#� c{8 � 2-+5 ����� ��0�� 2� ��2-� ���� 2-6

3���61 �����73->�F�� �7��+� � 2�+� >- +�392��3-2� N�-�-��75 1 → 2, 3 → 4 �

1 → 3, 2 → 4O'

�3. cp8 � 2-+5 Nθfin �= 0O ���3�0 0��� �+� 2� ��2-� ���� 2� 3���6 �2 �43� ϕ

�- ��39��  3�>�--1 2-+ �- +-�--1  �++5 L3→4 + L1→2 � L2→4 + L1→3 ��8��->�-+�

+�>�� ��  +�2����29 � ��,- 2�- +-�5 ��2-4��39��6 !#�  �����1 � LM N('<'&GO

�2��>�-2 �� �-������- ��H �0��+��H ���-�2�=�H'

&BG



 ���� 1������ 3���������� 012 "��������

��2���+�,- ��. �-��=�. +->7� 2���3-2�� ��0;�>7-��5+ <1<|87�����7�3�+ � w8

�=-2�3 4� 2�7���+ � ��7�5� �� 2����� �����7�2 � /��+�������H 4-+���39��6 �#

� 2���3-2��+  � 2�.���' �2���2��5 ��7���3�� 4� 2�7�3� � 7�����7�3�  � 0��,-8

��.+� ��� 2��2 ��$ � �
�8 �-�2� w8�=-2�3 4� 2�7��� ����0��5 �� �� '('<'

"��,-��. ��� 2��2 ��$ � g8/��2���� �0.25 �0 ��;�2 P((1 <((1 <(G1 <(DQ1 � @� 8

�-��+-�2�� �  3-7���3� 9 !#� β8iq2 ���2���� � �21 �4 ���2���� ���+�2�,- ��4�

��39=� 4� 2�7���1  �-�2�5 !#�1 ��3�,-��5- ��� ��0�5� Bpol P((Q1 ����0��5 ��

�� '('C'

$ �# β8iq2 ���2��5 +�>�� ��  +�2����29 ��� @�����3-�2�5- .7��1 �� ��39��

�� ��� 2��25 ��$ ����2�,- ��  ����7�H2 Na = 1.53 klO1 2� >-  �2��=�. �+-8

-2 +- 2� � 73. H21 H4 ���2���� Na ≈ −1.1 klO' �7���� � 7��+�4��2�5� ���8

7��2�� �-��=�� �;- ���5 ���2����  2����.2 . �-@�����3-�2�5+�' β8iq2 � α8iq

/��+���H2 ����K� ��0�-K-���H �  �-�2�- cp{8 � 2-+� N�� '('<O1 � q21 q4 * c{8

 � 2-+�  �-��0�-K-��5+� � 3-7 2��- �-;�39K�4� 0��,-��.  ��2�-2 2��HF-6 ���8

 2��25  ���8 ������4� �0��+�7-6 2��. NjAX ≈ 1.5 qrO 7�;3-2�+�' "7- 9 +5 ��-�-8

;�->-+  ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+� +->7� ���2���+� c{ � cp{  � 2-+ �

;�7-+ ��  +�2����29 �;-  � 2-+5 �-0��� �+�' ���+- 2�4�1 ���2�� � α8��3�>-��� �

4� 2�7��- ����2�,- �� �- ��3.��0����' #�@2�+� 3���� � -� 7�;3-2�� βi N ��2�-28

 2��HF�� �;-�+ ���-�=�.+ .7�� α8iqO ��3.��0������6 cp{8 � 2-+5 �+-H2 ���8

�5- ��2-� ���� 2� �  �-�2�- N�� '('CO' #�@2�+� cp{8 � 2-+� ;�7-+ ��  +�2����29

��� cp8 � 2-+�'

"��� �+� 29 �� -3-��� 2�  � 2�.��6 �2 ��3. Bpol' $  3�,�- 4� 2�7��� ���2��5

� ��>7�6 �0 ��� .�3.H2 . @�����3-�2�5+� � ��7���3��1 ��@2�+� ��3�56 .7-��56

 ��� � ��>7�6 ���- @�����3-�2�5� ���2���� F̂1 = Î1 + Î2 � F̂2 = Î3 + Î4 N73. β8

iq2 � q21 q4 ���2����  ��2�-2 2�-���O  �����.-2 .' �-6 2��2-39��: [Ĥ(RP ), F̂2
1] =

[Ĥ(RP ), F̂2
2] = 0' "7- 9 Î1, Î2 * ��-��2��5 .7-��5�  ����� β8iq2 ���2����1 Î3, Î4 * ��-8

��2��5 .7-��5�  ����� q21 q4 ���2����' ����+ �;��0�+1 +�>�� ����0�29 ��0+-�8

�� 29 0�7�,� � �5,� 3-��� �� -3-��� 2-6 .7-��5� ��7�����-6 � ���7��2�� �-��=��

� �-K�29 -- �27-39�� 73. ��7�� �+;3-6  ��0�5+� F1 � F2' ����5 Ii ����5 1
2
1 2���+

�;��0�+1 F1,2 +�>-2 ;529 ���-� % �3� & N2'-' ��0+�>��  ��43-2��- � 2�� 2���3-2�5�

 � 2�.��. 7���  �����O' ��47� �� -3-��� 2�  �; 2�-��5�  � 2�.��6 �7�;�-- ��-78

&BD
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�� ' ('C: 1V �"���� P61 �
��
#
	�� 
�����		�
 � ����
�	�� ���	
�	�� "���� Bpol� ,�� �"�����

"�����	� "�
 ���� "������� 	����	
��		���
 ���
���
���4
� (;$
�"������� ���	�� ϕ = 45◦�

&BE



 2���29 � ��7-:

P1 = 〈1|σ̂|1〉 = σ̂t+t+ , P4 = 〈4|σ̂|4〉 = σ̂t−t− , N('<'&DO

P2 = 〈2|σ̂|2〉 = σ̂ss〈2|s〉〈s|2〉+ σ̂t0t0〈2|t0〉〈t0|2〉 + σ̂st0〈2|s〉〈t0|2〉 + σ̂t0s〈2|t0〉〈s|2〉

=
1

2
(σ̂t0t0 + σ̂ss) −

sin 2θpol
2

(σ̂t0t0 − σ̂ss) ,

P3 = 〈3|σ̂|3〉 = σ̂ss〈3|s〉〈s|3〉+ σ̂t0t0〈3|t0〉〈t0|3〉 + σ̂st0〈3|s〉〈t0|3〉 + σ̂t0s〈3|t0〉〈s|3〉

=
1

2
(σ̂t0t0 + σ̂ss) +

sin 2θpol
2

(σ̂t0t0 − σ̂ss) .

"7- 9

|t+〉 = |αα〉, |t0〉 = (|αβ〉 + |βα〉)/
√

2, |t−〉 = |ββ〉, |s〉 = (|αβ〉 − |βα〉)/
√

2. N('<'&)O

#�� ��3�,-��� /��+�3 N('<'&DO +5 � ��390���3�1 ,2� σ̂st0 = σ̂t0s = 0 �  �3�  �����-8

��. ��3��4� .7-���4�  ���� � ��>7�6 ���- @�����3-�2�5� ���2���� �#' #�@2�+�

/�0���. ����-3.=�. +->7� .7-��5+�  ��43-2�5+ � 2���3-2�5+�  � 2�.��.+� �28

 �2 2��-2' �� ,-2�5- �� -3-��� 2� .7-��5�  ��43-2��4� � 2���3-2�5�  � 2�.��6

ns = σss, nt0 = σt0t0 , nt+ = σt+t+ , nt− = σt−t− , N('<'&EO

73. ���5 β8iq2 ���2���� 4� 2�7���1 ��-7 2��3.HF�� �0  -;. cp8 � 2-+� �  �-�2�-

�
�1 ����-7-�5 �� �� '('(

$  3�;5� ��3.� Bpol �� -3-��� 2� n+, n0, n− 2�-� 2���3-2�5�  � 2�.��6 N|t+〉,

|t0〉, |t−〉  ��2�-2 2�-���O ����51 � �� -3-��� 29 ns  ��43-2��4�  � 2�.��. |s〉 �����8

+�-2 7��4�- 0��,-��-' J2� ���� ��7�2 � 3-7 2��- 2�4�1 ,2� ��3�56 .7-��56  ���

��>7�6 ���5 @�����3-�2�5� ���2���� �#  �����.-2 .1 ���+- 2�4�1 ��� Bpol = 0

�  � 2-+- �-2 �57-3-���4� ������3-��. � ���� ��7�2 �2;�� .7-��5�  � 2�.��6 ��

��3��+� +�+-�2�' $ �-0�392�2- � -  � 2�.��.  �7������5+ .7-��5+  ����+ F1

�7������� �� -3-�5' $  �39�5� +�4��2�5� ��3.� Bpol ���+- ��3��4� +�+-�2� ��>8

7�6 ���5 ���2����  �����.-2 . 2��>- � ���-�=�. .7-���4�  ���� �� ������3-��-

Bpol' ���+- 2�4�1 � ,-0�-2 ��� 2��� 2�-���. �0�2����.: �  � 2-+- ��.�3.-2 . �57-8

3-���. � 9 ����2�����. .7-��5�  ����� NBpolO' #�@2�+� �����0� -3-�5  � 2�.��.

 �7�������6 ���-�=�-6  ���� F1z �� � 9 ����2�����. N�2;�� .7-��5�  � 2�.��6 ��

���-�=�� ��3��4� +�+-�2�O' J2� ����K� ��7�� �0 �� '('( ��� Bpol > 700 kl' "7- 9

2��>-  3-7�-2 �2+-2�29 �+-HF�H . ���3�4�H +->7� ��K�+� �-0�392�2�+� � 2��

&BB
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� ��� � �F�.�.��� *#���

g1 = 2.00226 �g$'����� �
��
#
���� g2 = 2.0030 �g$'����� .�.S$#
"
�
#
���� ��	���	�� �0, β$7V2

"����	�� 
 V2� V4 "����	�� a1 = 1.53 => 
 a2 = −1.1 => �����������		�� �''���
�	�� "��� �0,

�
��
#
	� 
 .�.S$#
"
�
#
��  0.2 => 
 0.7 => �����������		�� τd = 0.5 ?@� k/kD � 1�
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��05��-+5+� @//-�2�+� c}lcvzwc P<()Q � xchcvzwc P<(EQ1 �;- �-,���HF�8

+� ;�39K�H +�392��3-2��H ��3.��0�=�H � �-��=�.� +�3-��3 ��7���7�1 �;�4�F-�8

�5� ����8��+���-�2�6 N � 2�.��-  ��2�����33-39�5+� .7-��5+�  ����+�O' ���

� � ��K-+  3�,�- ���2��5 ������7���7�  2����.2 . �-@�����3-�2�5+� � ���7��8

2�� �-��=��' ��03�,�- 0��3H,�-2 . 3�K9 � +-����0+- /��+�������. ��3.��0�=��'

$ @� �-��+-�2�� c}lcvzwcMxchcvzwc  ������. ��3.��0�=�. �;- �-,���-2 .

�;�4�F-��-+  � 2-+5 ������7���7�+ ��� ��0��� 2-+�-��2����1 2�47� ��� � ��K-+

 3�,�- !#� ��0����-2 0�  ,-2 ��0�5�  ���� 2-6 h8l8����-� �� � ��0�5� .7-��5�

 �����5� ���/�4���=�.�' $�7  �-�2�� !#� �  3�;5� ��3.� �,-�9 ����> ��  �-�2�

c}lcvzwc1 � ��7  �-�2�� !#� �  �39�5� ��3.� * �� xchcvzwc8 �-�2�'

�-0�392�25 ,� 3-��5� �� ,-2�� ��2-4��39��6 !#� β8iq2 ���2���� � 7�;3-8

2�� c{8 � 2-+5 Nq21 q4 ���2��5O ����-7-�5 �� �� '('G' �-��-2�,- ��- �-0�392�25

����7.2 . � ����K-+  ��2�-2 2���  @� �-��+-�2�39�5+� 7���5+� P((Q �� � -+ 7��8

��0��- ��3-6 Bpol' �� ,-2�5- ��3�>-��. +�� �+�39��6 ��2-4��39��6 ��3.��0�=��

2��>- ;3�0�� � @� �-��+-�2�39�5+' ��03�,�- ��2-4��39�5� ��3.��0�=�6 7�;3-2��

c{8 � 2-+5 ��� Bpol < 700 kl �;S. �.-2 .  ��2��K-��.+� N('<'&(O � N('<'&DO:

LA − LX ∝ 1

2
sin 2θpol (σ̂t0t0(Bpol) − σ̂ss(Bpol)) . N('<'&BO

J2� /��+�3� �-��� ��� 3H;�+ �43- ������2� ��+�4��,-��� 2� ϕ' (LA − LX)1 �,-8

��7��1  2�-+�2 . � ��3H �  �39�5�1 �� �- �  3�;5� ��3.� Bpol' ���-- ��03�,�- �

��3.��0�=�.� 7�;3-2�� �  3�;5� ��3.� Bpol �52�3� 9 �;S. ��29 �3�.��-+ �;+-���8

4� �0��+�7-6 2��. � ��� �2 2��-+ σ8��7���3�  ;�39K�+� ��� 2��2�+� ��$ P<(BQ'

#�� ��-3�,-��� Bpol N>)%% klO �2;�� ���� ��7�2 �� ���-�=�� .7-���4� +�+-�2�

�� � 9 Bpol1 � ��2-4��39�5- ��3.��0�=�� 7�;3-2��  �������H2 .' �2+-2�+1 ,2� 73.

��3�,-��. ����K-4�  �43� �. +->7� 2-���-6 � @� �-��+-�2�+  3-7�-2 �,- 29 2��>-

� � 2�39�5- +�4��2�5- .7�� ���+- β8iq2 � q21 q4 ���2����1 ,2� ��7�� �0 �� '('G'

�3. �,-2� 3���39��4� ��3. � 2�39�5� +�4��2�5� .7-� +5 � ��390���3� /��+�3�

N<'C'DEO1 @//-�2���5- �-3�,��5 ��3��3�  �,- ��� ��3-6 ���-7-3.H2 . �-3�,���+�

��� 2��2 ��$ ��7���3��: a(1)
eff = 0.2 kl1 a(2)

eff = 0.7 kl' �����. 3���. ����05��-2

�� ,-2��H ��2-4��39��H ��3.��0�=�H β8iq2 ���2���� ;-0 �,-2� � 2�39�5� .7-�

�#' �� @2�6 �����6 �+--2 . �.7 � 2�5� �����1 ��0����HF�� � ��3.� ;�39K- &

�1 47-  ���� 29 h8l8����-� �� � �27-39�5�  �����5� ���/�4���=�.� ����� ��3H

P&)CQ' #�� ��3��3�  �,- ��+ �,-2- ��$  � 2�39�5+� .7��+� @2� ���� ��0+5��H28
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 .1 � �� ,-2��. �����. ��,���-2 ����K�  ����7�29  @� �-��+-�2�39��6' �-��2���-

��03�,�- +->7� 2-���-6 � @� �-��+-�2�+ 0��3H,�-2 . � �2 �2 2��� ����� � ��2-8

4��39��6 !#� q4 ���2��� ��� Bpol +->7� )% � B% kl'

�- +�2�. �� 2�1 ,2� ��3�>-��. +�� �+�+�� �� ,-2��6 ��3-��6 0��� �+� 2� ��8

2-4��39��6 !#� ����K�  �43� �H2 .  @� �-��+-�2�39�5+�1 � 2-��-2�,- ��� � �08

+-�-��5� �+�3�2�7�� ��3.��0�=�� �+--2 . �-��2���- ��03�,�-' �3. β8iq2 @� �-8

��+-�2�39�5- �+�3�2�75 +�� �+�39��6 ��3.��0�=�� �  �39�5� �  3�;5� ��3.�

;3�0��1 2�47� ��� �  3�,�- ���2���� ���+�2�,- ��4� ��39=� �+�3�2�7� +�� �+�8

+� ��3.��0�=�� �  �39�5� ��3.� ���+-��� � G ��0 �5K- �+�3�2�75 !#� �  3�8

;5� ��3.�' ����- ��03�,�- 7���39�� - 2- 2�-��� �;S. �.-2 . 2-+1 ,2� � �� ,-2-

�  3-7�-2 . 2�39�� !#�1 ��0����HF�. ��� 4-+���39��6 �-��+;���=�� �#1 2�47�

��� � @� �-��+-�2�� �0+-�.-2 . ��3.��0�=�. ���7��2�� �-��=��1 �;��0����K�. .

��� � �-0�392�2- 4-+���39��61 2�� � �;S-+��6 �-��+;���=�� ��7���3��' ���43-28

2���3-2�5- �-�-��75 �  �39�5� �  3�;5� ��3.� ��8��0��+� �3�.H2 �� 0��� !#�

���7��2�� ��� 4-+���39��6 �-��=��1 2�� � �-��=�� ��7���3��1 �5K-7K�� � �;S-+

�� 2����2-3.' $  �39�5� +�4��2�5� ��3.� 0���� 4-+���39��6 � �;S-+��6 ��3.8

��0�=�� ��03�,�5 � 3-7 2��- ��� P&(&Q1 2�47� ��� �  3�;5� ��3.�  �����.-2 .

��3�56  ��� @3-�2����� � .7-�1 �  ��43-282���3-2�5- @3-�2����5- �-�-��75 ���8

��7.2 � �-�-����2�+ .7-���4�  ����' $ �-0�392�2- ���7��25 � 4-+���39��6 � �;S8

-+��6 �-��+;���=�� �+-H2 ��3.��0�=�H �7��4� 0���� PC%Q1 ,2� ��-3�,���-2 !#�

7��+�4��2��4� ���7��2� �-��=��' $ 2� >- ��-+. ��3�7 �;S-+��6 �-��=�� � ��8

3.��0�=�H  �F- 2�-��� 0��� �2 �2 ��-+-��  ���8�-K-2�,��6 �-3�� �=��' $�-+-��

.7-���6 �-3�� �=�� ;53� ���-7-3-�5 �0 ��-+.��0�-K-��5� !#�8@� �-��+-�2��

P&)BQ1 � �� 0��,-��.  � 2���3� ��� Bpol = 7 l &BD±<G µm � &D±G µm 73. β8iq2 �

��39=-�5� ���2����  ��2�-2 2�-���' ����+ �;��0�+1 ��2-�. ��3.��0�=�� � �5K-78

K�� � �;S-+ �� 2����2-3. ��7���3�� ���;�3--  �F- 2�-��� � ��39=-�5� ���2����

� 3-7 2��- �� ����2��4� ��-+-�� �-3�� �=��1 � �  3�,�- β8iq2 ���2���� �  �3� ��

7� 2�2�,�� 73����4� ��-+-�� �-3�� �=�� ��2-�. ��3.��0�=�� �5K-7K�� � �;S-+

��7���3�� +-�9K-' #� ��39�� � ��K-+  3�,�- ���7��25 4-+���39��6 � �;S-+��6

�-��=�� �7������51  ���8 ��2���HF�6 ����3 ��3.��0�=�� Nh8�08+-����0+O �  �398

�5� ��3.� �����7�2 � @//-�2� ��+�-� �=�� ��3.��0�=��1 0�+-2�� �+-�9K�HF-+�

�+�3�2�7� !#� β8iq2 ���2����' �3. ���2���� ���+�2�,- ��4� ��39=� @2�2 @//-�2
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�- 2��  �F- 2�-�-�' ���3�4�,��1 �  3�;5� ��3.� ��-3�,-��- ��3.��0�=�� ;�3-- @/8

/-�2���� �  3�,�- β8iq2 ���2����1 ,-+ 73. q2 � q4 ���2����' $ �� ,-2- 2��>-

�- �� ����0��7.2 . � 2�5- ���� � ��3-��6 0��� �+� 2� q2 � q4 ���2���� � ��3.�

40÷100 kl' ��� �;��0�H2 . � 3-7 2��-  ���8 �����5� �0��+�7-6 2��6 ���+�2�,-8

 ��� ���2���� � β8iq2 ���2����1 � �+-��� � 3-7 2��- �-�-�� � !#� +->7� ��+�'

#�7��;�-- �� ���� ��>7-��- � ��7 ;�7�2 �; �>7-�5 � �.2�6 43��-'

#�3-�5- 0��� �+� 2� �27-39�5� ��+���-�2 +�392��3-2� β8iq2 ����-7-�5 ��

�� '('D' $  3�;5� ��3.� NBpol <%'%C lO @� �-��+-�2 � 2-���. ����K�  �43� �H28

 .' �7���� � ;�3--  �39�5� ��3.� ���2�-���- ��+���-�25 β2 � β3 �� ��2-� ���� 2�

��-�� ��7.2 ��-K��-1 ,-4� �- ��;3H7�-2 . � @� �-��+-�2-1 47- ��-K��- ��+���-�25

� -47� �+-H2 ;~�39K�H ��2-� ���� 291 ,-+ ���2�-���-' ���+- 2�4�1 � �� ,-2�� 2�,8

�� �-�- -,-��. ��+���-�2 β2 � β31 ��0����HF�. ���  +-�-  3�;���3-��4� �����2-��

+�392��3-2��4� @//-�2� !#� ��  �39����3-��61 ����7�2 . � ;�3--  3�;�+ ��3- NC

klO1 ,-+ � @� �-��+-�2�� N(%÷G% klO' #�8��7�+�+� ���,��� @2�4� �� ��>7-��. 2�

>-1 ,2� � ���--: � �� ,-2- �  3-7���3� 9 3�K9 4-+���39��. !#�1 2�47� ��� � @� 8

�-��+-�2- �+-H2 . �;� N4-+���39�56 � �;S-+�56O ��3�7� � ��3.��0�=�H' "�  ,-2

�;S-+��6 �-��+;���=�� !#� ��0�� 2�-2 �  3�;5� ��3.� � �+-�9K�-2 . �  �39�5�1

,2� 7�3>��  7����29 2�,�� �-�- -,-��. � ;�3-- �5 ���- ��3.'

$ �+��39 ��6 �
�8 �-�2�� �����  �-4� 2����HF�+ ��8�+��39 �+ ��2-� ��8

�� 2� 3���6 �  �-�2�- !#� .�3.H2 . �-���7�,- ��+� /���=�.+� 73�2-39�� 2�

��8�+��39 � P&CGQ' ��2�=����5- ����5-1 ��3�,-��5- ��� %'& kl � G kl 73. β8iq2

���2����1 ����-7-�5 �� �� '(')' �� ,-2 �����7�3 . �� /��+�3�+ N('<'BO' ��2-�8

 ���� 2�  �4��3� �
� ���+�����3� 9 2��1 ,2�;5 +�� �+�39��. ��2-� ���� 29 β2

 ����7�3�  �� ,-2��6' $ �;���  3�,�.� @� �-��+-�2�39�5- � 2-��-2�,- ��- ��2�8

=����5- ����5- ����K�  �43� �H2 .' #�� Bpolt%'& kl � ϕ = 90◦ ��2-4��3 �� � -+

 �-�2��39�5+ ��+���-�2�+ ���-� ��3H' J2� 4�����2 � 2�+1 ,2� � 7����+  3�,�- ��8

2-4��39��. ��3.��0�=�. ����� ��3H1 2�47� ��� � G kl ��2-4��3 ��  �-�2��39�5+

��+���-�2�+ ��3�>�2-3-� N��2-4��39��- ��43�F-��-O1 ,2�  �43� �-2 .  @� �-��8

+-�2�39�5+� 7���5+�'

�- +�2�. �� 2�1 ,2� � ��3-��+ ��3- ��3��. ��2-4��39��. !#� � -6  � 2-+5 ���8

�� ��3H1 !#� ��7���7��39�5� .7-� �23�,�� �2 ��3.' ����56 @//-�2 ���3�4�,-�

@//-�2� c}lcvzwc P<()Q � 7� 2�2�,�� 2���,-� 73. �+����� 3�21 � ,� 2�� 2�1 73.
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β8iq2 ���2���� 2���0��� � 2���2�/��� � ���+�2�,- ��� ���2���� 2���0���' #�3-8

��. 0��� �+� 29 !#� ���2���� 2���0��� ;�7-2 ��7��;�-- ��  +�2�-�� �  3-7�HF-+

��07-3-'

 ���� 1������ 3���������� 012 ����3���

$ �� 3�+ �� 2���- NpH = 3O1 47- �����7�3� 9 @� �-��+-�251 �0��,�39�� 2���3-2��.

�#  � 2��2 �0 ���2����������4� ��7���3� <1<|87�����7��� vxq•+ � �-62��39��4�

��7���3� 2���0��� TyrO•' ��-�2�5 !#� 73. ��0�5� +�4��2�5� ��3-6 �  2���2�8

�5 �-�4-�2�� ����-7-�5 �� �� '('E' ����+ �;��0�+1 �  � 2-+- ��3.��0����5 β8iq2

���2��5 � ���2��5 q<1D � qC1G /-��39��4� ��39=�' !#� ��� �2-3. ��+��4�  3�;--

� ��;3H7�-2 . 2�39�� �  �39�5� +�4��2�5� ��3.�1 �+-. +�� �+�+ ��2-� ���� 2�

� ��3- ���+-��� < l' "��� !#� �  �39�5� ��3.� ����7�2 . �  ��2�-2 2���  �����8

3�+� ���2-6�� P<G%Q N2'-' 73. �0��,�39�� 2���3-2��6 4-+���39��6 ���5 0���� !#�

� ��$  ����7�H2O'

��� �; �3H2�5-1 2�� � �2�� �2-39�5- ��2-� ���� 2� !#�  �F- 2�-��� +-�.H28

 . ��� �0+-�-��� +�4��2��4� ��3.' $ =-3�+1 ��� ��7�� �0 �� '('E1 - 29 7�- �;3� 2�

��3-6:  �39�5- ��3. ���.7�� < l �  3�;5- ��3. ��>- <% kl' �3. ���2���� qC1G

!#� �  �39��+ ��3-- ;�3-- ��2-� ����1 ,-+ �  3�;�+' ��2-� ���� 29  �4��3�� ���8

2���� �<1D � -47� ��>-1 ,-+ 73. �C1G1 �  �39��+ ��3-1 ��� @2�+ ��2-� ���� 2�

!#� ���2����  �����+5 �  3�;�+ ��3-' �3. β8iq2 ���2���� ��2-� ���� 29 !#�

�5 ��� 2�39�� �  3�;5� ��3.�' #�8��7�+�+�1 ��7-��- ��2-� ���� 2� ��3.��0�=�� �

 �39�5� ��3.�1 ��� � �  3�,�- 4� 2�7���1 �50���� �+-�9K-��-+ ��3��6 �+�3�2�75

!#� 0�  ,-2 ���=-  �� �;S-+��6 �-��+;���=��' "7- 9 +5  � �-7�2�,�+ ���+���-

�� ���+�2�,- ��� ���2����1 �� ��39�� @2� ;�3-- ��>��  2�,�� 0�-��. �0�,-��.

 2���2��5 ;-3��� +-2�7�+ !#�' J2� �;� 3��3-�� 2-+1 ,2� �� � -� 2�-� ���+�2�8

,- ��� �+����� 3�2��  �4��35 ��39=-�5� ���2���� ����K� ��07-3.H2 . �  �-�2�-

�
�1 � 2� ��-+. ���  �4��35 β8iq2  �F- 2�-��� �-�-��3�4�H2 .1 ,2� 0�,� 2�H 7-8

3�-2 �� �-���4�7�5+� 73. �  3-7�����.  2���2��5 � 7���+��� �-�2�7�� � ;-3���'

��2-4��39��. !#�' $ ��,- 2�- +-�5 ��2-4��39��6 ��3.��0�=�� ���2��� �5;�8

��3� 9 ��3��. ��2-� ���� 29 -4�  �4��3�� �  �-�2�- ��� /�� ��������+ �43- ϕ'

#�3-��. 0��� �+� 29 !#� ���2���� <1D � C1G 2���0��� ����-7-�� �� �� '('B'

$  �39�5� ��3.� NBpol >%'& lO � ��3-��6 0��� �+� 2� !#� ���2���� C1G �+--2 .

<%)
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�
����
 P61� 6�������� �������H g$'����� TZV•  g2 = 2.0030� ��	���	��

�0,H aH2 = aH6 = 0.0156 =>� aH3 = aH5 = −0.062 =>� a1β−CH2 = 0.695 => 
 a2β−CH2 = 0.885

=>� :� �
��	�� �&�H g$'����� >XYU•  g1 = 2.0042� :� �
��	�� �!� "�����	 ������� #�� ���	�� g1H

g1Q.�BBF.� g1Q.�BBFF� g1Q.�BBF/� �0, #
"
�
#
	� ��
�������� "��������
����
 �aeff = =>�� 	�

�������  P61 "����	�� #
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�
#
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.����5��>-��56 @+�  ����56 +�� �+�+ � ��3- ���3� < l' �3. <1D ���2���� !#�

�+--2 �; ��;=����56 0��� � -- +�� �+�+ +-�-- .��� �5��>-� � � ��3.� ;�39K- <

� ����2�,- �� �3� ��6' 
� �+�+ ��3.��0�=�� 7�����7��� �+--2 . 2��>- � ��3-

���3� < � N +' � 2���� �� �� '('B�O'

"��,-��. ��� 2��2 ��$ ��7���3� 2���0��� ;53� �0.25 �0 ��;�25 P<G&Q: aH2 =

aH6 = 0.156 kl1 aH3 = aH5 = −0.62 kl1 � ��� 2��25 ��$ β8iq2 ���2���� ����5

%'DBG � %'EEG kl' "��,-��- g8/��2��� ��7���3� 2���0��� P<(D1 <G<1 <GCQ g1 3->�2

+->7� <'%%(& � <'%%(C' $ ��K�� �� ,-2�� +5 ;��3� g8/��2��1 ����56 <'%%(&1 <'%%(<

� <'%%((1 � ��K3� ���3�,K--  �43� �-  @� �-��+-�2�+ ��� g1 = 2.0042 N�� '('B;O'

"��,-��- g8/��2��� 7�����7�3� ����� <'%%C% P<(GQ1 0��,-��. -4� ��� 2��2 ��$ ;58

3� �0.25 �0 ����2�����+�,- ��� �� ,-2�� P<((Q1 ,2� 7�3� aeff = 0.88 kl' "7- 9

+5 � 3�>��3� ��� ���- !#� ��  ����-��H  �  3�,�-+ 4� 2�7��� � �,�25��3�

����2���+-����,- �� ��$ 2�-� 4���� .7-�' �2�� �2-39��. ��0��. �+�3�2�7� !#�

N���+-��� 4 × 10−3 73. C1G ���2����1 47-  3-7 ��,�39��6 +�2��=5 �3�2�� 2� �#

���+�����3 . �� -7���=�O �;� 3��3-�� ��0���.0�� 2�5+ ���;3�>-��-+1 2-+ �- +-8

�--1 2���- 0��,-��. !#�  �F- 2�-��� ��-�� ��7.2 ������- ��H ��3.��0�=�H 7�>-

� +�� �+�39��+ ��3- B = Bfin' �3.  ����-��. �� ,-2�5� � @� �-��+-�2�39�5�

����5� �� 3-7��- ���+�����3� 9  3-7�HF�+ �;��0�+: ��� Bpol > 0.1 l N �39�5-

��3.O @� �-��+-�2�39�5- 0��� �+� 2� ���+�����3� 9 73.  ����7-��.  �� ,-2�58

+� 73. C1G ���2���� � +�� �+�+- ��2-� ���� 2� �� 3-7���' $ �;3� 2�  3�;5� �

���+->�2�,�5� ��3-6 @� �-��+-�2�39��. !#� ���+�����3� 9 �� �� ,-2��H ���

Bpol = 0.1 kl' ��0��. ���+������ 73.  �39��4� �  3�;�4� ��3. �;� 3��3-�� ��0�58

+� ��3�7�+� 4-+���39��6 � �;S-+��6 ��3.��0�=�� � ��3��H ��2-� ���� 29 !#�

�  3�;5� �  �39�5� +�4��2�5� ��3.� N@2�2 +�+-�2 �; �>7�3 . 73. 4� 2�7��� �

��-757�F-+ ��07-3-O' �� ,-2 7-+�� 2����-2 ����K--  �43� �-  @� �-��+-�2�+ �

��3.� Bpol > 0.3 l � ����K� �� ����0��7�2 @� 2�-+�+5 �0+-�-��5� ��3-�5� 0���8

 �+� 2-6'

"���� !#� � ��3.� Bpol > 0.3 kl ����7.2 . �  �43� ��  �����3�+� ���2-68

�� P<G%Q1 �  ��2�-2 2���  ��2��5+� 0��� Γi ��2-4��39��6 !#� i84� .7�� �-���4�

��7���3� �# 73. �0��,�39�� 2���3-2��6 4-+���39��6 �# ���-�:

Γi = sgn(∆g) × sgn
(
a

(1)
i

)
, N('<'<%O

47- ∆g = g1 − g2' �2+-2�+1 ,2� ��� &% kl< Bpol < 0.3 l 0��� �� ,-2��6 ��2-8

<&%



4��39��6 !#� <1D ���2���� �0+-�.-2 . �  2�����2 . �2��=�2-39�5+' �0�- 2��1 ,2�

����K-��- �����3 ���2-6�� +�>-2 ���� ��7�291 - 3� ���+- i84� .7��  �2�� �8

2-39�� �-;�39K�6 ��� 2��2�6 ��$ � ��7���3- - 29 j8- .7��  ;�39K�6 ��� 2��2�6

��$ P<G(1 <GGQ' �3. �#  7��+. .7��+�  ��� 2��2�+� ��$
∣∣∣ a(1)

2

∣∣∣ > ∣∣∣ a(1)
1

∣∣∣ 0��� Γ1

�0+-�.-2 . � ��3-

2|∆g|Bpol <
∣∣∣ a(1)

2

∣∣∣− ∣∣∣ a(1)
1

∣∣∣ . N('<'<&O

J2�2 �-0�392�2 �- .�3.-2 . 2�,�5+ 73. +��4�.7-���6 �#1 �� 7�-2 �����39��H �=-�8

�� ��3-61 � ��2��5� ����K�H2 . �����3� ���2-6��' �3. ���+�2�,- ��� ���2����

Na(1)
2 = −0.62 kl1 a(1)

1 = 0.156 kl1 ∆g =%'%%&<O �+--+ Bpol <%'( l1 ,2�  �43� �-2 .

 �� ,-2�+' �7����1 � @� �-��+-�2- @//-�2  +-�5 0���� !#� �- � -47� ��;3H7�8

-2 . �  �39�� 0��� �2 �2 @� �-��+-�2�39�5� � 3���6' #�8��7�+�+�1 @2�  �.0���  

�0+-�-��-+ �2��K-��. 4-+���39��6 � �;S-+��6 !#� ��� �0+-�-��� ��2-� ���� 2�

3�0-���4� �;3�,-��. � ���=-�2��=�6 �-�4-�2��' $��9�������- @2�� ����+-2���  �8

F- 2�-��� �3�.-2 �� �2�� �2-39�5- ��2-� ���� 2�  �4��3�� ���2���� �  �-�2���1

� � �;-��� 2� 73. <1D �  3�;5� ��3.� NBpol <& lO' �3. @� �-��+-�2��1  ��2�-2 2��8

HF�� �� '('B1  +-�� 0���� !#� �- ��;3H7�-2 .T 7���5-1 � ��2��5� �+--2 .  +-��

0���� !#� ���2���� <1D 07- 9 �- �����7�2 .'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� +�7-3�������- !#� �  �39��+ ��3- ��0+�>�� � ��� ��8

+�F�  �F- 2�-��� ;�3-- ��� 2�6 +�7-3� �7����� P&CBQ1 ��2���. � ��390���3� 9

���-- P<CE1 <(%Q 73. �0�,-��. !#� 2���0���1 �;��0�HF-6 . � �-��=��  /3����8

+������3-�2�7�+ ��� Bpol > 0.1 l' $ @2�6 �;3� 2� ��3-6 ;53� ��67-�� ����K--

 �43� �- �� ,-2� � @� �-��+-�2�39�5� 7���5�1 �7����1 �  �>�3-��H1 +�7-39 �7��8

��� �- +�>-2 ;529 �;�;F-�� 73. �� ,-2� !#� �  3�;5� ��3.�'

$ ��3.� +-�9K- <% kl ��2-4��39��. !#� � -� .7-� 2���0��� �� 2-2' �����+-�1

!#� q<1D ���2���� 0��,�2-39�� ;�39K-1 ,-+ �  �39��+ ��3-1 �  2�����2 .  �����8

+�6  ��3.��0�=�-6 ���2���� qC1G' ���3�4�,�56 @//-�2 �+--2 +- 2� � 73. β8iq2

���2����1 ��� @2�+ � +�392��3-2- cp{8 � 2-+5 ,-25�- 3���� N ��2�-2 2��HF�-

�7��+� �0 β8iq2 ���2����O ����7.2 . � �; ��;=��1 � 7��4�- ,-25�- * � @+�  ��1

2�� ,2� ��3��. !#�1 � �-7�-���. �� � -+ 3���.+1 ����� ��3H' ����56  �-�2� ��38

�� 29H ���3�4�,-�  �-�2�� β8iq2 ���2���� 4� 2�7��� � 2���2�/��� N�� 3-7��6

07- 9 �- �����7�2 .O' ���+�2�,- ��- ���2��5 N��� � �  3�,�- 4� 2�7���O 2��>-

�+-H2 !#� �����6 �+�3�2�751 �� ��0��4� 0����' ����- ���-7-��- !#� 73. 7���

<&&
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 β$7V2 "����	�� � #
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 �.0���5�  ����� ;53� �;S. �-�� ���2-6��+ � ��0���� ?+�392��3-2�5+ @//-�8

2�+ ��3-��4� ��3.A P<GDQ1 ��2��56 �;� 3��3-� 2-+1 ,2� � ��3-��+ ��3- �2 �2 2��-2

�57-3-���- ������3-��- � ��� 2��� 2�- � ��@2�+� �� -3-��� 2� � -�  � 2�.��6  

�7������5+ ��3�5+ +�+-�2�+  ����7�H2' $ 7����+  3�,�- 2�� 2���3-2�5�  � 2�8

.��. � ��>7�6 ���- ���2���� �����0� -3-�5 N�����+-�1 �� -3-��� 2�  � 2�.��6

|1〉, |2〉, |4〉 ���5 β8iq2 ���2���� ����5 7��4 7��4�1  +' �� '('&%O'

#�� Bpol = 0 �+--+

θ(t = τL) = θpol =
π

4
sgn(J) N('<'<<O

�  �; 2�-��5-  � 2�.��. N('<'<O 4�+�392������ Ĥ ��� t = τL  3-7�HF�-:

|1〉 = |t+〉, |2〉 = |s〉, |3〉 = |t0〉, |4〉 = |t−〉, ��� J > 0 N('<'<CO

|1〉 = |t+〉, |2〉 = |t0〉, |3〉 = |s〉, |4〉 = |t−〉, ��� J < 0.

47- |tα〉, |s〉 * 2�� 2���3-2�5� �  ��43-2��-  � 2�.��. ���5 .7-�' $ �-0�392�2-

Pt = P1 = P3 = P4 �= P2 = Ps (J > 0), Pt = P1 = P2 = P4 �= P3 = Ps (J < 0),

<&<
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 �"����� P61 β$7V2 "����	�� �&� 
 ������
$

����
� "����	�� �!� "�
 Bpol = 0�

N('<'<(O

47- Ps, Pt * �� -3-��� 2�  ��43-2��4� � 2���3-2�5�  � 2�.��6' $-3�,��� ��2-4��398

��6 !#� �����:

〈Î1z〉 = cos 2θfinδP/2, 〈Î2z〉 = − cos 2θfinδP/2, 47- δP = P2 − P3. N('<'<GO

���  3-7�-2 �0 N('<'<(O1 0��� δP ���-� ����0�-7-��H 0����� (Ps − Pt) � J ' ����+

�;��0�+1 0��� !#� ��� Bpol = 0 ���-�

sgn
(
〈Î1z〉

)
= sgn(Ps − Pt) × sgn(J) = −sgn

(
〈Î2z〉

)
. N('<'<DO

J2� �����3� ;53� ��-��5- ��3�,-�� ���� ��5+ � W���;�+ P<G)Q' #��  +-�- +�398

2��3-2�� 2� ��-7K- 2�-�����1 ��� �;5,��1 +-�.H2 . � 0���� (Ps − Pt) �1  3-7���8

2-39��1 ��2-4��39�5� ��+�4��,-��� 2-6  ����� 〈Î1z〉1 〈Î2z〉' 	 3� 0��� J �0�- 2-�1

�0 �����-��. N('<'<DO +�>�� ���-7-3�29 0��� (Ps − Pt) �1  3-7���2-39��1 ��3�,�29

��/��+�=�H �; �2�� �2-39�5� 0����� ��$ ���5 .7-� � ��7���3-' $ ��K-+  3�,�-

 �-�2�5 !#� 73. β8iq2 ���2���� � ���+�2�,- ��� ���2���� � ��3-��+ ��3- �543.8

7.2 ����>-1 �- +�2�. �� ��0�5- 0���� J 73. �;-�� ��� .7-� N��3�>�2-39�56 73.

��39=-�5� ���2���� � �2��=�2-39�5� 73. β8iq2 ���2����O' �0 @2�4� +�>��  7-3�29

<&C



�5��71 ,2� 73. ��� ���2���� 0���� (Ps− Pt) ���2�����3�>�5: 73. β8iq2 ���2����

Pt > Ps N�� ��39�� ��� 2��25 ��$ �+-H2 �7������56 0���O1 � 73. ���+�2�,- ���

���2���� Ps > Pt N,2�  ��2�-2 2��-2 ��0��+� 0���� ��$  �����O' �� 3-��5- �� ,-8

25 ��72�-�>7�H2 @2� �-0�392�25 73. 0����� ��$' ��-+� �� -3-��� 2-6  �����5�

 � 2�.��6 β8iq2 � ���+�2�,- ��� ���2���� ��� Bpol = 0 ����-7-�� �� �� '('&&'

$�>�� �2+-2�291 ,2� �23�,�5- �2 ��3. �-3�,��5 ��2-4��39�5� ��3.��0�=�6

〈Î1z〉1 〈Î2z〉1 ��;3H7�-+5� 73. Bpol = 01 .�3.H2 . �-0�392�2�+ �7��;�2�,- ��4� �-8

�-�� � ���7��2�� � ��3- Bfin �
�8 �-�2��+-2��' �-6 2��2-39��1 ���  3-7�-2 �0

N('<'&%O1 � ��3- B = Bpol = 0 ��2-4��39��. !#� 3H;�4� ���2��� ����� ��3H:

〈Î1z〉 =
P1 + cos 2θpol(P2 − P3) − P4

2
= 0, N('<'<)O

〈Î2z〉 =
P1 − cos 2θpol(P2 − P3) − P4

2
= 0,

��2�+� ,2� |2θpol| = π/2 N('<'<<O1 2'-' cos 2θpol = 0 � P1 = P4 N('<'<(O' J2�2 �-0�392�2

�;� 3��3-� �2 �2 2��-+ � ��3- Bpol = 0 �0;�����4� ������3-��.' �-+ �- +-�--1

��� ��3H,-��� ��-K�-4� +�4��2��4� ��3. � ��7- �-�-�� � ���7��2�� � ��3- Bfin

�
�8 �-�2��+-2�� 2���- ������3-��- ��0����-21 ,2� �����7�2 � /��+�������H

�-��3-��6 ��2-4��39��6 �27-39�5� ���2���� !#�1 0���� ��2���6 73. 〈Î1z〉1 〈Î2z〉1

�0+-�.-+5� � ��3- B = Bfin1 7�H2 . �����3�+� N('<'<GO � N('<'<DO1  ��2�-2 2�-���'


�392��3-2��. !#� 〈Î1z Î2z〉 N('<'&&O �23�,�� �2 ��3. ��� � ��3-  �-�2��+-2��1 2��

� � ��3- B = Bpol = 0'

�3. � 2����3-��. �4����,-��6 ��3��3�  �,- ��4� ���;3�>-��. 73. ��$ �� 8

,-2 !#� 2���0��� �5��3�.3 . 2�-+. ��03�,�5+�  �� �;�+�' $ ���;�3-- ��� 2�+

 3�,�- 2�39�� �7�� ���� ���2���� Nq< � qCO ��  +�2����3� 9 ����2���+-����,- ��1

2�47� ��� � 2�39�5- 7�� ���+�2�,- ��� ���2��� � β8iq2 ���2��5 �,�25��3� 9 ��8

3��3�  �,- ��' �� ,-2��. !#� q<1 qC ���2���� 7�3-- �7�����3� 9 73. ��3�,-��.

��3��6 ��3.��0�=�� ��39=-�5� ���2����' ��  ,�2����. 2���+ �;��0�+ !#� ���2�8

��� q<1 qD � qC1 qG ����0��� �����6 |&| �� �� '('&<' "�2-+ +5 �,�25��3� � - ,-25�-

���+�2�,- ��� ���2��� ����2���+-����,- ��1 � β8iq2 ���2��5 * ��3��3�  �,- ��

N�����. |<| �� �� '('&<O' �����-=1 �����. |C| * �� ,-2  ����2���+-����,- ��+ �,-8

2�+ � -� ���2���� 2���0���' ��43� �- 2-���� � @� �-��+-�2� � �� 3-7�-+  3�,�-

.�3.-2 . ���3�,K�+1 2�47� ��� � �-��5� 7��� �� ,-2 �- �� ����0��7�2 �0+-�-�8

��H ��3-��H 0��� �+� 29 !#�' J2� �50���� 2-+1 ,2� ��� 2��25 ��$ ��>7�4� β8

<&(
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� "��������� ������	�� P61 "����	�� VJ�I ��"��+	�� �
	
� SJS�� ��	�-�		�� 	� J�

iq2 ���2���  �����+5  ��� 2��2�+� ��$ ���+�2�,- ��� ���2����1 2�47� ��� 73.

���+-�-��. ��3��3�  �,- ��4� ���;3�>-��. 2�-;�-2 .1 ,2�;5 ��� ;53� 0�+-2��

+-�9K- �� 3-7���' ����+ �;��0�+1 �-�;��7�+� ��  +�2�-��- � -� K- 2� ���2����

2���0��� ����2���+-����,- ��'

����+ �;��0�+1 �� ,-2��. ��3-��. 0��� �+� 29 !#� ����K�  �43� �-2 .  @� 8

�-��+-�2�39��6 �� � -� ��3.�1 ��3�>-��. @� 2�-+�+�� �� ,-2�5� � @� �-��+-�8

2�39�5� 0��� �+� 2-6 ����2�,- ��  ����7�H2' � 2�,�� 0�-��. @� �-��+-�2� 73.

���-7-3-��. +�4��2�5� ����+-2��� ����2��>���F�� ��7���3�� � �;-��� ��>�5+

��-7 2��3.-2 . �  3-7�����- !#� �  3�;5� ��3.�' $  �39�5� ��3.� ��3�>-��. @� 8

2�-+�+�� ��3-��6 0��� �+� 2� ���-7-3.H2 . ��� ��� 2��2�+� ��$1 2�� � ��0�� 29H

∆g' #�@2�+� �7����-+-���- ���-7-3-��- � g8/��2����1 � ��� 2��2 ��$ 0�2��7��8

2-39��' $ 2� >- ��-+.1 !#� �  3�;5� ��3.� �- 0��� �2 �2 ∆g1 ��@2�+� �0 �-- +�>��

�-0��� �+� ���-7-3�29 0��,-��. ��� 2��2 ��$1 � ��390�. ��2��5- +�>�� �0�3-,9

∆g �0 !#� �  �39�5� ��3.�'


�392��3-2��. !#� � ��2�=����5- ����5-' �3. ��3��4� ���3�0� �-������- 8

�5� �� -3-��� 2-6 ���7��2�� ��7���39�5� �-��=�6 ���+- ��2-4��39��6  3-7�-2

<&G
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	�������	�� P61 VJ�I �LX�  

• 
 �����
"���	�� P61 ������
����
� "����	�� �LM �  �� 
 ������	�� �LA  "�	��
�	�� �
	
��

LX  �"��+	�� �
	
�� LM  �����	�� �
	
�� "����
���

 ��� '�	��

 ���	
�	��� "��� Bpol�

2��>- ��  +�2�-29 +�392��3-2��H !#�'

$ ��,- 2�- +-�5 +�392��3-2��6 !#� �5;-�-+ �-3�,��� LM 1 ���-7-3-���H �

�����-��� N('<'&GO' J� �-��+-�2�39�5- � ��  ,-2�5- �-3�,��5 LA1 LX 1 LM 73.

���+�2�,- ��� ���2���� � �;3� 2� ��3-6 Bpol < 10 kl ����0��5 �� �� '('&C 73.

�43� ϕ = 45◦' #�� Bpol = 0 +�392��3-2��. !#� i84� � j84� .7�� N('<'&&O �����

(Pt − Ps)/41 2���+ �;��0�+1 -- 0��� Γij  3-7�HF�6

Γij = sgn(Pt − Ps). N('<'<EO

$ ��3��+  ��2�-2 2���  @2�+ �����3�+ 73. ���+�2�,- ��� ���2���� 2���0���

+�392��3-2��. !#� N��� �� ,-2��.1 2�� � @� �-��+-�2�39��.O �2��=�2-39��1 � 73.

β8iq2 ���2���� * ��3�>�2-39��' #�� Bpol = 0 2���6 0��� +�392��3-2��6 !#�

�����7�2 � 2�+�1 ,2� �  �-�2���1 0��� ���5� ��� ϕ < 90◦1 ��-K��- ��+���-�25

+�392��3-2�� ;�3-- ��2-� ���5 ��  ����-��H  ���2�-���+� N +' �� '('&&O' $ ��8

3.� �2 % 7� &% kl ��3-��. 0��� �+� 29 +�392��3-2��6 ��3.��0�=�� ����2�,- ��

�3� ��. N��2. � @� �-��+-�2�� !#� �- ��39�� �� 2-2  �� 2�+ ��3.1 � � �� ,-2�� *

 ��7�-2O'

"��� �+� 2� ��2-� ���� 2-6 3���6 �
� �2 �43� ������2� ��+�4��,-��� 2� * ��8

<&D



2�=����5- ����5-1 ��  ,�25��-+5- �� /��+�3�+ N('<'&CO1 ��3�� 29H ���-7-3.H2 .

�2��K-��-+ ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 !#� � �5;�����+ ��3- Bpol' ��2�=���8

�5- ����5- 73. ���+�2�,- ��� ���2���� 73. ��3-��4� ��3. ����-7-�5 �� �� '('&(Z1

��� �+-H2 ����-� �39�56 ��7 73. ���5 ���2���� � ����2�,- ��  ����7�H2  ��8

2�=����5+� ����5+� 73. β8iq2 ���2���� 2���0��� � 4� 2�7��� ��� Bpolt% N +'

�� '(')O' �3. ��3-��4� ��3. ��2-�- �HF�- ��  �-7��- 0��,-��. ��-��2���� �+-H2

��7:

|〈Î1z〉| = |〈Î2z〉| = cos 2θfin|Ps − Pt|/2 = 2 cos 2θfin|〈Î1zÎ2z〉|. N('<'<BO

����+ �;��0�+1 �2��K-��-+ ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 !#� ���-7-3.-2 . 2�398

�� �7��+ ����+-2��+ θfin1 � ��2�=����5- ����5- �+-H2 ����-� �39�56 ��7' �3.

c{8 � 2-+5 Nθfin → 0O �; �3H2�5- 0��,-��. ��2-4��39��6 !#� ���2���� � 7��

��0� ;�39K- �� +�392��3-2��6 ��3.��0�=��'

$  �39�5� +�4��2�5� ��3.� Bpol � aeff 0��� +�392��3-2��6 !#� Γij 7�-2 .

�2��5+ �����3�+ ���2-6�� P<G%Q1 ��2���- /��+�3���-2 .  3-7�HF�+ �;��0�+ 73.

�0��,�39�� 2���3-2��6 4-+���39��6 ���5:

Γij = sgn
(
a

(1)
i

)
× sgn

(
a

(1)
j

)
. N('<'C%O

J2� /��+�3� 7�-2 ��3�>�2-39��H +�392��3-2��H !#� 73. ���+�2�,- ��� ���2�8

���1 ,2� ����7�2 . �  �43� ��  @� �-��+-�2�39�5+� 7���5+� 73. Bpol < 1 l' �3-8

7�-2 �2+-2�291 ,2� 07- 9 �5��>-��- N('<'C%O �-  �7-�>�2 +��>�2-39 m]^(J)' J2�

 �.0���  2-+1 ,2� +5 �5;��3� 7��4�- ���-7-3-��- N('<'&&O +�392��3-2��6 !#�1

��2���H ,� 2� ���-7-3.H2 ��� ��0��=� ��2-� ���� 2� �
�83���6 ���2�� �7��4�

+�392��3-2�1 � �-0�392�2- ,-4� -- 0��� 2��>- 0��� �2 �2 0���� J P<G%Q' �2+-2�+1

,2� � ��3.� Bpol > 1 l 0��� ��3.��0�=�� �0+-�.-2 . � �����3� ���2-6�� N('<'C%O

����K�-2 .' J2� ���� ��7�2 � 7� 2�2�,��  �39�5� ��3.� Bpol1 �����+-�1 73. �#  

7��+. .7��+� Γ12 +-�.-2 0��� P<G(1 <GGQ ���

2∆gBpol >
∣∣∣ a(1)

1

∣∣∣ + ∣∣∣ a(1)
2

∣∣∣ . N('<'C&O

�- +�2�. �� 2�1 ,2� @2�2 �-0�392�2 ;53 ��3�,-� �- 73. +��4�.7-���6 �#1 �� 7�-2

��0�+��H �=-��� ��3.1 47- ���� ��7�2  +-�� 0���� +�392��3-2��6 !#� ���+�2�,8

 -��� ���2���� 2���0���: &'C l' J2� �=-��� ����K�  �43� �-2 .  @� �-��+-�2�398

�5+� �-0�392�2�+� N +'  �-�2�5 !#� ��� Bpol > 0.5 l1 �� '('CO' $  �39�5� ��3.�

<&)
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Bpol +�392��3-2��. !#� ��+��4�  3�;-- ��2-4��39��61 ,2� �2��>�-2 . � ��2�=�8

���5� ����5�: ��3�7 ��2�=�6  7��6��6 ,� 2�2�61 ������=����39�56 2ϕ1 �-�-3��1

��� ��7�� �0 �� '('&(;1 47- Bpol = 2 l' �-+ �- +-�--1 �080� ��� �2 2��. ��2�=�6  

7��6��6 ,� 2�2�6 ��3�>-��. @� 2�-+�+�� ��2�=����5� ����5�  3-4��  7��4�H2 .

�2 B%◦ � <)%◦'

�2� �� �-2 .  ��2��K-��. ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 !#�1 +5 �-  +�43�

7�;�29 . ����K-4�  �43� �. 2-���� � @� �-��+-�2� � ��3.� Bpol �2 G kl 7� &%%

kl: �� ,-2 �-7��=-����-2 +�392��3-2��H ��3.��0�=�H' 	-  �����2-39�� �-;�398

K�- 0��,-��. ���

aeff
g

� Bpol �
aeff
|∆g|

N2'-' +->7� C% kl � C%% kl � 7����+  3�,�-O .�3.H2 . 7� 2�2�,�� - 2- 2�-��58

+�' $ @2�+  3�,�- +�4��2��- ��3- Bpol 4���07� ;�39K- ��� 2��2 ��$ N2'-' ��;�2�-2

 -��3.���- ���;3�>-��- 73. ��$O' $ 2� >- ��-+.1 ∆g8+-����0+ -F- �- .�3.-2 .

@//-�2���5+ +-����0+�+ h8l8����-� �� � �#' $ 3-7 2��- @2�4�  � 2�.��.1 �����8

2-��0�HF�- . �7������5+ �; �3H2�5+ 0��,-��-+ ��$1 7�3>�5 �+-29 �7�������H

�� -3-��� 29' �3. ���5 .7-� @2� �0��,�-2:

σ̂αα,αα ≈ σ̂ββ,ββ, σ̂αβ,αβ ≈ σ̂βα,βα N('<'C<O

� P1 ≈ P41 P2 ≈ P3 N +' �� '('&%O' #�7 2��3.. @2�2 �-0�392�2 � �5��>-��. 73. ��8

2-4��39��6 N('<'&%O � +�392��3-2��6 ��3.��0�=�� N('<'&&O1 +5 ��3�,�-+1 ,2� +�398

2��3-2��. ��3.��0�=�. � @2�� ��3.� 4���07� ;�39K- ��2-4��39��6' J2� �� ����08

��7�2 . � �� ,-2-1 �� �- � @� �-��+-�2- N�� '('&CO'

 ��� 1���
�	���� �3(����� 
������ 3����������� 012

� �,� 2�-+ ��2��� 7����6 ��;�25 2��>- ;53� ����-7-�5 �� ,-25 ��3-�5� 0���8

 �+� 2-6 !#� +-2������1 �0+-�-��5� �' 	' ���,���+1 �' $' X���� ��6 � !'8
'

��2�+1 +�7-3�������- @� �-��+-�2�39�5� 0��� �+� 2-6 �����7�3� 9 �' 	' ���,�8

��+ �� ���4��++�+1 ���� ���5+ ��2���+' �0�- 2�� P&E&1 <GEQ1 ,2� � 0��� �+� 2� �2

sq ��7�5� �� 2����� ��7���3 +-2������  �F- 2��-2 � 3��-6��6 3�;� � =��3�,- ��6

/��+-1 ��-��5- ;53� ���-7-3-�5 ��� 2��25 ��$ � g8/��2��5 ��7���3�� N<'%%DE

73. =��3�,- ��4� ��7���3�  7���=-�2����6 2�-�@3-�2�����6 h8w  �.09H � <'%&%

<&B



73. 3��-6��4� h8=-�2���������4�O' �3. @2�4� ��2�-;���3� 9 ����2���+-����,- ��

�,�25��29 K- 29 ���2���� � .7�� �0�2� N�0�2�� 14w  �  ����+ &O ��7���3� +-2�8

�����1 � 2��>- �����+�29 �� ���+���- �2��K-��- ��2-� ���� 2-6 3���6 ��7���8

7��39�5� ���2���� �  �-�2�- 4-+���39��6 !#�1 ��3�,-���+ �  �39��+ +�4��2��+

��3- P&E&Q' ��43� �- +->7� �� ,-2�+ � @� �-��+-�2�+ ��� @2�+ ���0�3� 9 �- ��39��

��>-1 ,-+ 73. 4� 2�7��� � 2���0���'

�2� �� �-2 . ,-2�-�2�6 �+����� 3�25 2���2�/���1 73. �-- ;53 �;����>-� �.7

� �;-��� 2-6 � ��3-��6 0��� �+� 2� !#�1 ��2��5- �- +�4�2 ;529 ��� ��5 ��� ��8

+�F� �03�4�-+�6 07- 9 2-����' $�8�-��5�1 �  3�;�+ ��3- ��3.��0����5 � - ���2�8

�5 2���2�/��� N���2��5 � ��3�>-��.� α8iq � β8iq21 � 2��>- ���+�2�,- ��- q<1

q(1 qG1 qD � q) ���2��5O1 � 2� ��-+. ��� �  �39��+ ��3- �;5,�� ��3.��0����5

2�39�� �.29 �0 ��� N7�� β8iq2 ���2��� � q<1 q( � qD ���2��5O1 ��2��5- �+-H2

7� 2�2�,�� ;�39K�- ��� 2��25 ��$ � ��7���3��' ����+ �;��0�+1 �  3�;5� ��3.�

���2��5  �  �����2-39�� �-;�39K�+� ��� 2��2�+� ��$ � ��7���3�� 2��>- ����;8

�-2�H2 0��,�2-39��H !#�1  �����+�H  !#� ���2����  ;�39K�+� 0��,-��.+�

��$ � ����+�4��2��+  � 2�.���' $ ��+��� 7����6 2-���� �-��0+�>�� �;S. ��29

2���- ���-7-��- !#� �  3�;5� ��3.�1 � 2�-;�-2 . � ��-�K-� 2������- 2-����' $�8

�2��5�1 � ��3-�5� 0��� �+� 2.� �.7� ���2���� �+-H2 . ����K� �� ����0��7�+5-

���� � ���+->�2�,�5� ��3.�1 ��2��5- �-��0+�>�� �;S. ��29 ��� ��+�F� ��$

� ∆g8+-����0+��  ������6 ����-� �� � �#' ����+��+1 ,2� � ��3-��6 0��� �+�8

 2�  3-7�-2 �>�7�29 � �;-��� 2�1 �;� 3��3-��5- ��$8+-����0+�+ �  3�;5� ��3.�1

 �����+5�  � 0��,-��.+� @//-�2����6 ��� 2��25 ��$ aeff ��7���3� N73. �; �>8

7�-+5� 07- 9 ��4���,- ��� ��7���3�� @2� ��3.1 �- ��-�5K�HF�- &%8<% klO' � �8

;-��� 2�1 �50����5- ��+;���=�-6 ��$ � ∆g8+-����0+��1 ���.�3.H2 . � ��3.� Bpol1

� ��2��5� ∆gBpol ∼ aeff 1 ,2� 73. ��4���,- ��� ��7���3�� 7�-2 �=-��� ��3. ���.78

�� �- ��39��� �- 3�' $ ���+->�2�,�5� ��3.� NG%8G%% klO ����-83�;� � �;-��� 2�

� ��3-��6 0��� �+� 2� �- �>�7�H2 .' �-+ �- +-�--1 73. �.7�  � 2-+ � �;-��� 2�

� ��3-��6 0��� �+� 2� !#� � @2�+ 7����0��- ��3-6  �F- 2��H21 � ,� 2�� 2�1 73.

2���2�/��� � 4� 2�7��� N +' @� �-��+-�2�39�5- ����5- 73. �< � �( ���2���� ��

�� '(')1 ��3. Bpol (%8&%% klO'

�� ,-251 ����-7-��5- 73. 4� 2�7��� � 2���2�/���1 ��2��5- ����K� ��� 5��8

H2 ��3-�5- 0��� �+� 2� �  �39�5� ��3.�1 �- ��39�� ��>-  �43� �H2 .  @� �-8

<<%



��+-�2�39�5+� 7���5+� �  3�;5� ��3.�1 � ,� 2�� 2�1 �+--2 . �- ��2�-2 2��- �

�2�� �2-39�5� �-3�,���� ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 !#�' ����+ �;��0�+1 �

�� ,-2��1 ��2��5- ������2�� �,�25��H2 ��$ � +��4�.7-���6 �#1 �- ��3�� 29H

�����+�H2 . �� ���+���- �-��2��5- /��2��51 �3�.HF�- �� /��+�������- !#�

�  3�;�+ ��3- � �- �F- 2�-��5- 73.  3�,�.  �39��4� ��3.' 
5  ,�2�-+1 ,2� @2�+

/��2���+ .�3.H2 . 7���3��2-39�5-  ���8 �����5- �0��+�7-6 2��. ���2����1 ���8

��73->�F�� ��0�5+ ����+' ��� ;�7-2 ����0��� � �.2�6 43��-1 @2� �0��+�7-6 2��.

+�4�2 �����7�29 � �-�-�� � ��3.��0�=�� � 7��+�4��2�5� ���7��2�� �-��=�� +->7�

 �.0���5+� ���2���+� N@2� +�>-2 �����7�291 � ,� 2�� 2�1 � /��+�������H !#�

���2����1 �- �+-HF��  �F- 2�-���4� ��$ � ��7���3��O � � ��.�3-��H 7���3��8

2-39�5� � �;-��� 2-6 � ��3-�5� 0��� �+� 2.� !#�' 
�7�2 � 2����3-�5 � 3���.1

�-�;��7�+5- 73. �-�-�� � ��3.��0�=��1 � �=-�-�� -4� @//-�2���� 29' J2� �0��,�8

-21 ,2� � �;F-+  3�,�- +��4�.7-���6 �# ���-7-3-��- ��� 2��2 ��$ ��7���3�� �0

��3-�5� 0��� �+� 2-6 +�>-2 ;529 ���;3-+�2�,�5+ � 2�-;�-2 7���3��2-39�5� � �8

3�6 73. �,-2� @//-�2�� �-�-�� � !#�' �-+ �- +-�--1 ��� ����05��H2 ����-7-���-

73. 2�-� �+����� 3�2  ����-��- �� ,-2��  @� �-��+-�2��1 73.  � 2-+  7� 2�2�,��

��� 2�6  � 2-+�6  ���8 �����5� �0��+�7-6 2��6 � ��390�-+5- 07- 9 +-2�75 ����8

K� ��� 5��H2 @� �-��+-�2�39�5- 7���5-'

%�" &�	
#���'��� � ���'	���
	��� 231 �����$��$

��.��	
��6 �������.7���� ��� �
����������

�������$���������'�
� ���

 ���� #���� �������

"7- 9 +5 ;�7-+ ��  +�2����29  3�,�6 �-��+;���=�� �
# � >�7�� 2�1 47- 7�//��8

7���HF�- ���2�-�5 ���5 �- �5��7.2 � �;S-+ �� 2����2-3. +4���-���1 � ����7.2 .

�-7�3-�� 7��4 �2 7��4� � 2-,-��- ��-+-�� τd = R2/D PC%Q' ���43-282���3-2��. ���8

�-� �. 0� ��-+. τd 7-3�-2 ��0+�>��6 �-��+;���=�H �0��,�39�� 2���3-2��6 �
#'

"7- 9 �-��=�����.  �� �;�� 29  ��43-2�5� ��� ;�7-2  ,�2�29 . �,-�9 �5 ���6 ��

 ����-��H  �;��2�5+ ��-+-�-+ �5��7� � �;S-+ ���2�-���1 2���+ �;��0�+1 ��� .�8

3.-2 . 3�+�2���HF-6  2�7�-6 4-+���39��6 �-��+;���=�� �
#' ����� 29 ��� ��08

<<&



3�,�� � ��0�5�  �����5� ��7�� �+;3.� �
#1 ,2� �����7�2 � /��+�������H �-���8

���- �5� �� -3-��� 2-6  � 2�.��6 ���7��2�� �-��+;���=��' $ 7����+  3�,�- @2�+�

 � 2�.��.+� .�3.H2 . @3-�2���8.7-��5-  �����5-  � 2�.��.  ����8��;3H7�2-3. �

-4� +�4��2�5� .7-�' ����+ �;��0�+1  ���8 -3-�2����. �-��+;���=�. +�>-2 ���8

��7�29 � �-������- ��6 ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 !#J  ����8��2�3�0�2���1

��2���. ���.�3.-2 . � ���+�39��6 �+�3�2�7- � /�0- J#�8 �-�2��� ���7��2��'

�3. �� ,-2� @//-�2�� !#J ;�7-2 � ��390���29 . +-2�71 �03�>-��56 � ��07-8

3- ('&'&': �����-��- �����33. 73. +�2��=5 �3�2�� 2� �
# ;�7-2 �-K�29 . ���

��+�F� +-2�7�� /���=�� ����� � ���-+�2�,- ��+ ���;3�>-��� P(GQ1 7�3-- ;�7-2

� ��390���29 . ��0���.0�� 2��- ���;3�>-��- P(D1 &)CQ1 2'-' ;�7-2  ,�2�29 .1 ,2�  ��8

�� 2� ��� ν 73. ��7���39�5� ��� [D•+ . . . A•−] 7� 2�2�,�� +�35 �� � -� @3-�2���8

.7-��5� ��7�� �+;3.�: ντd � 1' J2�  ����-73��� 73. �� 2����� ���+�39��6 �.08

�� 2� � �+-�-��5� 0��,-��6 ��� 2��2 ��$ � �;+-��5� �0��+�7-6 2��61 �����+-�1

73. ν =& kl1 R = 5 ��4 2�-+ � D = 10−5 Yk2Mm �+--+: ντd ≈ 4.4× 10−2 � 1' $ @2�+

���;3�>-��� +�>�� � ��390���29 0��,�2-39�� ;�3-- ��� 2�6 �-0�392�2 N('&'&<O 73.

@3-+-�2�� σij +�2��=5 �3�2�� 2� ���7��2�� �-��=�� σ̂' �3. �5,� 3-��. @3-+-�2��

/���=�� ����� ;�7�2 � ��390���29 . /��+�35 N('&'GO � N('&'EO'

$5��>-��- N('&'EO 7�-2  �.09 +->7� /���=�-6 ����� �
# ˆ̂
G � -- 4�+�392����8

��+ Ĥ1 ��2��56 �+--2 ��7:

Ĥ = ωAŜAz + ωDŜDz + ωCŜCz + J
(
ŜA · ŜC

)
+
∑
j

aj

(
ŜC · Îj

)
. N('C'&O

"7- 9 ωA,D,C = gA,D,CβB * @3-�2����5- 0--+����5 �0��+�7-6 2��. ��7���39�5�

=-�2��� NB * �-3�,��� ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.1 gA1 gD1 gA * g8/��2��5 �-��8

=����5� =-�2��� A•−, D•+, C•  ��2�-2 2�-���O1 J * �-3�,��� �;+-���4� �0��+�7-68

 2��. +->7�  ����+� ;���7���3� A•− � C•1 aj * ��� 2��2� ��$ j84� +�4��2��4�

.7��  ����8��2�3�0�2���1 ŜA, ŜD, ŜC 8 ��-��2��5 @3-�2����5�  �����1 Îj * ��-��2��

 ���� j84� +�4��2��4� .7��' �3. ����F-��. 0�7�,� ;�7-+  ,�2�291 ,2� ��7���398

�5- =-�2�5 A•− � D•+ �- �+-H2 +�4��2�5� .7-�' ��+�392����� Ĥ N('C'&O 0��� ��

� -7���=�� +�4��2��4� ��3.1 ,2� ;�3-- �7�;�� 73. ��� ���. 0��� �+� 2� @//-�2��

!#J �2 +�4��2��4� ��3.' ��� �;5,��1 +5 ��-�-;�-4�-+ .7-��5+� 0--+����5+�

�0��+�7-6 2��.+�  ��3-+ B ��  ����-��H  @3-�2����5+�'

�3-7�. ��;�2- �' �' ���0-�� �  ���2���� PGGQ1 �� �.F-���6 +�4��2�5+ @//-�8
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2�+ � @//-�2���� 2� �-��+;���=�� �
#1 ��  +�2��+ 2�� � ����5� �;3� 2� +�48

��2�5� ��3-61 47-  ������. 7���+��� �
# �-7-2  -;. ��,- 2�-��� ��8��0��+�: N�O

 �39�5- +�4��2�5- ��3.1 7�3-��- �2 J8�-0���� �T N;O �,-�9  3�;5- +�4��2�5- ��8

3.T N�O ��3.1 ;3�0��- � |J |' $� � -�  3�,�.� ;�7-+ ��  +�2����29 �
#  ��,�39�5+

2���3-2�5+  � 2�.��-+ �-��+;�����HF��  �����1 �-��+;���=�. ;�7-2  ,�2�29 .

7�//�0�����8���2��3���-+�6: kr � kD'

 ���� 01. � ���+��� ��"������ 
���

���,�3� ��  +�2��+  3�,�6  �39�5� +�4��2�5� ��3-61 7�3-��� �2 J8�-0���� � PGGQ1

2'-' B � aj � |B − J | � aj ' J2� �0��,�-21 ,2� @3-�2����5- /3��8/3�� �-�-��75  

�,� 2�-+  ���� C• � -4� +�4��2�5� .7-� 0���-F-�5' ��47� !#J �;��0�-2 . 0�  ,-2

��0�5�  ���� 2-6 ��� 73.  � 2�.��61 �����2-��0�HF�� . ���-�=�.+� +1
2

� −1
2

 ����8��2�3�0�2��� �� � 9 Z N � 2�.��6 |αC〉 � |βC〉1  ��2�-2 2�-���O' �3-7���2-39��1

+�>�� � ��390���29  -��3.���- ���;3�>-��- 73. ��$1 2�47� � M8�+ .7-���+ ��8

7�� �+;3-1 ��2��56 �����2-��0�-2 . ���-7-3-��5+� 0��,-��.+� ���-�=�6 Mj � -�

.7-� {M} = {M1,M2, . . . ,Mj , . . .}1 4�+�392����� �
# +�>�� �-�-�� �29 � ��7-:

Ĥ = ωAŜAz + ωDŜDz + ωCM ŜCz + J
(
ŜA · ŜC

)
, N('C'<O

47-

ωCM = ωC +
∑
j

ajMj . N('C'CO

�� 2�2� ωCM .�3.-2 . ,� 2�2�6 ��-=-  ��  ����8��;3H7�2-3. � M8�+ .7-���+ ��8

7�� �+;3-' "��,-��- ωCM �0+-�.-2 . � 0��� �+� 2� �2 ���/�4���=�� {M}' $ /�2�8

 ��2-2�,- ��� =-�2���1 47- ���0�2����. g82-�0��� �- � �-7�.-2 . ���F-��-+1 �+-8

-2 . ��0;�� ,� 2�2 ��-=-  ��  ����8��2�3�0�2��� 0�  ,-2 ��0�5� ���-�2�=�6 �;��08

=�1 ,2� �����7�2 � ���+�39��6 /��+-  �-�2�� J#�M!#J ���7��2�� P()1 <&GQ' �0

��7�  �-�2��� ��� @2�+ +�4�2 ;529 ���-7-3-�5 0��,-��. �;+-��5� �0��+�7-6 2��6

J �  ������6 2���7- P()1 <&G1 <&)Q'

$ �  3-7�-+�+  3�,�- 7� 2�2�,�� ��� 2� ���3�2�,- �� 7��4���3�0���29 N�����8

+-�1 ��� ��+�F� ���4��++ ����������� �3� �����O 4�+�392����� N('C'<O1 ,2� �-�;8

��7�+� 73. �� ,-2� @3-+-�2�� +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂' �3. �� ,-2� !#J PM � M8�+

.7-���6  � 2�.��� �-�;��7�+� ��  ,�2�29 �� -3-��� 2�  � 2�.��6 |αC〉 � |βC〉1 2'-'

<<C



 3-7�HF�- 7�� @3-+-�2� +�2��=5 �3�2�� 2�: σαCαC
� σβCβC

' ��47� �-3�,��� !#J

PM ����� PC%Q

PM =
σαCαC

− σβCβC

2
− N('C'(O

����0�-7-��H @//-�2���� 2� P (ωCM) �;��0�����. !#J ��� 7����6 ,� 2�2- ωCM

� ��,�39��6 �� -3-��� 2� nM  � 2�.��. �
# |TγM〉' ���3�2�,- ��6 �-0�392�2 73.

��3.��0�=�� +�>�� ��3�,�29 �0 N('C'(O  � ��390�����-+ �;F-6 /��+�35 N('&'&<O:

PM = P (ωCM)nM =
nM
48

(
1 − δ

ψ

)
{g(J − ω − ψ) − g(J + ω + ψ)} N('C'GO

+
nM
48

(
1 +

δ

ψ

)
{g(J − ω + ψ) − g(J + ω − ψ)},

47-

g(x) =
GL(xτd/2) + GL(−xτd/2)

2
, δ = ωCM − ωA, ψ =

√
δ2 + J2 N('C'DO

ω = ωA + ωCM − 2ωD = δ + 2(ωA − ωD).

$ ��+��� ��0���.0�� 2��4� ���;3�>-��. �+--+ xτd � 1 �1  3-7���2-39��1 g(x) ≈

1 −
√

|x|τd/2' J2� ��0��3.-2 �-�-�� �29 �-0�392�2 73. !#J � ��7-:

PM =

√
τd

96

(
1 − δ

ψ

)(√
|J + ω + ψ| −

√
|J − ω − ψ|

)
nM N('C')O

+

√
τd

96

(
1 +

δ

ψ

)(√
|J + ω − ψ| −

√
|J − ω + ψ|

)
nM .

#� ��39�� PM 0��� �2 �2 ωCM N2'-' �2 .7-���6 ���/�4���=�� {M}O1 0��,-��- !#J

N�-������- ��6 @3-�2�����6 ��+�4��,-��� 2�O ��03�,�� 73. ��0�5� .7-��5� ��8

7�� �+;3-6' J2� �0��,�-21 ,2� /��+���-2 . �- 2�39�� ��2-4��39��. @3-�2�����.

��3.��0�=�.1 �� � @3-�2���8.7-���. +�392��3-2��. !#J'

��  +�2��+ ��7  �-�2��� !#J � 0���� ��3.��0�=�� 73. 2�-�  3�,�-�'

�3�,�6 N&O: δ � J ' $ @2�+  3�,�-  -��3.���- ���;3�>-��- ���+-��+� 2��>-

� 73. �;+-���4� �0��+�7-6 2��.1 �� ��39�� /3��8/3�� �-�-��75  ����� A•− � C•

 2����.2 . 0���-F-��5+�' ��47� !#J ��0����-2 0�  ,-2 ��03�,�5�  ���� 2-6 ���

�  � 2�.��.�  ���-�=�.+� αC � βC  ����8��;3H7�2-3. �� � 9 Z1 ��2��5-  �����.8

H2 .1 2'�' [ŜCz, Ĥ] ≈ 0' ����.  �2��=�. /�0�,- �� ��3�� 29H ���3�4�,��  3�,�H

/��+�������. !#� �  �39��+ +�4��2��+ ��3-' ��47� �5��>-��- 73. !#J �����8

+�-2 ��7:

CIDEP ∝
√

|2(ωA − ωD) + J | −
√

|2(ωA − ωD) − J |. N('C'EO

<<(



#����3� 73. 0���� !#J Γ /��+�3���-2 . ���

Γ = µΓJΓωA−ωD
= µΓJΓgA−gD

. N('C'BO

"7- 9 � 7�3-- Γx = sgn(x) � µ ���-7-3.-2 . ��,�39��6 +�392��3-2�� 29H  ���8

����-3��������6 ���5:

µ =

⎧⎨
⎩+1, T − Πp

−1, S − Πp
N('C'&%O

��0�+--2 .1 �����3� N('C'BO � 2�,�� 2�  ����7�-2  �0�- 2�5+ �����3�+ ���2-6��

PC%1 <G%Q 73. 0���� !#� �  �39��+ +�4��2��+ ��3-1 47- ��� 2��2� ��$  3-7�-2

0�+-��29 �� J 1 � ∆g * �� gA−gD' $  ��2�-2 2���  N('&'&CO 0��� ��3.��0�=�� +-�.-2 .

���  +-�- +�392��3-2�� 2� ��-7K- 2�-�����'

�3�,�6 N<O: δ � J ' $ @2�+  3�,�- �5��>-��- 73. !#J �����+�-2 ��7:

CIDEP ∝
√

|2J + ω| −
√
|2J − ω|, N('C'&&O

� -- 0��� 7�-2 . �����3�+

Γ = µΓJΓω. N('C'&<O

�3�,�6 NCO: ωA ≈ ωD �= ωCM ' J2�2  3�,�6 ����+���-2  3�,�6 !#� �  3�;5�

��3.�' "��,-��- ω ����� δ1 � �5��>-��- 73. !#J �����+�-2 ��7:

CIDEP ∝
(

1 − δ

ψ

)(√
|J + δ + ψ| −

√
|J − δ − ψ|

)
N('C'&CO

+

(
1 +

δ

ψ

)(√
|J + δ − ψ| −

√
|J − δ + ψ|

)
.

"��� ��3.��0�=�� � @2�+  3�,�-  3-7�HF�6 PC%Q:

Γ = −µΓJΓδ. N('C'&(O

"��,-��. δ � ω +�4�2 +-�.29 .1 �����7. � ��03�,�5+ �->�+�+ /��+�������.

!#J 0�  ,-2 �0+-�-��. .7-���4�  � 2�.��. {M}  ����8��2�3�0�2��� C•' $ �-0�392�8

2-1 73. ��0�5� �;3� 2-6  �-�2�� J#� ���7��2�  ��7���39�5+ =-�2��+ C• N ��2�-28

 2��HF�� ��0�5+ .7-��5+  �����5+  � 2�.��.+O @//-�2����� 29 /��+�������.

!#J ��03�,��: �;��0�-2 . +�392��3-2��. @3-�2���8.7-���. ��3.��0�=�.'

"��� �+� 2� !#J �2 �-3�,��5 ωCM �  ��2�-2 2��HF�-  �-�2�5 !#J ����-8

7-�5 �� �� '('&G' $� � -�  3�,�.� !#J 7� 2�2�,��  3�>�5+ �;��0�+ 0��� �2 �2

<<G



2�-� ,� 2�2 NωA1 ωD1 ωCMO � �-3�,��5 �;+-���4� ��2-4��3� J ' #� ��39�� �0+-�-8

��- .7-���4�  � 2�.��.  ����8��;3H7�2-3.  �F- 2�-��� +-�.-2 -4� ��3.��0�=�H1

-4�  �-�2�5 !#J  �7-�>�2 ��/��+�=�H � +�4��2��-0���� �5� ����+-2���  ��8

����6 2���75' �2�;5 ����33H 2������29 @2�1 ��  +�2��+ ��7���39�56 =-�2� C•

 ,-25�9+. @�����3-�2�5+� +�4��2�5+� .7��+�  ��� 2��2�+� ��$ at%'G kl'

$ 2-�+�,- ��+ ������- ��  �-�2� J#� C•  � 2��2 �0 �.2� @���7� 2��2�5� 3���6

N �� F-�3-��-+ +->7� ��+�1 ����5+ aO  �2�� �2-39�5+� ��2-� ���� 2.+� N��8

2��5- ������=����39�56  2�2� 2�,- ��+ �- �+  ��2�-2 2��HF�� ��+���-�2 ���O

1 : 4 : 6 : 4 : 1' �3. �� ,-2� ��2-� ���� 2-6 3���6 �  �-�2�- !#J  ����8��;3H7�2-3.

��� ���-7-3-��5� ,� 2�2�� ωCM �-�;��7�+� �0.29 ����0�-7-��-  2�2� 2�,- ��4� �-8

 �  ��2�-2 2��HF-6 ��+���-�25  �-��2����6  2���2��5 � @//-�2���� 2� /��+�8

������. ��3.��0�=�� P (ωCM) �0 �����-��. N('C')O' ��-�2�5 !#J C•  �F- 2�-���

�23�,�H2 . �2  �-�2��� J#� � � 3���.� 2-�+�,- ��4� ������- �.: �-��2��5- �0

3���6 ���05��H2 . � �; ��;=��1 �� �-��2��5- � @+�  ��' �2�� �2-39�5- ��2-� ��8

�� 2� 3���6  �F- 2�-��� �2�3��.H2 . �2 �2��K-��. 1 : 4 : 6 : 4 : 1' #� ��39��

��2-� ���� 2� 3���6 0��� .2 �2 ����+-2��� ωA1 ωD1 J 1  �F- 2��-2 ����=����398

��. ��0+�>�� 29 ���-7-3.29 +�4��2�5- �0��+�7-6 2��. � 2���7- N,� 2�25 ωA,D �

�;+-���- �0��+�7-6 2��- JO �0 ��7�  �-�2��� !#J'

 ���� 01. � �(����� ��"������ 
���

#� ��39�� � ��3-��+ +�4��2��+ ��3- �2 �2 2��-2 �57-3-���. � 9 ����2�����.1 ���

B = 0 �- +�>-2 �;��0��5��29 . �-��3-��. ��2-4��39��. !#J' �-+ �- +-�--1 - 8

3� ��7���3 C• �+--2 +�4��2�5- .7��1 +�>�� �>�7�29 �-��3-��6 +�392��3-2��6

@3-�2���8.7-���6 ��3.��0�=��1 �� ��39�� 7�>- � �2 �2 2��� ��2-4��39��6 ��+�48

��,-��� 2� @3-�2�����4�  ����  �-�2� J#� � �� -3-��� 2�  �����5�  � 2�.��6

��7���3� C• +�4�2  �F- 2�-��� �23�,�29 . �2 ������- �5�' $ @2�+  3�,�-1 ���

�;5,�� P<GD1 <G)1 <GB1 <D%Q1  3-7�-2 �>�7�291 ,2� @3-�2���8.7-��5-  � 2�.��. C•  

�7�������6 +�392��3-2�� 29H N�7������5+ 0��,-��-+ ��3��4� +�+-�2�O ;�7�2 �7�8

������ �� -3-�5: ;3�4�7��.  �++-2��� ��� 2��� 2�� � ��3-��+ ��3- �� -3-��� 2�

 � 2�.��6 �- 7�3>�5 0��� -29 �2 ���-�=�� ��3��4� +�+-�2�' ���3�4�,�56 @//-�2

�+--2 +- 2� �  3�,�- !#� 73. �.7� ���2���� 4� 2�7��� � 2���0���' #�3.��0�=�.

� 7����+  3�,�- 7�3>�� ��0����29 � 3-7 2��- ��0�5� �� -3-��� 2-6  � 2�.��6  
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�� ' ('&G: *��
�
����� P65 � �
��	�� "��� �� δ = ωCM − ωA �������� 
 ������������4
�

�"����� P65 �"
	�$�����
������� 
���4��� F ���
����	�	�� "����	� � ��	���	���
 �0, a =B�I

=> ��	
���� 6�������� ([6H J = 1 =>� ωA − ωD = 0.2 => �&�C J = 1 =>� ωA − ωDQ/ => �!�C

J = 1 =>� ωA − ωDQB ��� 
 ωC − ωA = 0.5 =>� τd = 0.2 ?@�

��0�5+� 0��,-��.+� ��3��4� +�+-�2�1 ,2� �;� 3��3-�� ��0��6  ���� 29H ��� �

@2��  � 2�.��.� �
#' �3. ����-��� @2�4� ��-7 ��0���. � � 2����3-��. 2��� ��3.8

��0�=�� ��  +�2��+ ��7���39�56 =-�2� C•  �7��+ +�4��2�5+ .7��+  �  ����+ 1
2

� ��� 2��2�6 ��$ a' ��47� 4�+�392����� �
# +�>�� 0��� �29  3-7�HF�+ �;��0�+:

Ĥ = J
(
ŜA · ŜC

)
+ a

(
ŜC · Î

)
. N('C'&GO

$ ��3-��+ ��3-  �����5-  � 2�.��. C• +�>�� ��07-3�29 �� 7�- 4����5   ��3�5+

 ����+ N��2��56 ���-7-3.-2 . ��� ŜC+ÎO1 ����5+ & N2���3-2�5-  � 2�.��.O � ��3H

N ��43-2��-  � 2�.��-O' ���3�2�,- ��6 �� ,-21 �5��3�-��56  ��+�F9H ���4��++5

�����������1 ����05��-21 ,2� �� -3-��� 2� 2���3-2�5�  � 2�.��6 Pt �- 0��� .2 �2

���-�=�� ��3��4�  ���� � �23�,�H2 . �2 �� -3-��� 2�  ��43-2��4�  � 2�.��. Ps:

Pt = σt+t+ = σt0t0 = σt−t− �= σss = Ps. N('C'&DO

"7- 9

|t+〉 = |αCαN 〉, |t0〉 =
|αCβN 〉 + |βCαN 〉√

2
, |t−〉 = |βCβN〉 − N('C'&)O

<<)



@3-�2���8.7-��5- 2���3-2�5-  � 2�.��. �

|s〉 =
|αCβN〉 − |βCαN〉√

2
− N('C'&EO

 ��43-2��- @3-�2���8.7-���-  � 2�.��-1 47- αN , βN �;�0��,�H2 ���-�=�H .7-���8

4�  ���� �� � 9 Z' 
�392��3-2��. ��3.��0�=�. � 7����+  3�,�- ����� ��0�� 2�

�� -3-��� 2� 3H;�4� �0 2���3-2�5�  � 2�.��6 �  ��43-2��4�  � 2�.��.:

P = σt+t+ − σss = Pt − Ps N('C'&BO

=
4θ2 + 3J2(g(2θ) − 1) − θ(2θ − 2a + J)g(a+ J + θ) − θ(2θ + 2a− J)g(a+ J − θ)

108 θ2
.

"7- 9 ���-7-3-�� �-3�,��� θ =
√
a2 − aJ + J2 � g(x) 7�-2 . �����-��-+ N('C'DO'

#�7 2��3.. 0��,-��. g(x)1 ��3�,�-+ 73. P  3-7�HF-- �5��>-��-:

P =
θ(2θ − 2a+ J)

√
|a+ J + θ| + θ(2θ + 2a− J)

√
|a+ J − θ| − 3J2

√
2θ

216 θ2

√
τd. N('C'<%O

$ ��3-��+ +�4��2��+ ��3- � - 2�� 2���3-2�5�  � 2�.��. �5��>7-�5 � ��0��=�

@�-�4�6 +->7� 3H;5+ �0 ��� �  ��43-2�5+  � 2�.��-+ ����� a' ����+ �;��0�+1

��� B = 0 �+--2 . 2�� J#�8�-�-��7�: |s〉 � |t+〉1 |s〉 � |t0〉 � |s〉 � |t−〉 �� �7��6 �

2�6 >- ,� 2�2- �  �-�2� !#J 7�3>-�  � 2�.29 �0 �7��6 3���� �� ,� 2�2- a' �� ,-2

N�� '('&DO ����05��-21 ,2� � 0��� �+� 2� �2 0��,-��6 J � a ��0�� 29 Pt − Ps +�>-2

;529 ��� ��3�>�2-39��61 2�� � �2��=�2-39��6' J�-�4�� 2���3-2�5� �  ��43-2��4�

 � 2�.��6 Et � Es ����5: Et = Et+ = Et0 = Et− = a/41 Es = −3a/4' 	 3� a ��3�>�2-398

�� � Pt > Ps1 �;�4�F-��56 2���3-2�56 ����-�9 @�-�4�� 3->�2 �5K- �� @�-�4��1

,-+ �;-7�-��56  ��43-2�561 � �  �-�2�- J#� �+--2 . �7�� @+�  �����. 3���.' #��

a < 0 � Pt > Ps1 �����2��1  �-�2� !#J  � 2��2 �0 �7��6 �; ��;=�����6 3����' ���

�;5,��1 0��� !#J 7�3>-�  +-��29 . ���  +-�- +�392��3-2�� 2� ��-7K- 2�-���8

��1 2���+ �;��0�+ /�0�  �-�2�� @+�  �����. �3� �; ��;=�����. � 0��� �+� 2� �2

0��,-��6 J � a1 � 2��>- 0����� a � µ' "��� �+� 29 ��0�� 2� �� -3-��� 2-6 Pt − Ps1

�2�-2 2�-���6 0� /��+�������. !#J � ��3-��+ ��3- �2 �-3�,�� a � J ����-7-��

�� �� '('&D'

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� +�392��3-2��. @3-�2���8.7-���. ��3.��0�=�. 2���4� 2�8

�� � ��3-��+ ��3- +�>-2 /��+�����29 . �- 2�39�� ��� �-��+;���=�� �
#1 �� �

� ���+->�2�,�5� ��7���3�� P<GB1 <D%Q' �- +�2�. �� 2�1 ,2� +-����0+5 /��+���8

����. !#J � �;���  3�,�.� ��03�,�51 ��7  �-�2��� !#J  ����7�-2: � ��3-��+
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�� ' ('&D: *��
�
����� ���
�
	� P65 � 	������ "��� Pt − Ps �� �!��		��� ���
��#�
���
� J


 ����� 	�����		����
 �������	$�#��	�� ������	

 "�
 B = 0� *#��� a = 3 =>� τd = 0.2 ?@�

56($"�����# "�����	 �������
�

��3- �� -3-��� 2�  �����5�  � 2�.��6 � -47�  ��2���H2 . �� 0��,-��H ��3��4�

+�+-�21 �  �-�2� J#� +�>-2 ;529 0��� �� ��� ��+�F� ���3�>-��. � =�33���H8

F�� +�4��2�5� ��3-6 P<GB1 <D%Q' �0�,-��- +�392��3-2��6 ��3.��0�=�� � ��3-��+

��3- 2��>- ��>�5 73. ���-7-3-��.  ���� 2-6 ����+�4��2��6 �-3�� �=�� � ��3-��+

��3- P<GB1 <D%Q' #����3�  ��2������  � 2�.��6 �� ��3��+� +�+-�2� .�3.-2 . �;F�+

� �5��3�.-2 . 2��>- �  3�,�- !#� � ��3-��+ ��3- P<GD1 <G)Q N +' 2��>- ��07-351

�� �.F-��5- !#� ���2���� 4� 2�7��� � 2���0��� � ��3-��+ ��3-O'

	 3� C• �+--2 2�39�� �7�� .7��  �  ����+ 1
2
� ��3-��+ ��3-1 0�7�,� +�>-2 ;529

�-K-�� ���3�2�,- ��' �  �>�3-��H1 - 3�  �-��2����.  2���2���  ����8��2�3�0�2�8

�� .�3.-2 . ;�3--  3�>��61 ���3�2�,- ��6 �� ,-2 !#J ���;3-+�2�,-�' �-+ �-

+-�--1  3-7�-2 �>�7�291 ,2� � ����5- � �;-��� 2� ��3.��0�=��  �����.2 .: �� -8

3-��� 2� @3-�2���8.7-��5�  � 2�.��6 ���7��2� �-��+;���=�� �
#  �7������5+

��3�5+ +�+-�2�+ 7�3>�5  ����7�291 � �� -3-��� 2�  � 2�.��6  ��0�5+ 0��,-8

��-+ +�+-�2� * �23�,�29 .' J2� 7�3>�� �����7�2 �  �F- 2�-���6 +�392��3-28

��6 @3-�2���8.7-���6 ��3.��0�=��1 ��2���. +�>-2 ;529 0��-4� 2�������� +-2�7�+

<<B



J#� P<GB1 <D%Q'

 ��� 01. � �	��������� J,��3������ � 
������ 3���������+


�����3�
��

��3--1 ��  +�2��+ !#J � ���- 2�� 2.� J8�-0���� � � -- 0��� �+� 29 �2 ��-K�-4�

+�4��2��4� ��3.' $ ��,- 2�- ����F-��. ��  +�2��+  ������H 2���7�1 � ��2���6

- 29 2�39�� �7�� +�4��2��- .7��  �  ����+ 1
2
� ��� 2��2�6 ��$ a �� ��7���39��+

=-�2�- C•'

$ ��;�2- ���0-�� �  ���2���� PGGQ ;53� ����0���1 ,2� � +�4��2�5� ��3.�1 ;3�08

��� � 0��,-��H �;+-���4� �0��+�7-6 2��. J 1  ������. 7���+��� ��,- 2�-��� �28

3�,�-2 . �2 7���+��� ��� |B − |J || � a1 � �+-���: �  3�,�- J > 0 ��� B = J �

0��� �+� 2� �5��7� ���7��2�� �-��=�� �2 ��3. �+--2 . .����5��>-��56 ��� N�3�

�����3O * 2�� ��05��-+56 J8�-0���� PGGQ' �� ��0����-2 0�  ,-2 �-�- -,-��. 7���

 �����5� ��7�����-6 � ;���7���3- A•−8Sp8C•:

|S ′βN 〉 =
|αAβC〉 − |βAαC〉√

2
|βN〉, |T ′

−αN〉 = |βAβC〉|αN〉, N('C'<&O

47- |S ′〉, |T ′
α〉 �;�0��,�H2 ��33-�2���5-  � 2�.��. N ��43-2��- � 2���3-2�5-O  �����

ŜA � ŜC ' �+-K�����-  � 2�.��6 |S ′βN〉 � |T ′
−αN〉 N/3��8/3�� �-�-��7  �,� 2�-+

 ����8��;3H7�2-3. � -4� +�4��2�5� .7-�O ���� ��7�2 0�  ,-2 ��3�,�. +->7� ��+�

+�2��,��4� @3-+-�2� �-�-��7� a/2
√

2' J//-�2���� 29 /3��8/3�� �-�-��7�� �+--2

+�� �+�+ ��� B = J 1 ���3�4�,��1 � @2�+ ��3- 0��� �+� 29 �5��7� �-��+;���=��

�
# �+--2 @� 2�-+�+ PGGQ' 	 3� �-3�,��� J �2��=�2-39��1 ��� B = |J | �-�- -��8

H2 . ������ |S ′αN〉 � |T ′
+βN〉 � � +�2��,�56 @3-+-�2 �-�-��7� +->7� ��+� 2��>-

���-� a/2
√

2' �������. 7���+��� ��� @2�+ ��,- 2�-��� 2� >-1 ,2� � �  3�,�- ��3�8

>�2-39��4� J '

�3. ��3-��6 0��� �+� 2� ��3.��0�=��  3-7�-2 �>�7�29 ��,- 2�-��� ����>-4�

���-7-��.: �� ��39�� �-�-����25  ����8��2�3�0�2��� N ������>7�HF�- . �-�-��8

��2�+� -4� +�4��2�5� .7-�O @//-�2���� ���� ��7.2 ��� B ≈ J 1  3-7�-2 �>�7�29

� �;-��� 2� � ��3-��6 0��� �+� 2� !#J ��� B = J ' �3. ����-��� @2�4� ��-7��3�8

>-��. ����-7-+ ,� 3-��5- �� ,-25 ��3.��0�=��1 �;��0�HF-6 . ��� �-��+;���=��

�
#1 ��� ��0�5� �-3�,���� ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.'

<C%
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#�� ����0��39�5� 0��,-��.� +�4��2��4� ��3. ��3.��0�=��  3-7�-2 ���-7-3.29

�;5,�5+ �;��0�+ PC%Q ���  �-7��- 0��,-��.  ��2�-2 2��HF��  �����5� ��-��2����'

�����+-�1 ��2-4��39��H ��3.��0�=�H @3-�2����  3-7�-2 ���-7-3.29 ���

〈SCz〉 = Tr{ŜCzσ̂}. N('C'<<O

"� � �3H,-��-+  3�,�.1 ��47� �
# �;��0�-2 . ?+4���-���A1  2�=�������. +�2��=�

�3�2�� 2� ���7��2�� σ̂ 7��4���39�� � ;�0� -  �; 2�-��5�  � 2�.��6 4�+�392������

���7��2�� Ĥpr P&CG1 <(<Q:

σij = δijσii. N('C'<CO

�3-7���2-39��1 ��� �� ,-2-  �-7��� 0��,-��6  3-7�-2 �,�25��29 3�K9 7��4���398

�5- @3-+-�25 σii +�2��=5 �3�2�� 2� ���7��2��1 ��2��5- ���-7-3.H2 . /��+�3�6

N('&'&<O' #� �3�  �/���=�� J�� 2� �  ���2���� P&CG1 <(<Q1 �-������- �5-  � 2�.8

��.1 ��2��5- ��� 5��H2 . +�2��=-6 �3�2�� 2� N('C'<CO1 .�3.H2 . �-������- �5+�

 � 2�.��.+� �-���4� ��7�' $  3�,�- �+��39 ��4� N�����+-�1 /�2�8 �3� ��7����+�8

,- ��4�O �;��0�����. ���7��2�� 2��>- ��>�5 �-7��4���39�5- @3-+-�25 +�2��=5

�3�2�� 2�1 �  ������-  � 2�.��- ���7��2� ;�7-2 .�3.29 . �-������- �5+  � 2�.8

��.+� �2���4� ��7� P&CG1 <(<Q' "7- 9 73. ��� 2�25 +5 �4����,�+ .  � 2�.��.+�

�-���4� ��7�' ��+�392����� Ĥpr �+--2 ��7:

Ĥpr = ωCŜCz + a(ŜC · Î) N('C'<(O

� -4�  �; 2�-��5-  � 2�.��. Ĥpr 7�H2 . �0�- 2�5+� /��+�3�+� 
�-62�8��;� P&)<Q:

|1〉 = |αCαN〉, |2〉 = cosϕ|αCβN〉 + sinϕ|βCαN〉, N('C'<GO

|3〉 = − sinϕ|αCβN〉 + cosϕ|βCαN〉, |4〉 = |βCβN〉,

47-

ϕ = 2 arctan

(
a

ωC

)
. N('C'<DO

�3-7���2-39��1 73. ��2-4��39��6 !#J +�>�� 0��� �29:

〈SCz〉 =
σ11 − σ44

2
+ cos 2ϕ

σ22 − σ33

2
. N('C'<)O

���+- ��2-4��39��6 !#J 2��>- �;��0�H2 . +�392��3-2��. @3-�2���8.7-���. ��8

3.��0�=�. N�-������- ��. �0��+��. ���-�2�=�.  �����O1 �����.  �-7�-+� 0��,-��H

<C<



��-��2��� ŜCz Îz PC%Q:

〈SCzIz〉 = Tr{ŜCz Îzσ̂} =
σ11 − σ22 − σ33 + σ44

4
, N('C'<EO

� ��2-4��39��. ��3.��0�=�. .7-� N!#�O:

〈Iz〉 = Tr{Îzσ̂} =
σ11 − σ44

2
− cos 2ϕ

σ22 − σ33

2
. N('C'<BO

����5- �-3�,��5 +�>�� ��  ,�2�29 ,� 3-���1 ��7 2��3.. 0��,-��. σii �0 /��+�35

N('&'&<O' �3. ����-��� 2�4�1 ,2� ��.�3-��- ?�-0���� �A � ��3-��6 0��� �+� 2� ��3.8

��0�=��  ������>7�-2 . J8�-0���� �+ � �5��7- �-��+;���=�� PGGQ1 2��>- �5,� 3�+

�5��7 ���7��2�� �� /��+�3- Y = Tr{σ̂} =
∑

i σii'

#�3-�5- 0��� �+� 2� ��2-4��39��6 !#J � !#�1 � 2��>- +�392��3-2��6 @3-�8

2���8.7-���6 ��3.��0�=�� � �5��7� ���7��2�� ����-7-�5 �� �� '('&)' $�7��1 ,2�

J8�-0���� ��.�3.-2 . �- 2�39�� � ��3-��6 0��� �+� 2� �5��7� �-��+;���=�� �
#1

�� � � ��3-��6 0��� �+� 2� ��3.��0�=��' �2+-2�+1 ,2� ���-7-��- !#J � !#� �

���- 2�� 2� ?�-0���� �A �23�,�-2 .' $ 2� ��-+. ��� 73. !#J ��� B ≈ J �+--2 .

.����5��>-��56 +�� �+�+1 73. !#� � @2�+ ��3- ��.�3.-2 . ��� N� ���;���2O'

J2� �;S. �.-2 . 2-+1 ,2� � /3��8/3�� �-�-��7�� |S ′βN 〉 � |T ′
−αN〉 �,� 2��H2  ���8

��;3H7�2-39 �  ��� .7��  ��0�5+� ���-�=�.+� �� � 9 Z' $ �-0�392�2-1 ��� B = J

 ���5 ����;�-2�H2 ��3.��0�=�H ���2�����3�>��4� 0���� � ���7��2�� �-��+;���8

=�� �
#' #� ��39�� � /3��8/3�� �-�-��7�� �,� 2��H �;�  ����1 � ���- 2�� 2.�

J8�-0���� � /��+���-2 . 2��>- � +�392��3-2��. @3-�2���8.7-���. ��3.��0�=�.'

$��7� 2�4�1 ,2� �-3�,��� ��3.��0�=�� .�3.-2 .  3�>��6 ��+;���=�-6 +�4��2�8

�-0���� �5� ����+-2��� � -6 2���751 +5 �-  �+-3� � 2�����29 �����3� 73. 0����6

!#J � !#� ��� B ≈ |J | � �����7�3� 2�39�� ,� 3-��5- �� ,-251 ��2��5- ����058

��H21 ,2� ���  +-�- 0����� a � J 0���� !#�1 !#J � +�392��3-2��6 ��3.��0�8

=�� �0+-�.H2 . N +' �� '('&);1 �� '('&EZ1 �� '('&E;O' $� � -�  3�,�.� � ���- 2�� 2�

J8�-0���� � 0���� !#� � !#J ���2�����3�>�51 2��>- �;��0�-2 .  �F- 2�-���.

+�392��3-2��. ��3.��0�=�.'

�2+-2�+1 ,2� � �;-��� 29 ��� B = |J | � ��3-��6 0��� �+� 2� !#J ��0����-2

7�>- ��� 7� 2�2�,�� �-;�39K�� 0��,-��.� J ��  ����-��H  ��� 2��2�6 ��$ a

N�� '('&BO' J8�-0���� ��-7 ��05��-2 . 7�>- ��� J = a1 �  �� 2�+ J  2�����2 .

� 2�-- N�� '('&BO'
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$ ��3-��6 0��� �+� 2� ��3.��0�=�� �+--2 . �- ��39�� �;3� 2-6 N�� '('<%O' #��

B = 0 N�3� B � a, JO  ������. @��3H=�. 2���75 ���-7-3.-2 . 2�39�� �;+-�8

�5+ �0��+�7-6 2��-+ � ��$1 ��� @2�+ �;��0�-2 . 2�39�� +�392��3-2��. @3-�2���8

.7-���. ��3.��0�=�.' #�� B ≈ a 2��>- �;��0�H2 . ��2-4��39�5- !#� � !#J' ��

��3-�5- 0��� �+� 2� �+-H2 � �;-��� 2� ��� B ���.7�� a' #�� B = |J | ��;3H7�H2 .

� 2�5- +�� �+�+5 � +���+�+5 � ��3-�5� 0��� �+� 2.� ��3.��0�=��1 ��2��5- �;8

 �>7�3� 9 �5K-' #�� B � a � B− |J | � a !#J ��3�� 29H ��� 5��-2 . /��+�3�6

N('C')O'

%�% )��!
	
 0)�1 ��� &)36 ���
���7�� ���$��$

�����
 � ����� #������� �������
�	�
� ��
�

��� �2+-,�3� 9 �5K-1 ���-- ;53� ��3�,-�5 ���3�2�,- ��- �5��>-��. 73. ���-2��

$�
J 2�39�� 73.  3�,�. ���8��7���3��  +�4��2�@�����3-�2�5+� .7��+�' �,-��78

��1 ,2� � - @� �-��+-�2�39�5-  �2��=�� �- � ,-��5��H2 . ���;3�>-��-+ �7��6

4����5 @�����3-�2�5� .7-�1 � �� +��4��  3�,�.� 2�-;�-2 . 7�39�-6K-- ��0��2�-

2-���� $�
J' ��0�+--2 .1 ��0+�>-� ,� 3-��56 �� ,-2 ���-2��1 �7����1 �,-��78

��1 ,2� ��-7��,2�2-39�-- ���3�2�,- ��- �-K-��- 0�7�,�: ��� ��0��3�2 � 2�����291

�� ��39�� ��/��+�2��-� +-2�7 $�
J 73. �  3-7�����. ���8��7���3��  �-@���8

��3-�2�5+� .7��+�1 � 2��>-  7-3�-2 ;�3-- ��7->�5+ � ;5 2�5+ ���-7-3-��- ���8

 2��2 ��$ ���8��7���3�� �0  ����-��. @� �-��+-�2�39�5� 7���5�  +�7-39�5+�

�� ,-2�+�'

"7- 9 ;�7-2 ��  +�2�-�  3�,�6 ���8��7���3��  7��+. 4�����+� +�4��2�@�����8

3-�2�5� .7-�1 � 2��>- ;�7�2 ��3�,-�5 �5��>-��. 73.  �����5� 2-�0���� � �� -8

3-��� 2�  ��43-2��4�  � 2�.��. ��# � ��3-��+ +�4��2��+ ��3-' #� ��39�� �5��8

>-��. 73. 7���5� �-3�,�� �>- �0�- 2�5 73.  3�,�.  �39��4� ��-K�-4� +�4��2��8

4� ��3.1 @2� ��0��3�2 ��3�,�29 ���3�2�,- ��- �5��>-��. � 73. ���-2��� $�
J'


�7�2 � 2����3-�5 ��0+�>�� 2� +-2�7� $�
J 73. ���-7-3-��. ��� 2��2 ��$ ��8

��2��>���F�� ���8��7���3��1  �7-�>�F�� �-@�����3-�2�5- .7��1 ;�7-2 ����-7-��

 ����-��- 2-��-2�,- ��� �-0�392�2��  @� �-��+-�2�39�5+� 7���5+�1 ��2��5- ;58

3� ��3�,-�5 $' �' 
�4�.� ��+1 $' �' 
�������5+ � X' �' 
�3��5+ N�!��� ��

���1 ���� �;�� �O

<CD



 � �� ������ �
������ ������	� � �(����� ��"������ 
���

$ �23�,�- �2  3�,�.  �39��4� +�4��2��4� ��3. �  3�;�+ ��3- �� ,-25  ������6

@��3H=�� 0��,�2-39�� � 3�>�-�5 2-+1 ,2� �-���+-��+�  -��3.���- ���;3�>-��-

73. ��$' J2� 7-3�-2 ��� ���3�2�,- ��-1 2�� � ,� 3-��5- �� ,-25 4���07� ;�3--

2��7�-+��+�' �-+ +-�--1 ��� ;�7-2 ����0��� ��>-1 73.  3�,�. ���8��7���3��  7��8

+. 4�����+� @�����3-�2�5� .7-� ��8��->�-+� ��0+�>�� ��3�,-��- ���3�2�,- ��4�

�-K-��. 73. �� -3-��� 2�  ��43-2��4�  � 2�.��. ��# � ��3-��+ +�4��2��+ ��3-

�1  3-7���2-39��1 ���-2��� $�
J'

�3. ���-7-3-��� 2� ;�7-+ ��  ,�25��29 ��+���-�25  ������4� 2-�0��� 2�398

�� �-���4� ���8��7���3�1  ,�2�. ��� @2�+1 ,2� �2���6 ���2�-� �- �+--2 +�4��2�5�

.7-�' J2� ��-7��3�>-��- �-����=����39��: 73. �2���4� ���8��7���3� 2��>- +�>��

3-4�� �,- 29 �0��+�7-6 2��- @3-�2�����4�  ����  �7��6 �3� 7��+. 4�����+� +�48

��2�5� .7-�1 ����� ��� �  ;�39K�+ ,� 3�+ .7-�  �-��0�-K-��5+� ��� 2��2�+�

��$ � ��+��� ��3��3�  �,- ��4� ���;3�>-��. 73. ��$' $5��>-��- 73.  ������4�

2-�0��� T (1)
ik +�>�� �-�-�� �29  3-7�HF�+ �;��0�+1 �5��0�� -4� ,-�-0 4�+�392�����

Ĥ �-���4� ��7���3� � @3-�2����5-  �����5- ��-��2��5 Ŝ1i1 Ŝ2i P<CDQ:

T
(1)
ik =

1

NI1I2

Tr
{

exp(iĤt)Ŝ1i exp(−iĤt)Ŝ1k

}
. N('('&O

"7- 9  3-7 ;-�-2 . ��  � 2�.��.+ @3-�2����� � .7-�1 � ���+�����,�56 ��@//�=�-�2

���-�

NI1I2 = (2I1 + 1)(2I2 + 1). N('('<O

#�� 2���+ �5;��- ���+������ ��� t = 0 �+--+ T
(1)
ik = δik/2' #� ��39�� � �2���4�

���8��7���3� �-2 +�4��2�5� .7-�1 � 3H;�6 +�+-�2 ��-+-�� +�>�� 0��� �29 T (2)
ik =

δik/2' $ ��3-��+ +�4��2��+ ��3- 4�+�392����� Ĥ �-���4� ��7���3� �+--2 ��7:

Ĥ = a1(Ŝ1, Î1) + a2(Ŝ1, Î2) = V̂1 + V̂2. N('('CO

�� ��� 5��-2 �0�2�����- ��$ @3-�2�����4�  ����  7��+. .7��+�1 �+-HF�+�  ��8

�5 I1 � I2 � ��� 2��25 ��$ a1 � a2  ��2�-2 2�-���'

	 3� ���8��7���3 �+--2 7�- 4����5 @�����3-�2�5� .7-�1  ���5 I1 � I2 +�>��

��  +�2����29 ��� ��3�5-  ���5 .7-� �;-�� 4����' �����+-�1 I * ��3�56 +�+-�2

n ���2���� * +-�.-2 . �2 1
2
7� n

2
N73. �-,-2��4� nO �3� �2 % 7� n

2
N73. ,-2��4� nO1 �

<C)



��@//�=�-�25 �� ��-7-3-��. �� �-3�,��- ��3��4� +�+-�2� I 7�H2 . �5��>-��-+

PGDQ:

Pn, I =
(2I + 1)2n!

2n(n/2 − I)!(n/2 + I + 1)!
. N('('(O

#�@2�+� 73. ��3�,-��. T (1)
ik  3-7�-2  ��,�3� �5,� 3�29 ��+���-�25  ������4� 2-�8

0��� �� /��+�3- N('('&O 73. ���/�4���=�6  /�� �������5+� +�+-�2�+� I1 � I2

73. ��>7�6 4����51 �� ��39�� I1 � I2 .�3.H2 . ?����K�+�A ����2��5+� ,� 3�+�

N��3�56  ��� ��>7�6 4����5 .7-� ��++�2���-2  4�+�392������+O' ��3-- �-0�398

2�2  3-7�-2 � �-7��29 �� I1 � I2  ���-7-3-��5+� �- �+�' �3. n  ����� 1
2

�- �

 � 2�.��6  ���-7-3-��5+� 0��,-��.+� +�+-�2� 7�H2 . �5��>-��.+� N('('(O'

�3. �� ,-2� �-3�,�� T (1)
ik $' �' 
�4�.� ��+ N�!��� �� ���O ;53� ��-73�>-��

� ��390���29  3-7�HF�6 ;�0� :

|JMj〉, N('('GO

2'-' ;�0�  � 2�.��6  ���-7-3-��5+ ��3�5+ +�+-�2�+ Ĵ = Ŝ1+ Î1+ Î21 ���-7-3-���6

���-�=�-6M ��3��4�  ���� �� � 9 Z � ���-7-3-��5+ ��3�5+ +�+-�2�+ .7-� ĵ = Î1+

Î2' ��� J 1 2�� �M .�3.H2 . ?����K�+�A ����2��5+� ,� 3�+�1 �� ��39�� ��-��2��5

Ĵ2 � Ĵz ��++�2���H2  4�+�392������+ Ĥ N('('CO' �- +�2�. �� 2�1 ,2� [̂j2, Ĥ] �= 0 �

0��,-��- j �-  �����.-2 .1 �-K-��- 0�7�,� � ;�0� - N('('GO ����=����39�� ��0+�>��1

��2�+� ,2� 73. 3H;�4� J .7-��56 +�+-�2 j +�>-2 ;529 ���-� 2�39�� J ± 1
2
N2'�'

Ĵ = Ŝ1 + ĵ � S1 = 1
2
O' ����+ �;��0�+1 ��� 3H;�+ J - 29 2�39�� 7�� ��0+�>�5�

0��,-��. j1 2'-' 4�+�392����� �� ��7�-2 . �� ;3��� 2×2 �1 � ����=��-1 +�>-2 ;529

7��4���3�0������ ���3�2�,- ��'

$ ��3-��+ ��3- 7� 2�2�,�� ��  ,�2�29 2�39�� �7�� ��+���-�2� T
(1)
zz  ������8

4� 2-�0���' J2� �;S. �.-2 . 2-+1 ,2�1 ��8�-��5�1 T (1)
xx = T

(1)
yy = T

(1)
zz ;3�4�7��.

 �++-2��� 0�7�,� N� ��3-��+ ��3- �-2 �0;�����6 � � ����2�����. � ��� 2���8

 2�-O1 ��8�2��5�1 � - �-7��4���39�5- ��+���-�25 2-�0��� ����5 ��3H1 �����+-�1

T
(1)
zx = T

(1)
zy = 0' J2� �;� 3��3-�� 2-+1 ,2� ��-��2��5 Ŝ1z1 exp(iĤt)1 exp(−iĤt)  �8

����.H2 ���-�=�H M ��3��4� +�+-�2� J  ������6  � 2-+51 2�47� ��� ��-��2��5

Ŝ1x1 Ŝ1y �0+-�.H2 @2� ���-�=�H �� M ′ = M ± 1' #�@2�+�  3-7 ����0�-7-��. @2��

<CE



,-25�-� ��-��2���� ���-� ��3H' �-6 2��2-39��1

Tr
{

exp(iĤt)Ŝ1z exp(−iĤt)Ŝ1x

}
=
∑
J,M,j

〈JMj| exp(iĤt)Ŝ1z exp(−iĤt)Ŝ1x|JMj〉 N('('DO

=
∑
J,M,j

∑
J ′,j′

AMJj;J ′j′〈J ′Mj′|Ŝ1x|JMj〉 = 0.

"7- 9 AMJj;J ′j′ * ��@//�=�-�21 0��� .F�6 �2 J, J ′, j, j′,M ' �3-7���2-39��1 �-0�392�2

73. ρ0
SS(t) N('&'<&O � �+--2 ��7:

ρ0
SS(t) =

1

4
+

3

2
T (1)
zz (t). N('(')O

"�7�,� �� ,-2� +�2��,�5� @3-+-�2�� Ĥ ���3�4�,�� 0�7�,-  3�>-��. 2�-� +�8

+-�2�� � ����2���6 +-�����- P<D&1 <D<Q' $ �  3-7�-+�+  3�,�- 2�� +�+-�2� ĵ11 ĵ2 �

ĵ3 ���7.2 . ���:

ĵ1 = Ŝ1, ĵ2 = Î1, ĵ3 = Î2. N('('EO

�3. �� ,-2� +�2��,�5� @3-+-�2�� Ĥ �7�;�� ��- 2� �;�0��,-��. 73.  �++ +�+-�2��1

���3�4�,�5- � ��390����K�+ . ���-- � ��;�2�� P<D&1 <D<Q:

ĵ12 = ĵ1 + ĵ2 = Ŝ1 + Î1, ĵ13 = ĵ1 + ĵ3 = Ŝ1 + Î2, N('('BO

ĵ23 = ĵ2 + ĵ3 = Î1 + Î2 = ĵ.

�-�-�9 �5,� 3�+ @3-+-�25 V̂1 � V̂21  �++� ��2��5� �;��0�-2 4�+�392����� ���8

��7���3�' J3-+-�25 V̂1 �7�;��  ��,�3� �5,� 3.29 � ;�0� -  ���-7-3-��5+ 0��,-8

��-+ +�+-�2� j12: |JMj12〉 = |j12〉1 � 0�2-+ �5��>�29 � ;�0� - N('('GO' "��,-��. j12

�0+-�.H2 . �2 |I1 − 1
2
| 7� I1 + 1

2
' 
�0� 1 � ��2���+ /�� ������� 0��,-��- j121  �.0��

 �5;����5+ ��+� ;�0� �+ N('('GO  3-7�HF�+  ��2��K-��-+ P<D&1 <D<Q:

〈JMj23|JMj12〉 = 〈j23|j12〉 = (−1)I1+I2+J+ 1
2

√
(2j12 + 1)(2j23 + 1)

⎧⎨
⎩

1
2
I1 j12

I2 J j23

⎫⎬
⎭ , N('('&%O

47-⎧⎨
⎩j1 j2 j3

j4 j5 j6

⎫⎬
⎭ −

6j8 �+��3 ����' ��-��2�� V̂1 +�>�� �-�-�� �29 � ��7-:

V̂1 =
a1

2

(
ĵ212 − Î2

1 − Ŝ2
1

)
. N('('&&O

<CB



$ ;�0� -  ����  �; 2�-��5�  � 2�.��6 |JMj12〉 -4� @3-+-�25 3-4�� �5,� 3.H2 .:

〈JMj12|V̂1|JMj12〉 =
a1

2

[
j12(j12 + 1) − I1(I1 + 1) − 3

4

]
. N('('&<O

$ �-0�392�2- @3-+-�25 V̂1 � ;�0� - N('('GO �����+�H2 ��7:

〈JMj23|V̂1|JMj′23〉 =
a1

2

I1+
1
2∑

j12=|I1− 1
2
|

[
j12(j12 + 1) − I1(I1 + 1) − 3

4

]
〈j23|j12〉〈j12|j′23〉.

N('('&CO

���3�4�,��1 73. �� ,-2� @3-+-�2�� ��-��2��� V̂2  ��,�3� ��67-+ �� � ;�0� -

|JMj13〉 = |j13〉:

〈JMj13|V̂2|JMj13〉 =
a2

2

[
j13(j13 + 1) − I2(I2 + 1) − 3

4

]
, N('('&(O

��2��56  �.0��  � ��7�5+ ;�0� �+ N('('GO  ��2��K-��-+ P<D&1 <D<Q:

〈JMj23|JMj13〉 = 〈j23|j13〉 = (−1)J+j23+
1
2

√
(2j13 + 1)(2j23 + 1)

⎧⎨
⎩

1
2
I2 j13

I1 J j23

⎫⎬
⎭ . N('('&GO

"7- 9 0��� N2'-'  2-�-�9 −1O ���-7-3-� ���,-1 ,-+ � N('('&%O' J2� �- .�3.-2 . �K�;8

��6 �3� ��-,�2��61 �  �.0���  2-+1 ,2� ���  3�>-��� +�+-�2�� 0���  ������6 ��38

����6 /���=�� 0��� �2 �2 ���.7��  3�>-��. P<D&1 <D<Q' ��3-- ���3�4�,�� N('('&CO

�� ��K-+ @3-+-�25 V̂2 � ;�0� - N('('GO  3-7�HF�+ �;��0�+:

〈JMj23|V̂2|JMj′23〉 =
a2

2

I2+
1
2∑

j13=|I2− 1
2
|

[
j13(j13 + 1) − I2(I2 + 1) − 3

4

]
〈j23|j13〉〈j13|j′23〉.

N('('&DO

��� �>- �2+-,�3� 9 �5K-1 73. ��>7�4� 0��,-��. J 2�-;�-2 . �5,� 3�29 2�39��

,-25�- @3-+-�2� Ĥ:

H11(J) =

〈
JM, J − 1

2

∣∣∣∣ Ĥ
∣∣∣∣JM, J − 1

2

〉
, N('('&)O

H12(J) =

〈
JM, J − 1

2

∣∣∣∣ Ĥ
∣∣∣∣JM, J +

1

2

〉
,

H21(J) =

〈
JM, J +

1

2

∣∣∣∣ Ĥ
∣∣∣∣JM, J − 1

2

〉
,

H22(J) =

〈
JM, J +

1

2

∣∣∣∣ Ĥ
∣∣∣∣JM, J +

1

2

〉
,

<(%



��2��5- �- 0��� .2 �2 ���-�=�� M ��3��4� +�+-�2� �  ��2�-2 2���  2-��-+�6

$�4�-��8J���2� P<D&Q 73. @3-+-�2��  ��3.��5� ����0�-7-��6' $5��3�..  �++�����8

��- � �����-��.� N('('&CO � N('('&DO1 ��3�,�-+  3-7�HF�- �5��>-��. 73. +�2��,�5�

@3-+-�2��:

H11(J) = −a1 + a2

4
+ γJ

a1 + a2

8
+ αJβJγJ

a1 − a2

8
, N('('&EO

H22(J) = −a1 + a2

4
− γJ

a1 + a2

8
− αJβJγJ

a1 − a2

8
,

H12(J) = H21(J) = γJ
a1 − a2

8

√
β2
J − 1

√
1 − α2

J .

"7- 9 ��-7-�5 ���5- �-3�,��5:

αJ = 2 · I1 − I2
2J + 1

, βJ = 2 · I1 + I2 + 1

2J + 1
, γJ = 2J + 1. N('('&BO

#�� 7���5� I1 � I2 ��3�56 +�+-�2 J �0+-�.-2 . �2 ||I1 − I2| − 1
2
| 7� I1 + I2 + 1

2
' �3.

�5,� 3-��. ��+���-�2 2-�0��� N('('&O 2�-;�-2 . �5,� 3�29 +�2��,�5- @� ���-�25

4�+�392������1 2'-'  3-7�HF�- +�2��=5:

ÂJ(t) = exp

⎡
⎣i
⎛
⎝H11(J) H12(J)

H12(J) H22(J)

⎞
⎠ t

⎤
⎦ =

⎛
⎝fJ hJ

hJ gJ

⎞
⎠ , N('('<%O

B̂J(t) = exp

⎡
⎣−i

⎛
⎝H11(J) H12(J)

H12(J) H22(J)

⎞
⎠ t

⎤
⎦ =

⎛
⎝f ∗

J h
∗
J

h∗J g
∗
J

⎞
⎠ ,

47- �∗��;�0��,�-2 ��+�3-� ��-  ���.>-��-' $-3�,��5 fJ 1 gJ 1 hJ 3-4�� �5,� 3.H2 .:

fJ = eiλ
+
J t

1 + cos θJ
2

+ eiλ
−
J t

1 − cos θJ
2

= eiλ
+
J t cos2 θJ

2
+ eiλ

−
J t sin2 θJ

2
, N('('<&O

gJ = eiλ
+
J t

1 − cos θJ
2

+ eiλ
−
J t

1 + cos θJ
2

= eiλ
+
J t sin2 θJ

2
+ eiλ

−
J t cos2 θJ

2
,

hJ =
sin θJ

2

(
eiλ

+
J t − eiλ

−
J t
)
.

"7- 9

λ±J = −a1 + a2

4
±

√
DJ

2
− N('('<<O

 �; 2�-��5- 0��,-��. 4�+�392������ ��� 7����+ J 1

θJ = arcsin

(
2H12(J)√

DJ

)
− N('('<CO

<(&



�4�3 ? +-K�����.A  � 2�.��6 |JM, J − 1
2
〉 � |JM, J + 1

2
〉 �

DJ = [H11(J) −H22(J)]2 + 4H2
12(J) N('('<(O

= γ2
J

(a1 + a2)
2 + (a1 − a2)

2(α2
J + β2

J − 1) + 2(a2
1 − a2

2)αJβJ
16

=
a1 − a2

4

[
(2I1 + 1)2a1 − (2I2 + 1)2a2

]
+
a1a2

4
(2J + 1)2.

J3-+-�25 Ŝ1i1 2�-;�-+5- 73. �5,� 3-��. ��+���-�2  ������4� 2-�0��� N('('&O1

+�>�� �5��0�29 ,-�-0 ��+���-�25 2�� ��05��-+5� �-�����7�+5� 2-�0���� fk, q

 3-7�HF�+ �;��0�+:

f1, 0 = iŜ1z, f1,±1 = ∓ i√
2
(Ŝ1x ± Ŝ1y). N('('<GO

��� �2+-,�3� 9 �5K-1 ��+ 2�-;�-2 . �5,� 3�29 2�39�� @3-+-�25 Ŝ1z = −if1, 0' 
�28

��,�5- @3-+-�25 �-�����7�+�4� 2-�0��� f1, 0 � ;�0� - N('('GO �+-H2 ��7 P<D&Q:

〈J ′M ′j′|f1, 0|JMj〉 = i · δjj′δMM ′(−1)Jmax−M

⎛
⎝ J ′ 1 J

−M 0M

⎞
⎠ 〈J ′j||f1, 0||Jj〉. N('('<DO

"7- 9⎛
⎝ j1 j2 j3

m1 m2 m3

⎞
⎠ −

3j8 �+��3 $�4�-��1 Jmax = max{J, J ′} � 〈J ′j||f1, 0||Jj〉 * 2�� ��05��-+5- ����-7-��5-

@3-+-�25 2-�0��� f1,01 ��2��5- ����5 P<D&Q:

〈J ′j||f1, 0||Jj〉 = (−1)j+Jmin+ 3
2

√
2J + 1

√
2J ′ + 1

⎧⎨
⎩

1
2
J ′ j

J 1
2

1

⎫⎬
⎭ 〈j||f1,0||j〉 N('('<)O

= (−1)j+Jmin+ 3
2

√
3

2

√
2J + 1

√
2J ′ + 1

⎧⎨
⎩

1
2
J ′ j

J 1
2

1

⎫⎬
⎭ .

"7- 9 Jmin = min{J, J ′}' $ �-0�392�2- �5��>-��- 73. @3-+-�2�� Ŝ1z 0��� 5��-2 .

���

〈J ′M ′j′|Ŝ1z|JMj〉 = δjj′δMM ′(−1)j+
3
2
−M
√

3

2

√
2J + 1

√
2J ′ + 1 N('('<EO

×

⎛
⎝ J ′ 1 J

−M 0M

⎞
⎠
⎧⎨
⎩

1
2
J ′ j

J 1
2

1

⎫⎬
⎭ .

<(<



�-�-�9 +�>�� 0��� �29 �5��>-��. 73. @3-+-�2�� T (1)
zz ��� /�� �������5� J � M :

T (1)
zz (J,M, t) =

1

NI1I2

J+1∑
J ′=J−1

J+ 1
2∑

j=J− 1
2

J+ 1
2∑

j′=J− 1
2

〈JMj|ÂJ |JMj′〉〈JMj′|Ŝ1z|J ′Mj′〉 N('('<BO

× 〈J ′Mj′|B̂J ′|J ′Mj〉〈J ′Mj|Ŝ1z|JMj〉

=
1

NI1I2

J+1∑
J ′=J−1

J+ 1
2∑

j=J− 1
2

J+ 1
2∑

j′=J− 1
2

〈JMj|ÂJ |JMj′〉〈J ′Mj′|B̂J ′ |J ′Mj〉

× 3

2
(−1)j+j

′−2M+1(2J + 1)(2J ′ + 1)

⎛
⎝ J ′ 1 J

−M 0M

⎞
⎠

2⎧⎨
⎩

1
2
J ′ j

J 1
2

1

⎫⎬
⎭
⎧⎨
⎩

1
2
J j′

J ′ 1
2

1

⎫⎬
⎭ .

��++�������- �� J ′ �5��3�.-2 . �2 J − 1 7� J + 11 ��2�+� ,2� �� 3- 7-6 2��.

��-��2���+ Ŝ1z ��  ������-  � 2�.��-  ��3�5+ +�+-�2�+ J +�+-�2 +�>-2 �����8

+�29 0��,-��. J ′ = J −1, J, J +1' $5��3�..  �++�������- � �����-��� N('('<BO1 +5

��3�,�-+  3-7�HF�- @3-+-�25 T
(1)
zz (J,M, t):

NI1I2T
(1)
zz (J,M, t) =

fJ
4

(
g∗J−1

J2 −M2

J2
+ f ∗

J

M2

J2

)
N('('C%O

+
gJ
4

(
f ∗
J+1

(J + 1)2 −M2

(J + 1)2
+ g∗J

M2

(J + 1)2

)
− hJh

∗
J

2

M2

J(J + 1)
.

$5��3�-��-  �++�������. �� � -+ ��0+�>�5+ 0��,-��.+ M N�2 −J 7� JO  �,-2�+

2�4�1 ,2�

J∑
M=−J

M2 =
J(J + 1)(2J + 1)

3
,

�����7�2 �  3-7�HF-+� �-0�392�2� 73. T (1)
zz ��� /�� ��������+ J :

NI1I2T
(1)
zz (J, t) = fJf

∗
J

(J + 1)(2J + 1)

12J
+ gJg

∗
J

J(2J + 1)

12(J + 1)
− hJh

∗
J

2J + 1

6
N('('C&O

+ fJg
∗
J−1

4J2 − 1

12J
+ gJf

∗
J+1

4(J + 1)2 − 1

12(J + 1)
.

#�3��- 0��,-��- ��+���-�25 T
(1)
zz  ������4� 2-�0��� +�>-2 ;529 ��3�,-��  �++�8

������-+ @2�� �-3�,�� �� 0��,-��.+ ��3��4� +�+-�2� �2 J = Jmin = ||I1 − I2| − 1
2
|

7� J = Jmax = I1 + I2 + 1
2
:

T (1)
zz (t) =

Jmax∑
J=Jmin

T (1)
zz (J, t). N('('C<O

#�� J = Jmax = I1 + I2 + 1
2
� gJmax1 � hJmax ����5 ��3H N��2�+� ,2� j �- +�>-2 ;529

����� Jmax+ 1
2
O � fJmax = 1' #�� J = Jmin - 29 7�- ��0+�>�� 2�' 	 3� I1 �= I2 � fJmin

1

<(C



� hJmin
�;��F�H2 . � ��39 gJmin

= 1' 	 3� I1 = I21 2� � fJmin
1 � hJmin

�- �;��F�H2 .

� ��39 ��� J = Jmin' ��0�+--2 .1 ��� Jmin < J < Jmax � - 2�� �-3�,��5 fJ 1 gJ � hJ

�- ����5 ��3H'

� �,-2�+ @2�4� +�>�� ����- 2� �5��>-��- N('('C&O � ;�3-- ��� 2�+� ��7�' $�8

�-��5�1 - 3� � - 2�� �-3�,��5 fJ 1 gJ � hJ ���-7-3-�5 73. �-��2���4� J 1 �0 ��

���-7-3-��6 N('('<&O +�>�� ��3�,�29  3-7�HF�6 �-0�392�2:

fJf
∗
J

(J + 1)(2J + 1)

12J
+ gJg

∗
J

J(2J + 1)

12(J + 1)
− hJh

∗
J

2J + 1

6
N('('CCO

=
(2J + 1)3

12J(J + 1)
· sin2 θJ

2
(cos

√
DJt− 1) + (2J + 1)

(J + 1)2 + J2

12J(J + 1)
.

$5��>-��- 73. �-3�,��5 Re{fJg∗J−1} +�>�� 0��� �29 ���

Re{fJg∗J−1} N('('C(O

= cos(λ+
J − λ+

J−1)t cos2 θJ
2

sin2 θJ−1

2
+ cos(λ+

J − λ−J−1)t cos2 θJ
2

cos2 θJ−1

2

+ cos(λ−J − λ+
J−1)t sin

2 θJ
2

sin2 θJ−1

2
+ cos(λ−J − λ−J−1)t sin

2 θJ
2

cos2 θJ−1

2

= cos

(√
DJ −

√
DJ−1

2
t

)
1 − cos θJ cos θJ−1

2

+ cos

(√
DJ +

√
DJ−1

2
t

)
1 + cos θJ cos θJ−1

2
.

��3--1 �;�0��,�. ��@//�=�-�25 ��� fJg
∗
J−1 � �����-��� N('('C&O ��� KJ 1 � ���

gJf
∗
J+1 * ��� K ′

J ��3�,�-+:

KJ =
4J2 − 1

12J
= K ′

J−1, K ′
J =

4(J + 1)2 − 1

12(J + 1)
= KJ+1. N('('CGO

J2� �0��,�-21 ,2� T (1)
zz (J−1, t) � T (1)

zz (J+1, t)  �7-�>�2 ,3-�51  ���.>-��5- � �� 3-78

��+ 7��+ ,3-��+ T
(1)
zz (J, t) � �����-��� N('('C&O1 ,2� ��0��3.-2 ���� 2�29 �-0�392�2

73. T (1)
zz N�����-��. N('('C&O � N('('C<OO' #�� I1 �= I2 �+--+

T (1)
zz (t) =

(Jmax + 1)(2Jmax + 1)

12JmaxNI1I2

+
Jmin(2Jmin + 1)

12(Jmin + 1)NI1I2

N('('CDO

+
1

NI1I2

Jmax∑
J=Jmin+1

4J2 − 1

12J

{
cos

(√
DJ −

√
DJ−1

2
t

)
(1 − cos θJ cos θJ−1)

+ cos

(√
DJ +

√
DJ−1

2
t

)
(1 + cos θJ cos θJ−1)

}

+
1

NI1I2

Jmax−1∑
J=Jmin+1

(
(2J + 1)3

12J(J + 1)
· sin2 θJ

2

(
cos
√
DJt− 1

)

+ (2J + 1)
(J + 1)2 + J2

12J(J + 1)

)
,

<((



� ��� I1 = I2 �-0�392�2  3-7�HF�6:

T (1)
zz (t) =

(Jmax + 1)(2Jmax + 1)

12JmaxNI1I2

N('('C)O

+
1

NI1I2

Jmax∑
J=Jmin+1

4J2 − 1

12J

{
cos

(√
DJ −

√
DJ−1

2
t

)
(1 − cos θJ cos θJ−1)

+ cos

(√
DJ +

√
DJ−1

2
t

)
(1 + cos θJ cos θJ−1)

}

+
1

NI1I2

Jmax−1∑
J=Jmin

(
(2J + 1)3

12J(J + 1)
· sin2 θJ

2

(
cos
√
DJt− 1

)
+ (2J + 1)

(J + 1)2 + J2

12J(J + 1)

)
.

�;F�- �5��>-��. N('('CDO � N('('C)O ��8��->�-+� 7� 2�2�,�� 4��+�07��1 ��2�+�

,2� �-K-��- 0�7�,� ��3�,-�� 73. ����0��39�5�  ����� I1 � I2' �-+ �- +-�--1 73. +�8

7-3�������. ���-2�� $�
J ��-7��,2�2-39�� � ��390���29 �+-��� @2� �5��>-��.1

� �- ,� 3-��� �5��3�.29 7��4���3�0�=�H 4�+�392������1 ,2�;5 ��62� ��+���-�25

 �����5� 2-�0����' �� 3-��56 �� ,-2 2�-;�-2 ��-��=�6  +�2��=�+� ;�39K�6 ��08

+-��� 2� � .���4� ��  +�2�-��. ;�39K�4� ,� 3�  �����5� �-�-��7��1 ,2� +�>-2

;529 �- 9+� 2��7�-+��+ � ��2�-;���29 ;�39K�4� ��-+-�� 73. �� ,-2��' $ 2� >-

��-+.1 73. ���-7-3-��5� I1 � I2 �5��>-��. N('('CDO � N('('C)O �+-H2 7� 2�2�,��

��� 2�6 ��7' $ #��3�>-��� � �����7.2 . �5��>-��. 73.  3�,�-� I1 = I, I2 = 1
2
�

I1 = I, I2 = 1'

�3. +�7-3�������. ���-2�� $�
J 2��>-  3-7�-2 �,�25��29 @//-�25 ����8

+�4��2��6  ������6 �-3�� �=�� � ��3-��+ ��3- ���3�4�,�� 2�+�1 ��� @2� 7-3�3� 9

73.  �39��4� ��3. � �����-��.� N('&'<CO1 N('&'<(O � N('&'<GO' "7- 9 @2� ;�7-2  7-3�8

�� 7� 2�2�,�� ��� 25+  �� �;�+' �3. @2�4� �0+-��+ /��+�3� N('(')O  3-7�HF�+

�;��0�+:

ρ0
SS(t) =

1

4
+

3

2
T (1)
zz (t) exp(−t/T0), N('('CEO

47- T0 * @//-�2����- ��-+. ����+�4��2��6 �-3�� �=�� � ��3-��+ +�4��2��+ ��3-'

����6  �� �; �,-2� �-3�� �=����5� @//-�2�� ��0��3.-2 7� 2�2�,�� ����K� ��� 58

��29 @� �-��+-�2�39�5- ���-2��� $�
J P(<1 GD1 GB1 <CCQ' 
�3-- 2�,��- ��� ���-

.�3-��6 ����+�4��2��6 �-3�� �=�� 2�-;�-2 0����. �-3�� �=�����4� +-����0+� �

��0+�>�� 3�K9 � ,� 2�5�  3�,�.�'

<(G



 � �� #����+��� ������� 	�����	 ��#. ��� 7�15 �������,

'�� ���	����������� ����

#�390�. 9 /��+�3�+� N('&'<GO � N('('CEO1 7� 2�2�,�� 3-4�� �5,� 3�29 $�
J 73.

��#1  �7-�>�F�� ���8��7���35  7��+. 4�����+� �-@�����3-�2�5� .7-�' #���-8

7-���- ���-- ,� 3-���- +�7-3�������- $�
J P(&1 (<1 <CCQ1 � ����=��-1 ���05��-2

�� 2�1 ,2� +-2�7 .�3.-2 . �-� �-�2���5+ 73. �0�,-��. ���8��7���3��  �-@���8

��3-�2�5+� .7��+�1 � ,� 2�� 2�1 ���-2��� $�
J +�4�2 ;529 ,�� 2��2-39�5 �

�2�� �2-39��+� 0���� ��$ .7-� P<CCQ' J2� ��72�-�>7�-2 . � �5��>-��.+� N('('CDO

� N('('C)O1 � ��2��5� ,� 2�25 DJ N('('<(O � =�33.=�6 0��� .2 � �2  �++5 (a1+a2)
21 �

�2 ��0�� 2� (a1−a2)
2 ��� 2��2 ��$' �2�;5 ����33H 2������29 � �;-��� 2� ���-7-8

��. ���-2�� $�
J �  3�,�- 7��� 4���� �-@�����3-�2�5� .7-� ����-7-+ �� ,-25  

� ��390�����-+ �;F�� ���3�2�,- ��� /��+�3' �3. ����F-��.  �2��=�� ��-�-;�-8

>-+ ��0��=-6 g8/��2���� ���8��7���3��1 ����+�4��2��6 �-3�� �=�-6 � ��3�7�+�

�-4-+���39�5� ��� � ;�7-+ �  3-7���29 ;�-��. � ���-2��- �-��+;���=�����6 /3�8

��- =-�=��1 �50����5- ��$'

�3. �33H 2��=�� �3�.��. �-@�����3-�2�5� .7-� �� ���-2��� $�
J ��  +�28

��+ 7�� ���+-��'

$ �-���+ ���+-�-  ��,�3� ��  +�2��+ ��#1  �7-�>�F�H �-��56 ���8��7���3

 ,-2�5+ ,� 3�+ n1 = 12 @�����3-�2�5� .7-�  �  ����+ 1
2
� ��� 2��2�6 ��$ a1 �

�2���6 ���8��7���31 �- �+-HF�6 +�4��2�5� .7-�' $ @2�+  3�,�- N�� '('<&1 �����.

ZO1 ��� �0�- 2��1 .�3.-2 . �-���7�,- ��6 /���=�-6 ��-+-�� N �-���7�+ ����5+

T = 4π/a1O � ��-7 2��3.-2 �0  -;. �����2-���H �� 3-7���2-39�� 29 ����� ��03�,8

��6 ��2-� ���� 2� PGDQ' ��� ;53� ����0��� ���-- PGDQ1 /��+� � ��3�>-��- �-���4�

����1 ��3�,-���4� 73. ;�39K�4� ,� 3� n11  ����7�H2  ��-7 ��0���5+� � ��+���

��3��3�  �,- ��4� ���;3�>-��. W�392-�� �  ���2���� P&<(Q1 � ��2���+1 ����+��+1

��7���7��39�5- ��� 2��25 ��$  ,�2�H2 . �-��0�-K-��5+�' ��3-- 7���56 ���

;�7-2 ��05��29 . K�392-��� ��+ ����+'

�-�-�9 7�;���+ � �-���+� ���8��7���3� -F- �7�� +�4��2��- .7��  �  ����+ 1
2

� ��� 2��2�6 ��$ a2' 	 3� a2 4���07� +-�9K-1 ,-+ a11 ��3�>-��. ����� � 2�H2 .

����2�,- �� �-�0+-��5+�1 �7���� �� ��2-� ���� 2� ��7�H2  � ��-+-�-+ N�� '('<&1

�����. ;O' ��;��3-��- .7��  �  �����2-39�� �-;�39K�6 ��� 2��2�6 ��$ � 7��8

<(D



0 1 2 3 4
0

5

10

15

20

�� ' ('<&: (������ �
	��
�
 ,(<5 #�� %(6� ��#��-�4�
 "���	�� � n1 = 12 �#�� �� �"
	�� 1
2 


��	���	��
 �0, a1 
 �#	� �#�� �� �"
	�� 1
2 
 ��	���	��
 �0, a2 B �&�C B�/a1 �!�C B�Ia1 ���C a1 ���C

−a1 �#�� ,����
 "���	�� ���	
�	�� �#�� 	� 
����� #�� �#�!���� ���"�
��
� ��
��� �#�
	��� "�

����
���
 #��� ��	��
����	� #�����

��+  3�,�- ���3�4�,�� 7�;��3-��H �-�7����7��4� �K��-��. J#�83���6 � ��@2�8

+� �����7�2 � 0�2�����H  �����5� ���-2��' 	 3� ��� 2��2� ��$ a2  �����+�  

a11 �����. $�
J  �F- 2�-��� � ��>�-2 . N�� '('<&1 �����. �O: ��3�>-��. � ��8

2-� ���� 2� ����� 0�+-2�� �0+-�.H2 .1 � �.7-  3�,�-� �+- 2� ����� ��.�3.H2 .

�����35 � ��2-� ���� 2� /3���- =-�=��' #�� @2�+ ��3�>-��- � /��+� K�392-���8

 ��4� ���� � 2�H2 . ����2�,- �� �-�0+-��5+�' 	 3� a2 = a11 ��3�,�-2 . ����K�

�0�- 2�56 � 3�2-��2��- ��7 ���-2��� PGDQ 73. �-,-2��4� ,� 3� @�����3-�2�5�  ��8

��� 1
2
N�� '('<&1 �����. 4O' $ @2�+  3�,�- �����. �-���7�,��1 �� ��2-� ���56 ���

��� t = 2π/a1 ��-���F�-2 . � ����K� �5��>-��56 +���+�+' �����-=1 ��  +�28

��+  3�,�6 a2 = −a1' ��� ��7�� �0 �� '('<&71 7�;��3-��- �-@�����3-�2��4� .7��  

��� 2��2�6 ��$ a2 = −a1 � ��>�-2 ���-7-��- ρ0
SS(t)1 � ,� 2�� 2�1 ����K�-2 �-���8

7�,�� 29 @2�6 /���=�� ��-+-��' $ 2� >- ��-+. ���-2��� /3���- =-�=�� � �5 ���+

��3-

IB(t) = ρBSS(t)F (t) =
F (t)

2

{
1 +

(
cos

a1t

2

)n1+1
}

N('('CBO

�  �-�2� J#� �5 ���4� ��3. 2- >-1 ,2� � �  3�,�- a2 = a11 2'-' ��� �- ,�� 2��2-398

<()



�5 � �2�� �2-39��+� 0���� a1 � a2' $ ��3-��+ ��3-  �2��=�. ��,- 2�-��� +-�.-2 .1

��2�+� ,2� @�-�4�� ��# � ��3-��+ ��3- N('('<<O ,�� 2��2-39�5 � �2�� �2-39��+�

0���� a1 � a2' #�� a2 = a1 /���=�. ρ0
SS(t) �-���7�,�� N�-���7 ���-� T = 4π/a1O1 �

��� a2 = −a1 ���  �7-�>�2 ��+;���=�� � =�33���HF�� /���=�61 ��� @2�+ �2��8

K-��- ,� 2�2 � =�33.=�6 .�3.-2 .1 ���;F- 4����.1 ����=����39�5+' $ �-0�392�2-

����K�-2 . �-���7�,�� 29 ��� ρ0
SS(t)1 2�� � ���-2��� $�
J'

$� �2���+ ���+-�-1 ����0����+ �� �� '('<<1 ��  +�2�-�  3�,�6 ���8��7���3�  

7��+. .7��+�  �  ����+� 1
2

� & � ��� 2��2�+� ��$ �7�������4� �3� ���2�����8

3�>��4� 0����: a1 = a2 � a1 = −a2' $�7��1 ,2� ��� @2�+  ������. 7���+��� �  �398

��+ ��3- �-,�� 2��2-39�� � �2�� �2-39��+� 0���� ��� 2��2 ��$' $-3�,��5 ρ0
SS(t)

N�� '('<<;O � $�
J N�� '('<<�O1 �����2��1  �F- 2�-��� �23�,�H2 . � �;-��  �2��8

=�.�' $ ,� 2�� 2�1 ��2-� ���56 ��� ���-2��� ρ0
SS(t) N� +�+-�2 ��-+-�� t = 2π/a1O

��� a1 = a2 ��-���F�-2 . � +���+�+ ��� a1 = −a2 N�� '('<<;O' $ �-0�392�2- � @2�2

+�+-�2 ��-+-�� ��.�3.-2 . ��2-� ���56 ��� � ���-2��- $�
J N�� '('<<�O'

����5- �� ,-25 ����05��H21 ,2� +-2�7 $�
J ,�� 2��2-3-+ � �-@�����3-�28

�� 2� .7-�1 � � �;-��� 2�1 � �2�� �2-39��+� 0���� �� ��� 2��2 ��$' $ 2� ��-+.

��� �; �3H2�5- �-3�,��5 ��� 2��2 ��$ ,� 2� +�>�� ���-7-3�29 �0  �-�2��� J#�

�  �39��+ ��3-1 �� 0����1 ��� �����3�1 �-�0�- 2�5' J2� 7-3�-2 +-2�7 �-� �-�2��8

�5+ 73. �0�,-��. ���8��7���3��' J� �-��+-�2�39�5- ���+-�5 $�
J1 ����-7-�8

�5- ��>-1 ����05��H21 ,2� +-2�7 ��0��3.-2 ���-7-3.29 ��� 2��25 ��$ �� /��+�8

3�+ N('&'&)O1 N('&'<GO � N('('CEO �0  ����-��. +�7-39�5� �� ,-2�� � @� �-��+-�2�398

�5� ���-2��'

 � �� ��������� � �	�
���������

J� �-��+-�25 �� �  3-7�����H $�
J �����7�3� 9 $' �1 
�4�.� ��+1 $' �' 
����8

���5+ � X' �' 
�3��5+ � 3�;���2���� ;5 2�����2-��HF�� ���=-  �� �� 2�2�2�

!�+�,- ��6 ���-2��� � ���-��. �� ���' #�7��;��- ��� ���- � 3���6 ����-7-��.

@� �-��+-�2� �����7�2 . �  2�29- P<%<Q' $ ��;�2- �  3-7���3� 9 ���-2��� $�
J 73.

2�-�  � 2-+: ��#1  �7-�>�F�- ��2���8��7���3 <1C87�+-2�3;�2��� Nv\pO1 <1<1D1D8

2-2��+-2�3���-��7��� Nl\xxO 3�;� 7��0������3�+��� NvuxcO � �����8��7���3

7-62-���������4� ����2-�/-��3� N�lxO � �-��3.��5� �3�����5� �� 2����� ���

��+��2��6 2-+�-��2��- N293± 0.5 �O' $� � -�  3�,�.� ��$ ��2���8��7���3�� +�>8

<(E



0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 1 2 3 4

0

2

4

6

8

�� ' ('<<: (������ ���
�
	� ρSS(t) #�� �
��	��� �&� 
 	������� �!� ���	
�	��� "��� 
 ,(<5

��� #�� %(6� � ������
 � �#	��� 
� "���	���� 	�� ���	
�	�� �#��� � � #������ ���� #�� �#��

�� �"
	��
 1
2 
 / 
 ��	���	���
 �0, �#	��� a1 = a2 ��"��+	�� �
	
�� 
�
 ���	��� a1 = −a2

�"�	��
�	�� �
	
�� �	��
�

<(B



0 20 40 60

0.95

1.00

1.05

1.10

1.15

DMB TP-

D D D

�� ' ('<C: )
	��
�
 ,(<5� "�����		�� #�� �������� B�/ \ T\] 
 JB µ\ �>Z � �$�����	�� �
�$

	�� �
	
� $ 	�
���+�� �
�����
� ���"��
��	����	�
 �
	��
�
� "�����		�� #�� a1Qa�/.V�Q/�RR

=>� a2Qa�.V�QB�RI =>� θ =B�/J� T0Q.B ?@� T1Q.BBB ?@� T2Q.B ?@� tgQ/ ?@� t0Q/ ?@� τfQ/�. ?@�

0�	��� �
	
�  	�
���+�� �
�����
� � "��#"���-�	

 ���	��� �	��� a1 
 a2� "�����		�� "�


a1Qa�/.V�Q/�NN =>� a2Qa�.V�= −0.68 =>� θ =B�/.I� ������	�� "�������� �� -�� ��� 
 � ������

sgn(a1) = sgn(a2)�

�� +�7-3�����29 � ��-7��3�>-���1 ,2� � ��� - 29 7�- 4����5 @�����3-�2�5� .7-�'

"7- 9 � �;�- ���+���- ;�7-2 �7-3-�� � 2����3-��H �-@�����3-�2�� 2� .7-� �;-��

4���� � ���-7-3-��H �2�� �2-39��4� 0���� ��$'

��# v\p•+M�lx•−' J� �-��+-�2�39��. ���-2��� $�
J1 ��3�,-���. 73. %'&

\ v\p � C% µ\ �lx �� 2���� � $84-� ��-1 ����-7-�� �� �� '('<C' $ 7����+  3�8

,�- � �� 2���- ��2���8��7���35 �� 2����2-3. ;5 2�� �-�-���25��H2 . +�3-��3�+�

v\p ���7� ��0��4� ��2-�=��3� ����0�=�� �� 3-7��� P<DCQ' �,�2�-2 .1 ,2� �-�-���2

75��� �� 2����2-3. .�3.-2 . 7�//�0�����8���2��3���-+5+ ���=-  �+  ��� 2��8

2�6  ���� 2� ���.7�� 3 × 1010 \−1m−1 P<D(Q' �0;52�,�5- @3-�2���5 0����25��H2 .

+�3-��3�+� �lx  ��� 2��2�6  ���� 2� ���.7�� 1012 \−1m−1 P<DGQ' ����+ �;��0�+1

/3���- =-�=�. �� 2���� �;� 3��3-�� �-��+;���=�-6 ��# v\p•+M�lx•+1 �  ����8

��. 7���+��� ��� * ��$ ��2���8��7���3��1 �� ��39�� ��� 2��25 ��$ 7-62-����8

<G%



�����4� �lx  3�K��+ +�35 N��3��. @//-�2����. ��� 2��2� ��$ ���.7�� %'%DE

klO P<(DQ: ��� ����05��H2 �� ,-251 ���-2��� $�
J �- ,�� 2��2-39�5 �  ������6

7���+��- �lx �� ��-+-��� %8&%%' #�@2�+� ��� +�7-3�������� @� �-��+-�2�39�5�

���-2�� +5 ��3�� 29H ��-�-;�-4�3� ��$ �����8��7���3� �lx' ����+ �;��0�+1 2�1

,2� �����8��7���35 �;��0�H2 . �- +4���-���1 �-0��,�2-39�� �3�.-2 �� ���-2���

$�
J1 �� ��39�� �0;52�,�5- @3-�2���5 �- �+-H2 +�4��2�5� .7-�'

���+- K�392-��� ��4� ���� �� ��-+-��� (8G ^m � ���-2��- $�
J �+-H2 . 7��

+-�-- ��2-� ���5� ���� �� << ^m � (% ^m' �� /��+�  �F- 2�-��� �23�,�-2 . �2 �>�8

7�-+�6 73. ��#1 47-  ������. 7���+��� �;� 3��3-�� ��$ 2�39�� �7��6 4����5

@�����3-�2�5� .7-� PGD1 GBQ1 ,2� ��,- 2�-���  �43� �-2 .  ��-7��3�4�-+�6  2���8

2���6 v\p•+: � ��2���8��7���3- �+-H2 . 7�� @�����3-�2�5� iq8���2��� � &< @�8

����3-�2�5� ���2���� +-2�39�5� 4����' J�����3-�2�� 29 ���2���� �;- �-,���-2 .

;5 2�5+ ���F-��-+ +-2�39�5� 4���� � ;5 2�5�+� ���/��+�=����5+� �-�-��7�8

+� � ��2���8��7���3- PGBQ' #�@2�+� ����5- $�
J N �3�K�5- 3���� �� �� '('<CO

��  ,�25��3� 9 � ��-7��3�>-��� 7��� 4���� @�����3-�2�5� ���2���� v\p•+' ���8

3�,K�.  �+�3.=�. N>����. 3���. �� �� '('<CO ;53� ��3�,-�� 73. 0��,-��6 ���8

 2��2 ��$ ���2���� +-2�39�5� 4���� a1 = aN&<qOt&'DD kl � iq8���2���� a2 =

aN<qOt%'DG kl' ����- 0��,-��. ��� 2��2 ��$ ����7.2 . �  ��2�-2 2���  �-0�398

2�2�+� ����2�����+�,- ��� �� ,-2�� P<DDQ' � 2�39�5- ����+-2�5  �+�3.=�� ���8

�-7-�5 � ��7�� � � �� ����' 	 3�  ,�2�291 ,2� sgn(a1) �= sgn(a2)1  �43� �- +->7�

2-���-6 � @� �-��+-�2�+  2�����2 . 0�+-2�� ��>- N2����. 3���. �� �� '('<CO' ���8

3�,K�.  �+�3.=�. ��� � 3���� sgn(a1) �= sgn(a2) 7�-2 a1 = 1.77 kl � a2 = −0.68

kl � ����K� �� ����0��7�2 �-��56 N���+-�--  �-=�/�,�561 �� ����0��7�+56 7�8

>- � ��+��� ��3��3�  �,- ��4� ���;3�>-��.O � �2���6 ���� ��� t ≈ 4.5 ^m � t ≈ 22

^m1  ��2�-2 2�-���1 2�47� ��� �� ;�39K�� ��-+-��� ��03�,�. +->7� �� ,-2��6 �

@� �-��+-�2�39��6 ����5+�  2�����2 . ��>-: � �;-��� 2� ��� t ≈ 43 ^m �- �� ���8

�0��7.2 . � �� ,-2-'

��2���8��7���3 v\p•+ ���-- �0�,�3 . +-2�7�+ J#� ��� ��0��� 2-+�-��2����

�� /�-����5� +�2��=�� P<D)Q' 	4�  �-�2� J#�  ��2�-2 2��-2 ,-25�-+ @�����3-�28

�5+ ���2���+ +-2�39�5� 4����  ��� 2��2�+� ��$ C'E8('G kl P<D)Q' $-3�,��� a11

��3�,-���. � 7����6 ��;�2-1 ����7�2 . � ����K-+  �43� ��  @2�+ �-0�392�2�+:

��47� ���F-��- +-2�39�5� 4���� ?��0+���>���-2 .A ��� ���5K-��� 2-+�-��2��5
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a1Qa�/V�Q−1.85 =>� a2Qa�/W�Q/�NG =>� θ =B�/G� T0Q/.�J ?@� T1QIBBB ?@� T2Q/.�J ?@� tgQ/ ?@�

t0Q/ ?@� τfQ/�. ?@�

� ��� � 2�� ��0� ��-3�,���-2 . ,� 3� ���2����  �-��3-��6  ������6 �3�2�� 29H1

,2�  ������>7�-2 . 2�-����2�5+ �+-�9K-��-+ �27-39�5� ��� 2��2 ��$' ��7->8

�5- 7���5- J#� 73. ��$ iq8���2���� � +�2��=�� �2 �2 2��H21  3-7�-2 �>�7�291

,2� ��� 0�+-2�� +-�9K- ��$ ���2���� +-2�39�5� 4����'

��# l\xx•+M�lx•− � �84-� ��-' �3. �0�,-��. ��2���8��7���3� l\xx @� �-8

��+-�25 �����7�3� 9 � �� 2���- C k\ l\xx o C% µ\ �lx � �84-� ��-' ��0��- ���8

=-�2��=�� l\xx �5;���3� 91 ,2�;5 � �3H,�29 7�//�0����5- � 2�-,� l\xx•+

 +�3-��3�+� l\xx1 ��2��5- +�4�2 �����7�29 � �;��0�����H 7�+-��5� ��2���8

��7���3�� l\xx•+
2 1 2'-' ,2�;5 � �3H,�29 �0 ��  +�2�-��. 7���3��2-39�5- ���8

��7���35'

$ �84-� ��- �-���,�5- ��2���8��7���35 �+-H2 �,-�9 �5 ���H ��7��>�� 291 ��8

@2�+� �2���,�5- ��2���8��7���35 /��+���H2 . �,-�9 ;5 2�� N ��� 2��2�6  ��8

�� 2� ∼ 3 × 1011 \−1m−1O P<DEQ' #�@2�+� +�>��  ,�2�291 ,2� ��# l\xx•+M �lx•−

?+4���-���A �;��0�H2 . ��� t = 0'

�� �� '('<( ����0��� @� �-��+-�2�39��. ���-2��� $�
J1  �3�K��. 3���. ����8

<G<



05��-2 +�7-39�5- �� ,-25 ��� a1 = aN&qOt−&'EG kl1 a2 = aN&wOt&')E kl1 ���3�,8

K�+ �;��0�+ �� ����0��7.F�- @� �-��+-�2�39�5- 7���5- N� 2�39�5- ����+-2�5

�� ,-2� ����-7-�5 � ��7�� � � �� ����O' �� ,-2 � @� �-��+-�2 ����K�  �43� �H28

 . ��� � -� ��-+-���1 ���+- t <&% ^m' J2� �� ��>7-��- �50���� 7���3��2-39��6

/3���- =-�=�-6 ��0;�>7-��5� +�3-��3 l\xx∗ � �lx∗1 ��2��5- �;��0�H2 . ���

�-�-�� - @�-�4��   ��43-2�� ��0;�>7-��5� +�3-��3 �84-� ��� P<DBQ' J2�2 ��3�7

� /3���- =-�=�H �� +�35� ��-+-��� .�3.-2 . N�-��5- �- ��39�� ���� -���7O � 8

����5+ � ��3�� 29H +� ����-2 K�392-��� ��6 ���' #�8��7�+�+�1 �2��=�2-39�56

0��� ��� 2��25 ��$ α8���2��� aN&qO1 ��3�,�-+56 ��� +�7-3��������1 �;� 3��3-�

 ���8��3.��0�=����5+ +-����0+�+ P<)%Q'

	 3� �0+-��29 �2�� �2-39�56 0��� ��$1 2��>- +�>�� 7�;�29 . ����K-4�  �43�8

 �. �� ,-2� � @� �-��+-�2� ��� aN&wOt&'E& kl � aN&qOt<'&) kl' �7����1 73. @2�4�

2�-;�-2 . �0.29 �-�����7��� ����2��- ��-+-�� �-3�� �=�� T0 � T2:  ��2�-2 2�-���

G'( ^m � &D'E ^m' 
5 ��3�4�-+1 ,2�  �+�3.=�. ��� sgn(a1) �= sgn(a2) ;�3-- ��7->��1

,-+ ��� sgn(a1) = sgn(a2)' �  �>�3-��H1 �-��0+�>�� ;�3-- �;-7�2-39�� 7���0�291

,2� sgn(a1) �= sgn(a2)1 �080� 2�,�� 2� @� �-��+-�2�: �23�,�. +->7�  �+�3.=�.+�

 �7������5+� �3� ��0�5+� �2�� �2-39�5+� 0����+� ��$  2����.2 . .��� �5��8

>-��5+� �� 7� 2�2�,�� ;�39K�� ��-+-���1 47- �2��K-��-  �4��3MK�+  2�����2 .

�,-�9 ��0��+' $ 7����+  3�,�- ��� t > 30 ^m ��03�,�. +->7�  �+�3.=�.+� ����8

7.2 . � ��-7-3�� @� �-��+-�2�39��4� K�+�'

��# vuxc•+M�lx•− � �84-� ��-' �0 7���5� �� ��2�,- �� 7-2-�2���-+�+� J#�

�0�- 2��1 ,2� ��2���8��7���3 vuxc �+--2 ,-25�- +�4��2�5� .7��  �  3-7�HF�8

+� ��� 2��2�+� ��$: aN<qOt&'E kl1 aN&qOt<'&G kl � aNwOt&'E) kl P<)&Q' 
-2�8

7��� ��2�,- �� 7-2-�2���-+�4� J#� ,�� 2��2-39�� 2�39�� � �; �3H2�5+ 0��,-8

��.+ ��� 2��2 ��$1 �� �- � �� �2�� �2-39�5+ 0����+' ��2���8��7���3 vuxc•+

���-- �0�,�3 . ��� ��+�F� $�
J �  � 2-+- vuxc•+M�lx•− PGDQ1 � 7����6 ��;�8

2- � - .7��  ,�2�3� 9 @�����3-�2�5+�  ��� 2��2�6 ��$ �����6 <'& kl1 � ��+8

��� @2�4� ��-7��3�>-��. �� ,-2�5- ���-2��� $�
J �3���  �43� �H2 .  @� �-8

��+-�2�39�5+�' #�8��7�+�+�1 @2�  �.0���  2-+1 ,2� � �����- ��-7��3�>-��- �;

@�����3-�2�� 2� � -� ,-25�-� .7-� �-�-���-1 �� ��39��  3-7�-2 �>�7�29 �2��=�8

2-39��- ��$ 73. α8���2��� ��  ���8��3.��0�=�����+� +-����0+� P<)%Q1 � 73. � -�

� 2�39�5� ���2���� * ��3�>�2-39��4� ��$' #�@2�+� +5 -F- ��0 �-��-+ . �  � 2-8
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a1Qa�.V�Qa�W�Q.�/ =>� a2Qa�V�Q−.�F =>� θ =B�..� T0Q/I�F ?@� T1QRB ?@� T2Q/I�F ?@� tgQ/ ?@�

t0Q/ ?@� τfQ/�. ?@�

+- vuxc•+M�lx•− � ;�7-+ +�7-3�����29 @� �-��+-�2�39�5- 7���5-1  ,�2�. aN&qO

 ��;�7�5+ ����+-2��+ � β8���2��5 � �0�2 @�����3-�2�5+� .7��+�  ��� 2��2�+�

��$ aN<qOtaNwOt<'& kl' ���3�,K--  �43� �-  @� �-��+-�2�39��6 ���-2���6 ;58

3� ��3�,-�� ��� aN&qO= −<'( kl N�� '('<G1  �3�K��. 3���.O' ��� � � ��-757�F-+

 3�,�-1 ��� 2��2� ��$ α8���2��� �2��=�2-39��' 	 3� �0+-��29 0��� aN&qO1 ����8

K-4�  �43� �. 2-���� � @� �-��+-�2� +�>�� 7�;�29 . 2�39�� ��� �,-�9 ����2��+

��-+-�� T0 =D'B ^m1 � 2� ��-+. ��� T2 ����� <%'C ^m' $ 2���6  �+�3.=�� �-3�,��5

��� 2��2 ��$  � 2��3.H2 aN<qOtaNwOt<'< kl � aN&qOt<'( kl' �-+ �- +-�--1 2���-

����2��- T0 .�3.-2 . �-/�0�,�5+ 73. ��2���8��7���3� vuxc•+1 ��@2�+� +5 ��3�8

4�-+1 ,2� ��� 2��2� ��$ aN&qO �2��=�2-39��' �� 73. ;�3-- �;-7�2-39��4� 7���0�8

2-39 2�� 2�4�1 ,2� aN&qO �2��=�2-39��1 2�-;�-2 . �3�,K�29 �2��K-��-  �4��3MK�+

�� ��-+-��� t > 20 ^m'
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%�( 0�����
 �
����� ���$�������'��� ���
�������

�� ���
	��� 0)�1

��� �>- 4�����3� 9 �5K-1 +-2�7 $�
J 7�-2 ��0+�>�� 29 ���-7-3.29 +�4��2��-8

0���� �5- ����+-2�5 ����2��>���F�� ���8��7���3��' ���+- 2�4�1 ���3�0 ����5�

$�
J 2��>- ��0��3.-2 �  3-7���29 ���-2��� ��+�,- ��� ��-���F-��6 ���2�-���

��# P&<(1 &<GQ1 � ,� 2�� 2�1 �-��=�6 �;��0�����. 7�+-��5� ���8��7���3�� P<CGQ1

���2-��HF�� ��� 7�;��3-��� �-62��39�5� A �3� D:

A•− + A→ {AA}•−, D•+ +D → {DD}•+. N('G'&O

$ ��� �2 2��� �-��=�6 7�+-��0�=�� ���-2��� $�
J ��-2-��-��H2 �- 9+�  �F-8

 2�-��5- �0+-�-��.1 ,2� 7�-2 � ������. ��3�4�291 ,2� 7���56 +-2�7 .�3.-2 . �-�8

 �-�2���5+ 73. �  3-7�����. 2���� ���=-  ��' �7���� 73. �0�3-,-��. ��3�,-8

 2�-���6 ��/��+�=�� �  ���� 2.� 7�+-��0�=�� �-�;��7�+�  ��2�-2 2��HF-- ��08

��2�- 2-���� $�
J1 ,2� ;�7-2  7-3��� � 7����6 ��;�2-' �3. ��� 2�25 +5 ;�7-+

 ,�2�291 ,2� � �-��=�H 7�+-��0�=�� � 2���-2 2�39�� �7�� �0 ���2�-��� ��# N7��8

��- �4����,-��- �- �F- 2�-��� � ���7�2 . 73. ����F-��. �� ,-2��O1 ���+- 2�4�1

���=-  �;��0�����. 7�+-��5� ���8��7���3��  ,�2�-2 . �-�;��2�+5+'

$ ��K-+  3�,�- 2�-;�-2 . ��  ,�2�29 ��+���-�25  ������4� 2-�0��� ���8��7�8

��3�1 � 2���HF-4� � �-��=�H 7�+-��0�=��' ��+���-�25  �����5� ��-��2���� �-�8

��4� ���2�-�� Ŝ1i  �7-�>�2 ��3�75 +���+-��5� � 7�+-��5� ���8��7���3�� NŜm1i �

Ŝd1i  ��2�-2 2�-���O:

Ŝ1i(t) = Ŝm1i (t) + Ŝd1i(t), N('G'<O

��2��5- ��7,��.H2 . �����-��.+ P&<BQ:

∂tŜ
m
1i (t) = i[Ĥm, Ŝm1i (t)] − k0Ŝ

m
1i (t), ∂tŜ

d
1i(t) = i[Ĥd, Ŝd1i(t)] + k0Ŝ

m
1i (t), N('G'CO

47- Ĥm, Ĥd * 4�+�392�����5 +���+-���4� � 7�+-���4� ���8��7���3��1  ��2�-2 2�-�8

��1 [(. . .), (. . .)] �;�0��,�-2 ��++�2�2��1 k0 *  ���� 29 �-��=�� 7�+-��0�=��' $ ��8

,�39�56 +�+-�2 ��-+-�� Ŝm1i (0) = Ŝ1i(0)1 Ŝd1i(t) = 0' �-K-��- �����-��6 N('G'CO �+--2

<GG



��7:

Ŝm1i (t) = exp
(
iĤmt

)
Ŝ1i(0) exp

(
−iĤmt

)
exp(−k0t), N('G'(O

Ŝd1i(t) = k0

t∫
0

exp
(
iĤd(t− τ)

)
Ŝm1i (τ) exp

(
−iĤd(t− τ)

)
dτ.

�3-7���2-39��

T
(1)
ik = T

(1m)
ik + T

(1d)
ik , N('G'GO

47- ��+���-�25 ?+���+-���4�A � ?7�+-���4�A 2-�0���� 7�H2 . �5��>-��.+�:

T
(1m)
ik = Tre

〈
Ŝm1i (t)Ŝ1k(0)

〉
, T

(1d)
ik = Tre

〈
Ŝd1i(t)Ŝ1k(0)

〉
. N('G'DO

�3-7�-2 �2+-2�291 ,2� 7���56 +-2�7 �� ,-2�  ������6 7���+��� 3-4�� �;�;F�-2 .

� 73. �;��0�����. 2��+-��� � �  �=��2�� ;�3-- �5 ���4� ���.7��'

����5- �5��>-��. ��0��3.H2 ��  ,�2�29  �����56 2-�0�� �-���4� ���8��7���8

3� �1  ��2�-2 2�-���1 0��� �+� 29 �� -3-��� 2�  ��43-2��4�  � 2�.��. ��# �2 ��-8

+-��' $ ;�39K�� 2�-  3�,�-� @2� +�>��  7-3�29 2�39�� ,� 3-���' �3. �33H 2��8

=�� �3�.��. �-��=�6 7�+-��0�=�� �� $�
J +5 ��09+-+ ���;�3-- ��� 2�6  3�,�6

���8��7���3� A•−  �7��+ +�4��2�5+ .7��+  ��� 2��2�6 ��$1 �����6 a' ��47�

7�+-��56 ���8��7���3 {AA}•− �+--2 7�� @�����3-�2�5� +�4��2�5� .7��  ���8

 2��2�+� ��$1 ����5+� a/2' �3. ��� 2�25 +5 ;�7-+  ,�2�291 ,2� <86 ���8��7���3

�- �+--2 +�4��2�5� .7-�1 2�47� -4�  �����56 2-�0�� �+--2  3-7�HF�- �-��3-�5-

��+���-�25:

T (2)
zz = 1, T (2)

xx = T (2)
yy =

cosωDt

2
, T (2)

xy = −T (2)
yx = −sinωDt

2
, N('G')O

47- ωD * ,� 2�2� ���+�����6 ��-=-  ��  ���� �2���4� ���2�-�� ��# �� ��-K�-+

+�4��2��+ ��3-' ���+- 2�4�1 +5 ;�7-+  ,�2�291 ,2� � �5 ���+ ��3- ��0��=� � ,�8

 2�2�� ���+�����6 ��-=-  �� � -� 2�-� ���8��7���3�� NA•−1 D•+ � {AA}•−O1 �;�8

 3��3-���. ��03�,�-+ �� g8/��2����1 �-0��,�2-39��1 2'-' �  3-7�-+5- ����2��5-

;�-��. ���-7-3.H2 . 2�39�� ��$' �3. ���2�� 2� +5 �- ;�7-+ �����7�29 7� 2�2�,8

�� 4��+�07��- ���3�2�,- ��- �5��>-��. 73.  �����5� 2-�0����'

$ ��3-��+ +�4��2��+ ��3- �  �3�  �++-2��� ��� 2��� 2�� N�2 �2 2��- �57-3-�8

��4� ������3-��.O �5��>-��- 73. ρSS �����+�-2 ��7 N('('CEO1 2'-' 2�-;�-2 . �� 8

 ,�2�29 3�K9 �7�� zz8��+���-�2�  ������4� 2-�0��� T
(1)
ik (t)' $  �39��+ ��-K�-+

<GD



+�4��2��+ ��3- N+��4� ;�39K- �-3�,�� ��� 2��2 ��$O �0 P<CGQ � /��+�35 N('G')O

+5 �+--+  3-7�HF�6 �-0�392�2 73. ρSS :

ρBSS(t) =
1

2
+

cosωDt

2

{
T (1)
xx (t) + T (1)

yy (t)
}
− sinωDt

2

{
T (1)
xy (t) − T (1)

yx (t)
}
. N('G'EO

�3. �33H 2��=�� ���.�3-��6 �-��=�6 7�+-��0�=�� � $�
J ��  ,�2�-+ ���-8

2��� ��� ��03�,�5� 0��,-��.� k0 N�� '('<DO' #�� �,-�9 +-73-���6 7�+-��0�=��

���-2��� ρ0
SS 1 ρ

B
SS � $�
J ���-7-3.H2 .  ������6 7���+���6 2�39�� +���+-��5�

���8��7���3�� � ��-7 2��3.H2 �0  -;. �-���7�,��H �� 3-7���2-39�� 29 ����� ��08

3�,��6 ��2-� ���� 2�' #�� �,-�9 ;5 2��6 7�+-��0�=�� @2� ���-2���1  ��2�-2 2��8

HF�- 2�39�� 7�+-��5+ ���8��7���3�+1 2��>- �-���7�,�5' #�� ���+->�2�,�5�

0��,-��.� k0 N�� '('<)O �� ��,�39��+ �,� 2�- ���-2��� $�
J  ����7�-2  ���-2�8

��6 ��� k0 = 01 �7����1 �� ;�39K�� ��-+-��� N2'-' t � 1/k0O1 ��47� ����2�,- ��

� - ���8��7���35 7�+-��0���3� 91 0�+-2�� �23�,�-2 . �2 ���-2��� ��� k0 → ∞

N�� '('<)1 ����5- <1 CO' �- +�2�. �� 2�1 ,2� �� ��-+-��� t � 1/k0 ���-2��� ��8

��->�-+� �� �2 �-���7�,�56 �����2-�1 �; �3H2�5- ��2-� ���� 2� �����1  ��2��8

K-��. +->7� ��2-� ���� 2.+� �� 3-7���2-39�5� ����� �1 � �.7-  3�,�-�1 ��3�>-8

��. ����� ���05��H2 .  �39�� � ��>-��5+� ��  ����-��H  �  3�,�-+ k0 → ∞'

J2� ���� ��7�2 ��  3-7�HF-6 ���,��-' $-3�,��5 ρ0
SS � ρBSS  �7-�>�2 � =�33���8

HF�- ��3�751 ���,-+ ,� 2�25 @2�� � =�33.=�6 ��03�,�5 � ρ0
SS � ρBSS 73. ���1

 �7-�>�F�� ��� +���+-��5-1 2�� � 73. 7�+-��5- ���8��7���35' !�2. � ��,�39�56

+�+-�2 ��-+-�� �2�� �2-39�5- /�05 ;�-��6 �  �39��+ � ��3-��+ ��3- ����5 ��3H1

 � ��-+-�-+ ��� �0+-�.H2 . ���7� ��0��=5 ,� 2�2 � =�33.=�6' 	 3� 7�+-��0�=�.

���� ��7�2 ?+4���-���A ��� t = 01 73. ��#1  �7-�>�F�� 7�+-��5- ���8��7���351

/�05 ;�-��6 � ρ0
SS � ρBSS ����5 ��3H1 �� - 3� ��-+. 7�+-��0�=�� 7� 2�2�,�� 73.

��0��2�.  ������6 7���+��� � +���+-��5� ���8��7���3��1 �2�� �2-39�5- /�05 ;�8

-��6 ρ0
SS � ρBSS 73. ��#1  �7-�>�F�� 7�+-�51  �F- 2�-��� � ��>�H2 .' $ 3-7 2��-

@2�4� ��;-4� /�05 �0+-�.-2 . � � . ���-2��� $�
J1 .�3.HF-4� . �2��K-��-+ ρBSS

� ρ0
SS 1 7�>- �� ��-+-���1 47- +���+-��5- ���8��7���35 �2 �2 2��H2' J2� ���� ��8

7�2 �  3�,�-1 ��47�  ������. 7���+��� � �-��-2 ��0��29 . 0� ��-+. t ≈ 1/k01 2'-'

a/k0 � 1' ����56 @//-�2 ��+.2� +�>-2  �F- 2�-��� ���3�.29 �� ���3�0 @� �-��8

+-�2�39�5� ���-2��1 � 7�3>-� �����+�29 . �� ���+���- ��� +�7-3�������� $�
J

� ���-7-3-���  ���� 2-6 7�+-��0�=�� � +�4��2��-0���� �5� ����+-2��� 7�+-��5�

���8��7���3��'
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�2�;5 ;�3-- . �� ��2-���-2�����29 7���56 @//-�21 ��  +�2��+ -4� �- ��39��

����F-��5+  �� �;�+' 
�7-+  ,�2�291 ,2� �� ��-+-��� +-�9K- t0 = 1/k0 � - ���8

��7���35 ����7.2 . � +���+-���6 /��+-1 � ��� t = t0 ��� +4���-��� �-�-��7.2 �

7�+-���H /��+�' J2�  ��2�-2 2��-2 ?+4���-���+�A �-�-�3H,-��H 4�+�392������

 Ĥm �� Ĥd � +�+-�2 ��-+-�� t0' ��47� �5��>-��. 73.  ������4� 2-�0��� +�>��

0��� �29  3-7�HF�+ �;��0�+:

T
(1)
ik = Tre

〈
eiĤ

mtŜ1i(0)e−iĤ
mtŜ1k(0)

〉
, t < t0, N('G'BO

T
(1)
ik = Tre

〈
eiĤ

d(t−t0)eiĤ
mt0Ŝ1i(0)e−iĤ

mt0e−iĤ
d(t−t0)Ŝ1k(0)

〉
, t ≥ t0.

��  ,�2���5- ����5- $�
J � +�7-3� �-�-�3H,-��. 4�+�392������ ��,- 2�-���

 ����7�H2  ���-2���+�  �,-2�+ 7�+-��0�=�� N�� '('<EO:  �����.-2 . @//-�2 �3�8

.��. 7�+-��0�=�� �� ���-2��� $�
J �� ��-+-���1 ��47� � - ���8��7���35 ����8

7.2 . � /��+- 7�+-���' ��2-� ���� 2� ����� N��� �; �3H2�5-1 2�� � �2�� �2-398

�5- 73.  � -7��� �����O � �� ��3�>-��. �� ��-+-��� ;�39K- t0 = 1/k0 0�+-2��

�0+-�.H2 .1 ,2�  �.0���  ��;-4�+ /�05 �  ������6 7���+���6 � +���+-��5� ���8

��7���3�� �� ��-+-��� +-�9K- t0 = 1/k0'
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����+ �;��0�+1 ����0���1 ,2� �-��=�� 7�+-��0�=�� ���8��7���3�� ���05��H2

�- 9+�  �F- 2�-���- �3�.��- ��  ������H 7���+���  ���8����-3�������5� ��#

�1  3-7���2-39��1 $�
J' ��,�39�56 �,� 2�� �����6 $�
J Nt < 1/k0O � -47� �;�8

 3��3-�  ������6 7���+���6 ��#1  �7-�>�F�� 2�39�� +���+-��5- ���8��7���351

2�47� ��� ��� �� ��-+-��� t > 1/k0 N��47� 7�+-��0�=�. ����2�,- �� 0��-�K-�� �

+���+-��5- ���8��7���35 �2 �2 2��H2 �  � 2-+-O *  ������6 7���+���6 �- 2�398

�� � 7�+-��5�1 �� � � +���+-��5� ���8��7���3�� N0� � �3H,-��-+  3�,�. �,-�9

;5 2��6 7�+-��0�=�� a/k0 � 1O' �3-7�-2 �2+-2�291 ,2�  �39��- �3�.��-  ������6

7���+��� � +���+-��5� ���8��7���3�� �� ���-2��� $�
J �+-H2 +- 2� 2��>- �

� ����F-���6 +�7-3� ?+4���-���4�A �-�-�3H,-��. 4�+�392������' ��F- 2�-���-

�3�.��- ���=-  �� 7�+-��0�=�� ��  ������H 7���+��� ��# �2��5��-2 ��0+�>8

�� 29 ���-7-3.29 ��� 2��25  ���� 2� 7�+-��0�=�� ����2��>���F�� ���8��7���3��

+-2�7�+ $�
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$ 7����6 43��- �� � ���- �;F�� +-2�7��1 ��0��;�2���5� ��3����5+1 #��2��5+1

���2����5+ � 7�'1 ����0�-7-�5 �� ,-25 !#� � ����0��39�5� +�4��2�5� ��3.�

73. +��4�.7-��5�  � 2-+' #���-7-��  ����-��- 2-����  @� �-��+-�2�39�5+� 7��8

�5+� ��2�1 X���� ��6 � 7�' 73. ��3-�5� 0��� �+� 2-6 !#� � �-��=�.� �+����� 8

3�2 4� 2�7���1 2���0��� � +-2������' �� ���+-�- 4� 2�7���1 2���0��� � +-2����8

�� ����0���1 ,2� 2-���. ����K� +�7-3���-2 @� �-��+-�2�39�5- 0��� �+� 2� !#�'

J2� ��0��3�3� ���-7-3�29 g8/��2�� ��7���3� 2���0���1 � 2��>- ��� 2��25 ��$ �

g8/��2��� ��7���3�� +-2������1 ��2��5- +�4�2 �+-29 7�- ��03�,�5- /��+5 � 0���8

 �+� 2� �2 sq  �-75' �-2�39�� �; �>7-�� !#� ��� ���2���� � ��3-��+ +�4��2��+

��3-1 ��2���. �����2-��0�-2 . �5 ���6  2-�-�9H �-������- ��6 ?0���2���� 2�A  �.8

0���5�  �����' �-+ �- +-�--1 73.  � 2-+  ;�3--  3�>��6  � 2-+�6  ���8 �����5�

�0��+�7-6 2��6 2�-;�-2 . 7�39�-6K-- ��0��2�- 2-����1 �;� 3��3-���- �-�;��7�+�8

 29H �,-2� @//-�2�� �-�-�� � !#� � 7��+�4��2��6 +�3-��3-' ��  +�2�-��H 2����

@//-�2�� � � 2����3-��H �� ��3� � @� �-��+-�2��  � ��390�����-+ �-������- ��6

��3.��0�=�� �� �.F-�� �.2�. 43���'

�-��-2�,- �� ����0���1 ,2� +-2�7�3�4�.  ����8��;3H7�2-3. +�>-2 ;529 @//-�8

2���� 73. ���-7-3-��. ��2�3�2�,- ��6 ��2���� 2� ����+�4��2�5� ,� 2�= � +�4��28

�5� �0��+�7-6 2��6 �  �����5� 2���7��' #���0���1 ,2� !#J  ����8��;3H7�2-3. �

�5 ���+ ��3- ��0��3.-2 ���-7-3.29 �;+-��5- ��2-4��35 J 1 �2�-2 2�-��5- 0� @/8

/-�2���� 29 ���=-  ��  ������4� ��2�3�0�1 � g8/��2��5 ����2��>���F�� ��7�8

��39�5� =-�2���' �  3-7�����. !#J ��� ��03�,��6  �3- ��-K�-4� +�4��2��4� ��8

3. �2��5��H2 7���3��2-39�5- ��0+�>�� 2� +-2�7�1 � ,� 2�� 2�1 7-2-�2�������-

J8�-0���� � � ��3-��6 0��� �+� 2� ��3-��6 0��� �+� 2� !#J 7�-2 ��0+�>�� 29

�7��0��,��4� ���-7-3-��. �;+-���4� ��2-4��3�'

$�-��5- ��3�,-�� ���3�2�,- ��- �5��>-��- 73. ���-2��� $�
J �  3�,�-1 ��8

47� ���2�-�5 �� ��#  �7-�>�2 7�- 4����5 +�4��2�@�����3-�2�5� .7-�' �����-

�-K-��- .�3.-2 . �- 9+� ��3-0�5+ 73. ���3�0� @� �-��+-�2�39�5� ����5� $�
J

� ���-7-3-��. ��� 2��2 ��$ ����2��>���F�� ���8��7���3��' #���0���1 ,2� +-2�7

$�
J ,�� 2��2-3-� � �-@�����3-�2�� 2� .7-�1 � ,� 2�� 2�1 � �2�� �2-39��+� 0��8

�� �� ��$' �����. 2-���. ���+-�-�� 73. ��� ���. @� �-��+-�2�39�5� ���-2��1
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�������5+ � 
�3��5+ 73. 2�-�  � 2-+ 2��� N��2���8

��7���3OM�lx•− � �-��3.��5� �3�����5� �� 2�����' �0 +�7-3�������. $�
J ��8

3�,-�5 0��,-��. � �2�� �2-39�5- 0���� ��� 2��2 ��$ ��2���8��7���3��' ����5-

2-��-2�,- ��- �-0�392�25 2��>- � �-K�� ���+-�.3� 9 � �-7���-6 ��;�2- P<DDQ 73.

���-7-3-��. ��� 2��2 ��$ ����2��>���F�� ���8��7���3��'

�-��-2�,- �� �  3-7����� �3�.��- �-��=�6 ��7���39��6 7�+-��0�=�� �� ���-8

2��� $�
J' #�3�,-�5 �;F�- �5��>-��. 73.  �����5� 2-�0����1 ��� 5��HF��

 ������H 7���+��� ��#1 ��  +�2�-�  3�,�6 ��#1  �7-�>�F-6 7�+-��0�HF�6 .

���8��7���3  �7��+ +�4��2�5+ .7��+' #���0���1 ,2� ��,�39�56 �,� 2�� �����6

$�
J � -47� �;� 3��3-�  ������6 7���+���6 ��#1  �7-�>�F�� 2�39�� +���+-�8

�5- ���8��7���351 2�47� ��� ��� ;�39K�� ��-+-��� $�
J �;� 3��3-� ��� 7�+-�8

�5+�1 2�� � +���+-��5+� ���8��7���3�+�' ��>- �� ��-+-���1 ��47� +���+-��5-

���8��7���35 �2 �2 2��H2 �  � 2-+-1 ���-2��� $�
J ,�� 2��2-39�� � ���2-���8

K-6 � ���  ������6 7���+��-' ����56 @//-�2 ��+.2� ��-7 ��05��-2 . 2��>- �

��+��� ����F-���6 +�7-3� ?+4���-���4�A �-�-�3H,-��. 4�+�392������'
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$ 7����6 43��- ;�7-2 ��0��2� �;F�. 2-���. ��4-�-�2��4� �-�-�� � �-������- ��6

 ������6 ��3.��0�=�� * 4��-���3.��0�=�� N�#O * 0�  ,-2  �39��6  �.0�  �����

�  3�;5� +�4��2�5� ��3.�1 ;�7-2 7-2�39�� ��  +�2�-�� ���-2��� ���=-  � �-�-8

�� � ��3.��0�=�� 73. 7���8 � 2�-� ������6  � 2-+' 
�7�2 � 2����3-�5 ���2-���

@//-�2����4� �-�-�� � �#1 ���-7-3-�� �����2-���- ��-+. �-�-�� �1 �;S. �-�5 � �8

;-��� 2� � ��3-�5� 0��� �+� 2.� �#1 �;� 3��3-��5- ��2��-�- -,-��.+� .7-��5�

 �����5� ��7�����-6' �3. ���3�0�  3�>�5�  �-�2��� !#� ;�7-2 ��-73�>-� ���8

4���39�56 +-2�7 ��07-3-��.  �����5� ���.7��� � ��3.��0�����5�  �-�2���' ���8

>- ;�7-2 ��-73�>-�� ��� ���- ��7 2�-���4� .�3-��. * ���7�39��6 �-3�� �=��  �8

 2-+5 .7-��5�  ����� � ����0��39�5� +�4��2�5� ��3.�' �-���. ;�7-2 ���+-�-��

73. �;S. �-��. � +�7-3�������. @� �-��+-�2�39�5� 7���5� 73. �+����� 3�2 �

���3-�2�7��1 ��3�,-��5� !'8
' ��2�+1 �' $' X���� ��6 � 7�' � ���;�7��+ ���8

�-� �2-2- 
-�3��� N�-�+���.O' �-0�392�25 7����6 43��5 ���;3������5 � ��;�2��
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 �39�� �.0���5�  � 2-+ 2��>- +�4�2 ;529 ��3�,-�5 ���3�2�,- ��- �-0�392�251

��2��5-1 �  �>�3-��H1 .�3.H2 . 7� 2�2�,�� 4��+�07��+� � 07- 9 �����7�29 . �-

;�7�2 P&CG1 <(<Q' $5��>-��. 73. /��+5 �+��39 ��4� �
�  �-�2�� � �;F-+  3�,�-

2��>- ;53� ��3�,-�5 J�� 2�+ �  ���2���+� P&CG1 <(<Q' #� 29 7� ���3�>-��. �-8

4� 2����HF�� ��8�+��39 ��  ������.  � 2-+� ��� 5��-2 . +�2��=-6 �3�2�� 2� ρ̂'

��47�  ��0� �� 3- ���3�>-��. �+��39 �  �43�+ ������2� ��+�4��,-��� 2� ϕ � /�8

0�6 x N�+��39 ���F�-2 .7-���H ��+�4��,-��� 29 �7�39 � � XO +�2��=� �3�2�� 2�

 � 2-+5 �0+-�.-2 . ���

ρ̂′ = exp(−ϕÎx)ρ̂ exp(ϕÎx), NG'&'<O

47- Î * ��3�56 +�+-�2 � -�  �����  � 2-+51 ��0;�>7�-+5� �- -3-�2���5+ ��8

�+��39 �+' ���+�  �-�2�� �
� S(ω) N��-�;��0�����. ���9- �2  �4��3�  ��7�  ��8

;�7��6 ��7��=��O �5��>�-2 . ,-�-0 @3-+-�25 ��-��2��� Î+ = Îy + iÎx P&CG1 <(<Q:

S(ω) ∝
∑
i,j

{I+}ijρ′ji
i∆ωij + Γij

NG'&'CO

47- ∆ωij = ω − ωij * �2 2��6�� ,� 2�25 �2 =-�2��  �-�2��1 Γij * K����� 3����1

 ��2�-2 2��HF-6 �-�-��7� |i〉 → |j〉 N/��2�,- ��1  ���� 29 ���-�-,��6 �-3�� �=��

<DE



 ��2�-2 2��HF-4�  ����O' ����56 �-0�392�2  ����7�-2  �-0�392�2�+� 73. /��+5

 �-�2��� +-73-���4� �����>7-��. 2�39�� ��� +�35� �43�� ϕ 3�;� ��� �2 �2 2���

�-������- ��6 ��3.��0�=�� P&CGQ' $5��>-��- NG'&'CO ��3�,-�� 73. 2�� ��05��-+�4�

�-������- ��4�  � 2�.��. �-���4� ��7�1 ��47� �+--2 . �-������- ��. �� -3-��� 29

 �; 2�-��5� .7-��5�  � 2�.��61 �� �2 �2 2��H2 ��4-�-�2�� 2� +->7� ��+� P&CG1

<(<Q' �3. �-������- ��4�  � 2�.��. �2���4� ��7� �� �3�  �/���=�� J�� 2�1 ��47�

7���5- ��4-�-�2�� 2� �- ����5 ��3H1 �5��>-��- 2��>- +�>-2 ;529 ��3�,-��1 ��

�+--2 ;�3-- 4��+�07��6 ��7 � 07- 9 ����-7-�� �- ;�7-2 P&CG1 <(<Q'

$ 7� 2�2�,��  3�>��H /��+�  �-�2��� ��� ����0��39�5� �43�� ϕ 7�H2 ��3�7

��03�,�5-  �����5- ���.7��' $ ��;�2- P<(CQ ;53� 0�+-,-��1 ,2� - 3� 73.  � 2-+5

7���  ����� 1
2
�0+-�.29  �-�2�5 �
� ��� ϕ = π/4 � ϕ = 3π/41 � 0�2-+ ;��29 ��  �+8

+� � ��0�� 291 ��3�,�H2 .  �-�2�5 ��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 �-������- ��6

��3.��0�=��1  ��2�-2 2�-���' ����+ �;��0�+1  �F- 2��-2 ��0+�>�� 29 ��07-3-��.

 �����5� ���.7��� � �-������- �5�  �-�2��� �
�' �  �>�3-��H1 2���6 +-2�7 ��08

7-3-��. ���.7���  3�>�� �;�;F�29 73.  � 2-+  ����0��39�5+ ,� 3�+ N  �����'

��>-  �F- 2��-2 ����=����39��. ��0+�>�� 29 ��07-3-��.  �����5� ���.7��� ���

��+�F� 7��+-���6  �-�2�� ����� i�hg N�2 ��43�6 ��4� i�VV_aZ`IU^ hs_Y`VUmYUsgO

P<ECQ1 ��2���. .�3.-2 . �;F-����.25+ +-2�7�+ ���3�0�  3�>�5� �
�8 �-�2���1 �

2�+ ,� 3-1  �-�2��� ;��3�4�,- �� ��>�5� +�3-��3' ��� ;53� ����0��� 
�3-� �+ �

 ���2���+�1 �  �-�2��� i�hg ��0����H2 7���3��2-39�5- ���  8����1 �;� 3��3-�8

�5- +�392��3-2��6 ��3.��0�=�-6 P<ECQ' �- +�2�. �� 2�1 ,2� 2���6  �� �; ��07-3-��.

��2-4��39��6 � +�392��3-2��6 ��3.��0�=�� ����K� ��;�2�-2 ��� Nt<1 �-. ��1 ���

���+-�.29 -4� ��� N > 21 �� ��39�� � @2�+  3�,�- �-��0+�>�� �57-3-��- ����� �2

+�392�3-2��6 �# ,� 3�  �����1 ;~�39K-4� 7���1 ��� � ��390������ 7����+��39 ��6

 �-�2�� ����� i�hg' �3. @2�4�1 ���;F- 4����.1 2�-;�-2 . � ��390���29 ;~�39K--

,� 3� �+��39 ��1 ,2�  �F- 2�-��� ��-3�,�2  3�>�� 29 � ���7�3>�2-39�� 29 @� �-8

��+-�2�'

$ 7����6 ��;�2- ;�7-2 ��-73�>-� ����-� �39�56 +-2�7 ��07-3-��.  �����5�

���.7��� �  � 2-+- ����0��39��4� ,� 3� ��3.��0�����5� .7-�' ����56 +-2�7 ��08

��3�2 7� 2�2�,�� ��� 25+ �;��0�+ ��07-3�29 ��3�75 � -� ���.7��� � @� �-��+-�2-1

47- � ��390�-2 . 2�39�� �7�� ��8�+��39 73. �-4� 2��=��  �-�2��'

<DB
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	 ���'��� ����� ������

�2������6 2�,��6 73. �  3-7�����. .�3-��6 �-�-�� � �# .�3.H2 . ���;3-+5 ���8

 ���. ��3-�5� 0��� �+� 2-6 !#� � +��4�.7-��5�  � 2-+��1 �; �>7�-+5- � ��07-3-

('<'(' $�8�-��5�1 � ��;3H7�-+5�  �-�2��� !#� �  3�;5� ��3.� �+--2 +- 2� ��3.��8

0�=�. .7-�1 �+-HF�� ��-�-;�->�+� +�3�- ��$ � ���+->�2�,�5� ��7���3�� N���

 3-7�-2 �0  �-�2��� !#� �  �39��+ ��3-O1 ��8�2��5�1 � ��3-�5� 0��� �+� 2.� - 29

� �;-��� 2� � ���+->�2�,�5� +�4��2�5� ��3.�1 ��2��5- �-��0+�>�� �;S. ��29

��� ��+�F� ��$ � ∆g8+-����0+��  ������6 ����-� �� PC%Q' ����+ �;��0�+1 � �.7-

@� �-��+-�2�� !#� �  3�;5� ��3.� �- �2��>�-2 �� ��-7-3-��-  ������6 �3�2�� 2�

� ��7���3-1 2'-' �.7  ����� ����;�-2�-2 �# �- ����.+�H1 � � �-0�392�2- �-�-�� �

��3.��0�=��   � -7���  �����' "7- 9 ;�7�2 ��  +�2����29 .  3�,�6 >�7��� �;8

��0=�� �  �-�2��� �5 ���4� ��0�-K-��.1 2�� ,2�  ���5  �.0��5 0�  ,-2  ��3.���4�

 ���8 ������4� �0��+�7-6 2��.' �2+-2�+1 ,2�  �-�2�5 !#� �  3�;�+ ��3- �-390.

�;S. ��29 ��� ��+�F� �-�-�� � �# �� ���  8�-3�� �=�����+� +-����0+�1 �� ��398

�� � @� �-��+-�2�� !'8
' ��2�1 �' $1 X���� ��6 �  ���2����1 ����-7-��5� � ���8

;�7��+ ����-� �2-2- 
-�3���1 ��3��- ��-+. ����-7-��. @� �-��+-�2� N��� �����3�1

+-�9K-  -���75O ;53� ����,- ��-+-�� ���  8�-3�� �=�� TCR N���.7��1 ��� +���8

+�+1 �- ��39���  -���7 73. ���2���� �+����� 3�2 � ���3-�2�7�� � ��� ��+��2��6

2-+�-��2��-O' ����+ �;��0�+1 2�-;�-2 . ����3-,-��- 7��4�4� +-����0+� �-�-�� �

��3.��0�=�� 73. �;S. �-��. @� �-��+-�2�39�5� 7���5�'

$ 7����6 43��- +5 ;�7-+ �7�- ���29 . �  �-+- ����-7-��. @� �-��+-�2�1 ����-8

7-���6 �� �� 'G'&'

*���� 1������ 3���������+ ����	�������� 
������� 
�����,

3�
�� � ��(��
������ �������

#-�-�� �# N� �+-���1 !#�O 0�  ,-2  �39��6  �.0�  ����� ;53 ��-��5- ��  +�2�-�

7- ���2-��+ � ���2-6��+ PD%Q 73. �;S. �-��.  �-�2��� !#� �  3�;�+ ��3-' #��

@2�+ ��2��5 ��;�25  ,�2�3�1 ,2� ��-+. ���4�2��3-��. �# ��� �;3�,-���  �-2�+

;53� 4���07� ;�39K- �;��2�5� �-3�,��  ��3.���4�  ���8 ������4� �0��+�7-6 2��.

<)%
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.7-� J : τp � 1/2πJ ' #�@2�+� � ��;�2- PD%Q ��3�� 29H ��-�-;�-4�3� 9  �����5+�

��4-�-�2�� 2.+� N�-7��4���39�5+� @3-+-�2�+�  ������6 +�2��=5 �3�2�� 2� � ;�8

0� -  �; 2�-��5�  � 2�.��6 4�+�392������O' ����- ��-7��3�>-��-1 �7����1 �-�-���

��� ;�3-- ����2��� ��-+-� ���4�2��3-��. �#1 �����+-�1 ��� �;3�,-��� 3�0-��+ �

 3�,�- !#�' ��  +�2��+  ��,�3�1 ��� ���� ��7�2 ?�-��4-�-�2�56A �-�-�� ��3.8

��0�=��1 2'-' �-�-�� �# � �2 �2 2��� ��4-�-�2�� 2-6 +->7�  �����5+� ��7����8

�.+�' 
5 ��3�,�+ �-0�392�25 73. ��� 2-6K-6 7��� ������6  � 2-+51 47- 2�39��

�7��  ��� ��3.��0���� ����.+�H N2'-' � �-0�392�2- ���4�2��3-��. �#O � �+--2 ��8

������- ��H ��+�4��,-��� 29 �7�39 � � Z1 ����33-39��6 ������3-��H ��-K�-4�

+�4��2��4� ��3.1 � �2���6 * �0��,�39�� �- ��3.��0����' $ ��3- B0 7-2-�2�������.

�#  ���5 ;�7�2 � -47�  ,�2�29  3�;�  �.0���5+�' $ @2�+  3�,�- 7� 2�2�,�� 3-4��

��3�,�29 ���3�2�,- ��- �-0�392�25 73. �#'

#��-7-��- 7��� ������6  � 2-+5 � +�4��2��+ ��3- B ��� 5��-2 . 4�+�392���8

���+ Ĥ12 N� -7���=�� hO:

Ĥ12 = −ν1Î1z − ν2Î2z + J12(Î1 · Î2), NG'<'&O

47- νi = ν(1 − σi) = γNB(1 − σi) * 0--+����5 �0��+�7-6 2��.  �����  ��-K��-+

+�4��2�5+ ��3-+1 γN * .7-���- 4���+�4��2��- �2��K-��-1 Îi * ��-��2�� i84�  ����1

σi * ��+�,- ��6  7��4 i84�  ����' $ 0��� �+� 2� �2 ��0��=5 ,� 2�2 ��-=-  ��  �����

�� ��-K�-+ +�4��2��+ ��3- B

δν = γNB(σ1 − σ2)/2π = γNB∆σ12/2π NG'<'<O

�5��3�.-2 . � 3���-  �39��6 N��47� J12 ;�39K- �3� ���.7�� ��0�� 2� δνO1 �3�  3�8

;�6 NJ12 � δνO  �.0�  �����' "7- 9 � 7�3-- � @2�6 43��- ��7  3�;5+ �  �39�5+

��3-+ ;�7-+ ����+�29 ��3.1 � ��2��5�  ���5 .�3.H2 .  �39�� �  3�;�  �.0���5+�

 ��2�-2 2�-���' ����- ���-7-3-��-  �39�5� �  3�;5� ��3-6  �F- 2�-��� �23�,�-28

 . �2 � ��390����K-4� . � ,-2�-�2�6 43��-1 47-  3�;5+  ,�2�3� 9 ��3-1  �����+�-  

�����2-��5+� 0��,-��.+� ��$ ��7���3��1 �  �39�5+ * ��3-1 +��4� ;�39K-- ��$'

$ - ��;3H7�-+5- �-3�,��5 �7�;�� �5��>�29 ,-�-0 @3-+-�25 +�2��=5 �3�28

�� 2� ρ̂  ������6  � 2-+51 ��2���H +5 ;�7-+ 0��� 5��29 � ;�0� -  �; 2�-��5�

 � 2�.��6 4�+�392������ NG'<'&O' 
�2��=� �3�2�� 2� σ̂1 ��2���. ��� 5��-2 ���4�8

2��3.-+�H ��3.��0�=�H  � 2-+5 N��2-4��39��H ��3.��0�=�H �-���4�  ���� �7�39

<)<



� � ZO � 0--+�����+ ;�0� - 7���  �����

|1〉Zeem = |αα〉, |2〉Zeem = |αβ〉, |3〉Zeem = |βα〉, |4〉Zeem = |ββ〉 NG'<'CO

�+--2  3-7�HF�- �-��3-�5- @3-+-�25

σαα,αα = nαα = σαβ,αβ = nαβ = n1, σβα,βα = nβα = σββ,ββ = nββ = n2. NG'<'(O

$ - /�0��5- @3-+-�25 ����5 ��3H1 �� -3-��� 2�  � 2�.��6 NG'<'CO  ,�2�H2 . �-

0��� .F�+� �2 ���-�=�� �2���4�  ����' $ @2�+  3�,�-1 7-6 2��2-39��1 �-��56  ���

�+--2 �-������- ��H ��3.��0�=�H �7�39 � � Z1 �����H (n1 − n2)1 � ��3.��0�=�.

�2���4�  ���� �2 �2 2��-2' "7- 91 ��� �;5,��1 α � β  ��2�-2 2��H2  � 2�.��.+  ��8

�� 1
2

 ���-�=�.+� +1
2

� −1
2

�� � 9 Z  ��2�-2 2�-���' �� -3-��� 2�  �; 2�-��5�

 � 2�.��6 4�+�392������ 0�7�H2 . 7��4���39�5+� @3-+-�2�+� +�2��=5 �3�2�� 2�

ρ̂ � ;�0� - -4�  �; 2�-��5�  � 2�.��6:

|1〉 = |αα〉, |2〉 = cos θ|αβ〉 − sin θ|βα〉, NG'<'GO

|3〉 = sin θ|αβ〉 + cos θ|βα〉, |4〉 = |ββ〉,

47- tan 2θ(t) = J12/(δν)' $  ��H �,-�-791 @3-+-�25 +�2��=� �3�2�� 2� ρ̂ � ;�0� -

NG'<'GO +�4�2 ;529 ��3�,-�5 ���-�2�������-+ +�2��=5 �3�2�� 2� σ̂ �� @2�2 ;�0� '

$ �-0�392�2-1 �� -3-��� 2� pi  �; 2�-��5�  � 2�.��6 4�+�392������ NG'<'&O �����8

+�H2 ��7:

p1 = n1, p2 = cos2 θn1 + sin2 θn2, NG'<'DO

p3 = sin2 θn1 + cos2 θn2, p4 = n2.

�3. ��3�,-��. �5��>-��6 73. �# 2�-;�-2 . 2��>- �,- 29 @//-�25 �-�-�3H,-��.

��3.1 07- 9 @2� ;�7-2  7-3��� 2�39�� � ��-7-3- �,-�9 +-73-���4� N�7��;�2�,- ��4�O

� �,-�9 ;5 2��4� N��-0����4�O �0+-�-��. +�4��2��4� ��3. ��3.' $ �-���+  3�,�-

 3-7�-2 ����-3�����29 ������ @�-�4�� � ��3- ��3.��0�=�� � 7-2-�2�������.1 2'�'

 ,�2�-2 .1 ,2� �� -3-��� 2�  � 2�.��6 ?� �-��H2A  3-7���29 0� +-73-��� �0+-�.H8

F�+� . � ��7- �-�-�3H,-��.  � 2�.��.+�' ��47� �� -3-��� 2�  �; 2�-��5� N0--+�8

���5�O  � 2�.��6 Pi � ��3- 7-2-�2�������.  �.0��5  �� -3-��� 2.+� pi  3-7�HF�+

�;��0�+:

P1 = Pαα = p1, P2 = Pαβ = p2, P3 = Pβα = p3, P4 = Pββ = p4. NG'<')O

<)C



�0 @2�6 /��+�35 ��3�,�-+ 73. ��2-4��39�5� �#  ����� PC%Q

〈I1z〉 =
Pαα + Pαβ − Pβα − Pββ

2
, 〈I2z〉 =

Pαα − Pαβ + Pβα − Pββ
2

NG'<'EO

 3-7�HF�- �5��>-��.:

〈I1z〉 = (1 + cos 2θ)
n1 − n2

2
, 〈I2z〉 = (1 − cos 2θ)

n1 − n2

2
. NG'<'BO

�2��K-��- �#  ����� �����:

〈I2z〉
〈I1z〉

=
1 − cos 2θ

1 + cos 2θ
NG'<'&%O

� �;��F�-2 . � ��39 2�39�� 73. +�35� �43�� θ1 2'-' 2�39�� - 3�  ������.  � 2-+�

 3�;�  �.0��� � ��3- Bpol ���4�2��3-��. �#'

$  3�,�- ��-0����4� �-�-�3H,-��. ��3.  ������.  � 2-+� �- � �-��-2 ��-2-��-29

������� �0+-�-��6 0� ��-+. τfv1 ��@2�+� 73. ��3�,-��. �� -3-��� 2-6 Pi  � 2�.��6

� ��3- B0 �-�;��7�+�  ���-�2�����29 +�2��=� �3�2�� 2� ρ̂ ��  � 2�.��. 0--+�����

;�0� � NG'<'CO:

Pi =
∑
j

|〈iZeem|j〉|2pj , NG'<'&&O

2���+ �;��0�+1 07- 9 �-7��4���39�5- +�2��,�5- @3-+-�25 ρ̂  ,�2�H2 . ����5+�

��3H1 ,2�  ����-73���1 �����+-�1 ��� ;�39K�� ��-+-��� τp ���4�2��3-��. �#' ��8

47� 73. Pi �+--+:

P1 = n1, P2 =

(
1 − sin2 2θ

2

)
n1 +

sin2 2θ

2
n2, NG'<'&<O

P3 =
sin2 2θ

2
n1 +

(
1 − sin2 2θ

2

)
n2, P4 = n2.

�3. ��2-4��39��6 �#  ����� ��3�,�-+:

〈I1z〉 = (1 + cos2 2θ)
n1 − n2

2
, 〈I2z〉 = (1 − cos2 2θ)

n1 − n2

2
, NG'<'&CO

� �2��K-��- �#  ����� �����:

〈I2z〉
〈I1z〉

=
1 − cos2 2θ

1 + cos2 2θ
. NG'<'&(O

��� � �  3�,�- �7��;�2�,- ��4� �-�-�3H,-��. ��3. ��� �;��F�-2 . � ��39 2�39��

73. +�35� �43�� θ1 ��47�  ������.  � 2-+�  3�;�  �.0��� � ��3- ���4�2��3-��. �#'

<)(
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�������H J12QJ V`� ∆σ12QB�I aa=�

�� 'G'< �33H 2����-2 �-�-�� �# �  3�,�- �7��;�2�,- ��4� � ��-0����4� �-8

�-�3H,-��. ��3.' $ �;���  3�,�.� 73. �5;����5� ����+-2��� �� ,-2� ��3.��0�8

=�. @//-�2���� �-�-�� ��-7-3.-2 . +->7�  ����+� � ��3.�1 �� ���6�-6 +-�-1 7�

�- ��39��� 7- .2��� kl' �3. ��-0����4� �-�-�3H,-��. ��3. �� � -� ��3.� ��-78

 ��05��-2 . �- ��39�� ;�3-- @//-�2���56 �-�-�� �#'

����+ �;��0�+1 ;3�4�7��.  �39��6  �.0�  ����� �2���6  ��� N��2��56 �- ��3.8

��0���� ����.+�H1 �����+-�1 �  3�,�- !#� ���7� �2 �2 2��. � �-4� @3-�2�����6

 ������6 � ��7���3-O 0�;���-2 0��,�2-39��H ,� 29 �# �2���4�  ����' #�� ���+-8

>�2�,��6  ���� 2� �-�-�3H,-��. ��3.  3-7�-2 �>�7�291 ,2� @//-�2���� 29 �-�-8

�� � �# ;�7-2 ����7�29 . +->7� 7��� � �+�2�2�,- ��� ����5� �� �� 'G'<' "7- 9

��>�� �2+-2�291 ,2� 73. .7-� �7��4� 2��� � 3���-  �39��6  �.0� ����2�,- �� � -8

47� �5��3�.-2 . �  3�;5� ��3.�' �����+-�1 - 3� 73. ���5  ����� �0.29 ∆σ12tC

ssk N7� 2�2�,�� ;�39K�. ��0�� 29 ��+ 7��4�� �  3�,�- ���2����O1 � �,-�9 +�3�-

0��,-��- J121 �����- %'& qr N,2� �- 9+� 2��7�� ��0�-K�29 +-2�7�+ �
� �080� �-�78

����7�� 2� ��3. ��� �-4� 2��=��  �-�2���O1  ���5 ���>�2 .  �39��  �.0���5+�

� ��3- Bpol +-�9K- & kl' ����+ �;��0�+1 7�>- � @2�+  3�,�- 7�3>�� �+-29 +- 2�

<)G



�-��.+�. �# .7-�1 ��2��5- �- ��3.��0����5 �  �39��+ ��3-1 � �-�-�� �# +->7�

����2�,- �� 3H;5+� ���2���+� +�3-��35' J2� �2�-�>7-��-1 �7����1 ���2����-,�2

@� �-��+-�2�39�5+ 7���5+: �0�- 2��1 ,2� �# �- �� ��-7-3.-2 . �� � -6 +�3-��3-

0� � �3H,-��-+ �.7�  �-=��39�5�  3�,�-�1 ��2��5- +5 �; �7�+ �27-39��' ����+

�;��0�+1 2�39�� 3�K9 � 3���-  �39��6  �.0� �- 7�3>�� �;- �-,���29 �-�-�� �# �

+�3-��3-' ���+- 2�4�1 � ��  +�2�-���+ ���+-�- ��47- �- /�4�����-2 �����2-���-

��-+. �-�-�� �1 2'-' ��3.��0�=�. �-�-�� ��-7-3.-2 . +->7�  ����+� ?+4���-���A

�� 3- �;��0�����. 7��+�4����6 +�3-��35' #� ��39�� 73. 3H;�4� �0��+�7-6 2��.

2�-;�-2 . ��-+. 73. 2�4�1 ,2�;5 �0+-��29 0��,-��. ��;3H7�-+5� �-3�,��1 ��  +�28

�-��- .�3.-2 . �-��3�5+' ��-;�-2 . ;�3-- �� 3-7���2-39��- ��� ���- ���=-  ��

�-�-�� � �#1 ��2���- �����7�2 . �  3-7�HF-+ ��07-3-'

*���� /&'�� �������3�

��  +�2��+  � 2-+� K  ����� 1
2
�� ��-K�-+ +�4��2��+ ��3- B1 ���-7-��- ��2���6

��� 5��-2 .  3-7�HF�+ 4�+�392������+ N� -7���=�� hO:

Ĥ = −
K∑
i=1

νiÎiz +
K∑
i<j

Jij(Îi · Îj), NG'<'&GO

47-1 ��� �;5,��1 νi = ν0
i (1 − σi) = γNiB(1 − σi) * 3��+����� ,� 2�2� ��-=-  �� i84�

 ����1 ���-7-3.-+�. -4� ��+�,- ��+  7��4�+ σi � .7-��5+ 4���+�4��2�5+ �2��8

K-��-+ γNi1 Jij * ��� 2��2�  ��3.���4�  ���8 ������4� �0��+�7-6 2��. i84� � j84�

 �����1 Îi * ��-��2�� i84�  ����' ��� � ���--1 i86 � j86  ���5  ,�2�H2 .  3�;�

 �.0���5+�1 - 3� |Jij| << |νi− νj|1 � ���2����+  3�,�-  ���5 .�3.H2 .  �39��  �.8

0���5+�' ����+ �;��0�+1 ��>�� �- �; �3H2��. �-3�,��� ��� 2��25  ���8 ������4�

�0��+�7-6 2��-1 � -- �2��K-��- � �2 2��6�- ,� 2�2 ��-=-  ��  �����' ���2�-2 2�-�8

��1 �5��3��+� 29 � 3���.  �39��6  �.0�  �F- 2�-��� 0��� �2 �2 �-3�,��5 ��-K8

�-4� +�4��2��4� ��3.' �- +�2�. �� 2�1 ,2� ��0����-+�. 2-���. ;�7-2 ���+-�.29 .

2�39�� 73. �-�-�� � �# +->7� ���2���+�1 ��� .�3.-2 . ;�3-- �;F-6 � ���+-��8

+� 2��>- 73. ��� ���. �-�-�� ��-7-3-��. ��3.��0�=�� +->7� 4-2-�� ����+�1 2'-'

��47� �0��+�7-6 2��HF�-  ���5 �+-H2 ��0�5- 4���+�4��2�5- �2��K-��.' $ ��,-8

 2�- ����F-��. �� � -� �����-2�5� ���+-���1 �33H 2����HF�� �-0�392�25 �;F-6

2-����1 +5 ;�7-+ ��  +�2����29 2�39��  �����5-  � 2-+51 .�3.HF�- .  3�;� �.8

0���5+� � ��3- �-4� 2��=�� �# B0 N2'-' 73.  3�,�. 7��� � 2�-�  ����� �;��0�HF�-

<)D



 ��2�-2 2�-��� c{8 � c\{8 � 2-+5O' J2� �- .�3.-2 . ����=����39�5+ �4����,-8

��-+ 2-����1 �� ��0��3.-2 �- ��39�� ���� 2�29 �� ,-25'

��� �; ���4�2��3-��. �# 0��� �2 �2 �����-2��4� 2��� @� �-��+-�2�' "7- 9 +5

;�7-+ ��  +�2����29  3�,�6 ���4�2��3-��. ��3.��0�=�� ��� ��+�F� N ����2���

������2 2�.F�� �� ��-+-�� �+��39 �� N�����+-�1 3�0-��5� �  3�,�- /�2�8!#�O'

��47� 0��,-��- �;��0�HF-6 . ��3.��0�=�� 7�-2 .  �++�������-+ �� �� 3-7���8

2-39�� 2� �+��39 �� N�3� ��2-4��������-+ �  3�,�- �5 ���6 ,� 2�25 ���2��-��.

�+��39 ��O' �������.  � 2-+� ��3.��0�����5� +�3-��31  �07���-+5� ��>75+ �+8

��39 �+1 ;�7-2 ��� 5��29 . +�2��=-6 �3�2�� 2� σ̂0' �3. ����F-��. 0�7�,� ��-7��8

3�>�+1 ,2� ��>756 �+��39  �07�-2 �7�������- ��3�,- 2�� �#' J2� �0��,�-21 ,2�

+5 ��-�-;�-4�-+ �� ��7�+ �;��0=� � ��+�,- ��� ���=-  ��1 �����7.F�� � /��+�8

������H �#1  ,�2�.1 ,2� ��>756 �+��39 ��3.��0�-2 2�39�� �-;�39K�H ,� 29 +�3-8

��3' J2� 2���,��1 �����+-�1 73. @� �-��+-�2��  /�2�8!#�' $ ;�3-- �;F-+  3�,�-

2��>- ��0+�>�� ��� �++�����29 ��3�75 �2 ��0�5� �+��39 ��1 �� @2� �- ��39��

 3�>�-- � �-0�392�2 0��� �2 �2 �����-2��4�  �� �;�  �07���. �#' $  3�,�-1 ��47�

� �-0�392�2- ���4�2��3-��. �# N2'-' 7� ��,�3�  ������6 @��3H=�� � +�3-��3-O �

 � 2-+- ��3.��0���� �7�39 � � Z 2�39�� �7�� N73. ���-7-3-��� 2� �-��56O  ���1 �

� 2�39�5- ����7.2 . � 2-�+�,- ��+ ������- ��1  � 2�.��.  ��0�5+� ���-�=�.+�

�-���4�  ���� �� � 9 Z �+-H2 ��0�5- �� -3-��� 2�' ��47� 3-4�� 0��� �29 +�2��=�

σ̂0 � 0--+�����+ ;�0� - K  �����1 47- ��� /��2���0�-2 .:

σ̂0 =
1

N
σ̂1 ⊗

K∏
i=2

σ̂eqi , NG'<'&DO

"7- 9 ⊗
∏

�;�0��,�-2 ��.+�- ����0�-7-��- +�2��= �3�2�� 2�' 
�2��=� �3�2�� 2�

�-���4�  ���� �����:

σ̂1 =

⎛
⎝nα 0

0 nβ

⎞
⎠ , NG'<'&)O

� +�2��=5 �3�2�� 2� � 2�39�5-  �����1 ����7.F�� . � 2-�+�,- ��+ ������- ��1

0��� 5��H2 . ���

σ̂eqi =

⎛
⎝1/2 0

0 1/2

⎞
⎠ . NG'<'&EO

"7- 9  �++� nα � nβ ���+������� �� -7���=�1 � �� ��3���0�� 29 ����� ��,�39��6

��2-4��39��6 ��3.��0�=�� �-���4�  ����: 〈I1z〉 = (nα − nβ)/2' ����+ �;��0�+1 +5

<))



��-�-;�-4�-+ ������- ��6 2-�+�,- ��6 ��3.��0�=�-6 ��  ����-��H  �#' #�� �58

;�����6 ���+�����-  3-7 σ̂0 ���-� 1/N 1 �  3-7 +�2��=5 �3�2�� 2�  � 2-+5 �� 3-

N �+��39 ��1 ���4�2��3���HF�� �#1 * -7���=- N +' ��>-O'

$  3�,�- #�# +�2��=� �3�2�� 2� σ̂0 ��� 5��-2  � 2�.��-1 � ��2���+ �-��5-

7��  ���� N���2��5O ����7.2 . � ��33-�2����+  ��43-2��+  � 2�.���1 � � 2�39�5-

 ���5 * � 2-�+�,- ��+ ������- ��' �3-7���2-39��1 � @2�6  �2��=�� 73. σ̂0 +�>��

0��� �29 � 0--+�����+ ;�0� -:

σ̂0 =
1

N
σ̂S1,2 ⊗

K∏
i=3

σ̂eqi , NG'<'&BO

47- +�2��=� �3�2�� 2� σ̂S1,2 �+--2 2�39�� ,-25�- �-��3-�5� @3-+-�2�:

{
σ̂S1,2

}
αβ,αβ

=
{
σ̂S1,2

}
βα,βα

= 1/2,
{
σ̂S1,2
}
αβ,βα

=
{
σ̂S1,2

}
βα,αβ

= −1/2. NG'<'<%O

$��;F- 4����.1 ��7 σ̂0  �F- 2�-��� 0��� �2 �2 2��� �����-2��4� @� �-��+-�2�'

��3-- ���-7-��-  ������6  � 2-+5 ;�7-2 �7�;�� ��� 5��29 �  �; 2�-���+ ;�0� -

 ������4� 4�+�392������ NG'<'&GO1 � ��2���+ +�2��=� �3�2�� 2�  � 2-+5 �+--2 ��7:

ρ̂0 = T̂−1σ̂0T̂ , ρ0
ij =

∑
kl

σ0
kl〈i|kZeem〉〈lZeem|j〉, NG'<'<&O

07- 9 T̂ * +�2��=�  �; 2�-��5� �-�2���� 4�+�392������ NG'<'&GO1 |i〉1 |kZeem〉 *  � 2�8

.��.  �; 2�-���4� � 0--+�����4� ;�0� ��1  ��2�-2 2�-���' J2� /��+�3� ��0��3.-2

��  ,�2�29 �� -3-��� 2�  �; 2�-��5�  � 2�.��6 � ��3- Bpol N7��4���39�5- @3-+-�8

25 ρ̂0O1 � ��4-�-�2�� 2� +->7� i8+ � j8+  � 2�.��.+� N�-7��4���39�5- @3-+-�25

ρ̂0O'

�0 3�2-��2��5 �0�- 2�� PD(1 DG1 DDQ1 ,2� � �;F-+  3�,�- ��� ���4�2��3-��� �#

�� �-7 2��+ ��+�,- ��� �-��=�6 ��0����H2 �- 2�39�� �-������- �5- �� -3-��� 2�

 �����5�  � 2�.��61 �� � ��4-�-�2�� 2� +->7� ��+�' J2� ���� ��7�2 � 2�+  3�,�-1

- 3�  �; 2�-��5- .7-��5-  �����5-  � 2�.��. � ��7�5� �-�4-�2�� � ���7��2�� �-8

��=�� �23�,�H2 . PD(1 DG1 DDQ' ��� ;�7-2 ����0��� ��>-1 @��3H=�. ��4-�-�2�� 2-6

.�3.-2 . �3H,-��6 73. �-�-�� � �# � ���-7-3.-2 �����2-���- ��-+. �-�-�� � ��8

3.��0�=��'

�2�;5 ����0�- 2�  �++�������- �� � -+ N �+��39 �+ ��-7-+ +�2��=� �3�28

�� 2� ρ̂ � ���-7-3�+ -- @3-+-�25 �  �; 2�-���+ ;�0� - 4�+�392������ NG'<'&GO' 	-

7��4���39�5- @3-+-�25 7�H2 �� -3-��� 2�  �����5�  � 2�.��61 � �-7��4���39�5-

<)E



* ��4-�-�2�� 2� +->7� ��+� ��� t = τp' #� 3- N �+��39 �� �� -3-��� 29 pi i84�

 � 2�.��. �����:

pi(t = τp) = ρii(t = τp) = Nρ0
ii, NG'<'<<O

� 73. ��4-�-�2�� 2-6 +�>�� 0��� �29

ρij(t = τp) =

N∑
k=1

ρ0
ij exp

2πi(k − 1)νijτp
N

. NG'<'<CO

J2� /��+�3� ��� 5��-2 @��3H=�H ��4-�-�2�� 2-6 � ��7- �-���7� ���4�2��3-��.

�#1 �� ��39�� ��4-�-�2�� 2�1 �;��0�HF�- . �� 3- ��>7�4� �+��39 � � +�+-�25

��-+-�� N%1 δτ 1 <δτ 1 . . .1 (N − 1)δτ 1 47- 0�7-�>�� +->7� �+��39 �+� δτ ����� τp/NO1

��,���H2 � =�33�����29  ,� 2�2�+� νij = (Ej−Ei)/h1 ������=����39�5+� ��0�� 2�

@�-�4�6 Ej � Ei j84� � i84�  �����5�  � 2�.��6' ���  3-7�-2 �0 �����-��6 NG'<'&DO1

NG'<'&BO � NG'<'<<O1  3-7 ρ̂ ���-� -7���=-' "7- 9 � 7�3-- +5 ��3�� 29H ��-�-;�-4�-+

 ������6 �-3�� �=�-6 �  ,�2�-+1 ,2� �+��39 5 �� 2�39�� ����2��-1 ,2� +�>�� ��38

�� 29H � �3H,�29 �0 ��  +�2�-��.  ������H @��3H=�H � ��7- ��>7�4� �+��39 �'

J2�  ����-73���1 �����+-�1 �  3�,�- !#�8@� �-��+-�2��1 47- �# �;��0�-2 . ���

�;3�,-���  � 2-+5 ����2��+� �+��39 �+� ��83�0-�� �� +���� -���7��6 K��3-

��-+-�1 � @��3H=������-2 �� +�33� -���7��6 K��3- ��-+-�' �3. �,-�9 �5 ���6

,� 2�25 ���2��-��. �+��39 �� N�����6 1/δτ = N/τpO � N � 1 +�>�� ��3�� 29H

��-�-;�-,9  ������6 @��3H=�-6 +->7� �� 3-7���2-39�5+� �+��39 �+� � 0�+-��29

 �++�������- � NG'<'<CO ��2-4��������-+:

ρij(t = τp) =
Nρ0

ij

τp

τp∫
0

e2πiνij(τp−t)dt =
Nρ0

ij

2πiνijτp

(
e2πiνijτp − 1

)
. NG'<'<(O

J2� /��+�3� ��� 5��-2 ��7��3-��- ��4-�-�2�� 2-6  �� 2�+ ��-+-�� ���4�2��3-8

��. �# τp' $ ;�3-- �;F-+  3�,�- ���4�2��3-��. ��3.��0�=��  0��� .F-6 �2 ��-8

+-��  ���� 29H f(t) �= const N7����. /���=�. ���-7-3.-2 . �� ��2-���3- ��-+-�

0 < t < τp �
τp∫
0

f(t)dt = τpO 0��,-��- ��4-�-�2�� 2� ρij(t = τp) 7�-2 .  �-�2��6 f(t) �

� =�33���HF-6 @� ���-�25 e2πiνijt1 7�+��>-���6 �� ��@//�=�-�2 Nρ0
ij/τp' $� � -�

�����-2�5� ���+-��� +5 ;�7-+ ��  +�2����29  3�,�6 �,-�9 �5 ���6 ,� 2�25 ��8

�2��-��. �+��39 ��1 ��47� ���+-��+� /��+�3� NG'<'<(O' �3. ��0��� ,� 2�2  3-8

7�-2 �>�7�29 �- 9+� �-2�����39�5� 0��� �+� 2-6 �2 ��-+-�� ���4�2��3-��. �#1

<)B



�� ��39�� � @2�6  �2��=�� +�>-2 �+-29 +- 2� ��� 2���2����. �3� 7- 2���2����.

��2-�/-�-�=�. ��3.��0�=��1 ��>7�-+�6 7��+. �� 3-7���2-39�5+� �+��39 �+�'

$ ��7- �-���7�  ��;�7��6 @��3H=�� 73�2-39�� 2� τe � ��3- ��3.��0�=��  � 2-+5

Bpol �� -3-��� 2�  �; 2�-��5�  � 2�.��6 �- �0+-�.H2 .: pi(t = τp + τe) = pi(t = τp)1

�� ��4-�-�2�� 2� ���7�3>�H2 � =�33�����29  ,� 2�2�+� νij ' ���2�-2 2�-���1 ���

t = τp + τe N2'-' �-�� �-7 2�-��� �-�-7 �-�-�3H,-��-+ ��3.O ��� ����5:

ρij(t = τp + τe) = ρij(t = τp) exp(2πiνijτe). NG'<'<GO

��  ,�2���5- 2���+ �;��0�+ �� -3-��� 2�  � 2�.��6 pi � ��4-�-�2�� 2� ρij .�3.8

H2 . 7��4���39�5+� � �-7��4���39�5+� @3-+-�2�+� +�2��=5 �3�2�� 2� ρ̂ ��3.��8

0�����5� +�3-��3 �-�� �-7 2�-��� �-�-7 �-�-�3H,-��-+ ��3.' ��F- 2�-���1 ,2� �

��7��3.HF-+ ;�39K�� 2�-  3�,�-� �-�;��7�+ �,-2 2�39�� ��4-�-�2�� 2-6 +->7�

 � 2�.��.+�1 �����2-��0�HF�+� . �7������5+� 0��,-��.+� Z8���-�=�� ��3��4�

 ���� Iz' J2� �;� 3��3-��1 ��8�-��5�1 �,-�9 ;�39K�6 ,� 2�2�6 νij 73.  � 2�.��6  

��0�5+� Iz N�����+-�1 ���3� ( �qr 73. ���2���� �  3�;�+ ��3- %'& klO1 2�� ,2�

��4-�-�2�� 2� ��3�� 29H � �-7�.H2 . 0� ���-,��- ��-+. ���4�2��3-��. �#' $�8

�2��5�1 Iz .�3.-2 . ?����K�+A ����2��5+ ,� 3�+1 � ��@2�+� �0+-�-��- ��3. �5058

��-2  +-K�����- 2�39��  � 2�.��61 �����2-��0�HF�� . �7������5+ 0��,-��-+ Iz'

��� ;�7-2 ����0��� ��>-1 �� -3-��� 2�  � 2�.��6 � ��3- �-4� 2��=��  �-�2�� �1

 ��2�-2 2�-���1  �+�  �-�2�5  �39�� 0��� .2 �2 �->�+� �-�-�3H,-��. ��3.'

#-�-�3H,-��- ��3.  �-3�,��5 Bpol 7� B0 2��>-  �F- 2�-��� �3�.-2 �� ��;3H7�8

-+�H ��3.��0�=�H' "7- 9 +5 �4����,�+ . 2�39�� ��  +�2�-��-+ 7��� ��-7-39�5�

 3�,�-� �7��;�2�,- ��4� � ��-0����4� �-�-�3H,-��. ��3. Bpol → B0' $ �;F-+  3�8

,�- 73. ��� ���. @//-�2��  ��,�� ��3. 2�-;�-2 . ,� 3-���- �-K-��- �����-��.

�����33. 73. +�2��=5 �3�2�� 2�  � 2-+5 ρ̂  0��� .F�+ �2 ��-+-�� 4�+�392���8

���+1 �� ��39�� � ��7- �0+-�-��. ��3. +-�.H2 . ,� 2�25 ��-=-  ��  ����� νi'

#� ��39�� ��-��2�� Îz ��++�2���-2  4�+�392������+ � �-3�,��� Iz  �����.-28

 .1 +�>�� �-K�29 0�7�,� �27-39�� 73.  � 2�.��61 �����2-��0�HF�� . �7������5+

Iz' �����+-�1 73. 2�-� ������6  � 2-+5 �� -3-��� 2�  � 2�.��6  Iz1 ����5+ ±3
2

N|ααα〉 � |βββ〉O1 � 2�H2 . �-�0+-��5+� � ��7- �-�-�3H,-��. ��3.1 � 2� ��-+. ���

+->7�  � 2�.��.+�  Iz = ±1
2
���� ��7�2 �-�-�� ��-7-3-��- �� -3-��� 2-6  � 2�.8

��6 � ��4-�-�2�� 2-6 +->7� ��+�'

<E%



#�� �7��;�2�,- ��+ N+-73-���+O �->�+- �-�-�3H,-��. ��3. �� -3-��� 2�  �8

 2�.��6 ?� �-��H2A  3-7���29 0� �0+-�.HF�+� .  � ��-+-�-+  � 2�.��.+�' �3-7�8

��2-39��1 73. ����>7-��. �� -3-��� 2-6 � ��3- �-4� 2��=��  �-�2�� �-�;��7�+�

����-3�����29  � 2�.��. |ihf〉 � ��3- B0   � 2�.��.+� |i〉 � ��3- Bpol' �� -3-���8

 2� Pi  � 2�.��6 |ihf〉  ����7�H2  pi NG'<'<<O1 ���-7-3-��5+� � ��3-  �07���. �#'

����-3.=�.  � 2�.��6 �0��,�-21 ,2� 73.  � 2�.��6  �7������5+ 0��,-��-+ Iz ��8

 -3-��� 29 �5 K-4� �� @�-�4��  � 2�.��. � ��3- Bpol  ����7�-2  �� -3-��� 29H

�-���-4� �����. @�-�4�� � ��3- B01 �� -3-��� 29 �2���4� �� @�-�4��  � 2�.��. �

��3- Bpol *  �� -3-��� 29H �2���4� �����. @�-�4�� � ��3- B0 � 27' 
���+�39��-

��-+. τfv �7��;�2�,- ��4� �-�-�3H,-��. ��3. +�>�� 4��;� �=-��29 ��� τfv > Jij

PC%Q' �7����1 � �.7-  3�,�-� 2�-;�-2 . ;�3--  �39��- �4����,-��- ��  ���� 29 �0+-8

�-��. ��3.1 � � �;-��� 2�1 - 3� ��3-  � ��-+-�-+ +-�.-2 . �-3��-6�5+ �;��0�+ �3�

��� ��3�,�� ��2��-�- -,-��6 .7-��56  �����5� ��7�����-6 � ��3.� +->7� Bpol �

B0' $ �� 3-7�-+  3�,�- �-�;��7�+� �5��3�-��- � 3���. �7��;�2�,�� 2� � 2�+ ,� 8

3- � � ���- 2�� 2� 2�,�� ��2��-�- -,-��. �����-6' #�� �7��;�2�,- ��+ �->�+-

�-�-�3H,-��. ��3. �,-2 ��4-�-�2�� 2-6 �- �F- 2�-�-�1 �� ��39�� ��� �0+-�-���

��3. ��� � =�33���H2  ,� 2�2�6 νij(t)1 ��2���. 0��� �2 �2 ��-+-��:

ρij(τp + τe + t) = ρij(τp + τe)

t∫
0

exp(2πiνij(τ))dτ. NG'<'<DO

�+-K�����. �� -3-��� 2-6  � 2�.��6 � ��4-�-�2�� 2-6 ��� @2�+ �- ��0����-2' #�8

@2�+� ��4-�-�2�� 2�1 �;��0�HF�- . � ��3- Bpol1 �- �3�.H2 �� �� -3-��� 2� � ��3-

�-4� 2��=��  �-�2��� �# � ��3- B0'

$�-0����- �-�-�3H,-��- ��3. ��7��0�+-��-21 ,2� �+--2 +- 2� �-0��6  ��,�� ��8

3.1  3-7���2-39��1  ������. @��3H=�. �- � �-��-2 ����0�62� 0� ��-+. τfv' ����+

�;��0�+1 73. ��3�,-��. �� -3-��� 2-6  � 2�.��6 � ��3- �-4� 2��=�� �#  3-7�-2

 ���-�2�����29 +�2��=� �3�2�� 2� � ��3- Bpol ��  � 2�.��.  �39��4� ��3. B0' ��8

47� @3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� �  �; 2�-���+ ;�0� - ��� t = τp + τe + τfv �+-H2

��7:

ρij(t = τp + τe + τfv) =
∑
k,l

〈ihf |k〉〈l|jhf〉ρij(t = τp + τe). NG'<'<)O

�� -3-��� 2�  � 2�.��6 � ��3- B0 .�3.H2 . 7��4���39�5+� @3-+-�2�+� ρ̂(t = τp +

τe + τfv)' �3. �0�- 2��6 +�2��=5 �3�2�� 2� ρ̂(t = τp + τe + τfv) +�>�� ��  ,�2�29

<E&



��2-4��39��H ��3.��0�=�H 〈Iiz〉 ��>7�4�  ���� ���  �-7�-- 0��,-��-  ��2�-2 2��8

HF-4� ��-��2��� Îiz:

〈Iiz〉 = Tr
{
Îizρ̂(t = τp + τe + τfv)

}
. NG'<'<EO

�����+-�1 �  3�,�- 2�-�  3�;�  �.0���5�  ����� � ��3- �-4� 2��=�� �# N ������.

 � 2-+� 2��� c\{O ��2-4��39�5- ��+�4��,-��� 2�  ����� 0��� 5��H2 . ���:

〈I1z〉 =
Pααα + Pααβ + Pαβα + Pαββ − Pβαα − Pβαβ − Pββα − Pβββ

2
, NG'<'<BO

〈I2z〉 =
Pααα + Pααβ − Pαβα − Pαββ + Pβαα + Pβαβ − Pββα − Pβββ

2
,

〈I3z〉 =
Pααα − Pααβ + Pαβα − Pαββ + Pβαα − Pβαβ + Pββα − Pβββ

2
.

$ ;�3-- �;F-6  �2��=�� ���3�2�,- ��- ��  +�2�-��- 0�7�,� �-��0+�>�� � 2�-;�-2 .

,� 3-���- �-K-��- �����-��. �����33. 73. +�2��=5 �3�2�� 2� ρ̂  0��� .F�+ �2

��-+-�� 4�+�392������+'

*���� ��3(�+���� ��� ��(�, � �����
������ ������

��  +�2��+ @//-�25 �-�-�� � ��3.��0�=�� � ���;�3-- ��� 25� 7���8 � 2�-� ��8

����6  � 2-+��' #� ��39�� 73.  � 2-+5 7���  �.0���5�  ����� ��0+�>�� ���3�8

2�,- ��- �-K-��- 0�7�,�1 ��� ��0��3�2 ��3�,�29 ���2-��6 �-�-�� � �# � � 2���8

��29 �����2-���- ��-+. �-�-�� �' ��  +�2�-��- 2�-� ������6  � 2-+5 ��-7 2��3.-2

��2-�- ��  3-7�HF�+ ���,���+' $�8�-��5�1 � 2�-� ������6  � 2-+- �+--2 +- 2�

��2��-�- -,-��- .7-��5�  �����5� ��7�����-6 � ��3-1 �23�,��+ �2 ��3.' �3-7�8

��2-39��1 � @2�+ ��3- +�>�� �>�7�29  �-=�/�,- ��� � �;-��� 2-6 �-�-�� � �#'

$�8�2��5�1 +�7-3�������- �-�-�� � ��3.��0�=�� � 2�-� ������6  � 2-+- ��0��3.-2

� 2�����291 ��0+�>-� 3� �-�-�� �# +->7� .7��+� �  �2��=��1 ��47� ��.+�-  ���8

 ������- �0��+�7-6 2��- +->7� ��+� �2 �2 2��-21 ��  ���5  �.0��5 =-��,��6 �0��8

+�7-6 2��HF��  �����1 ��>756 �0 ��2��5�  �39��  �.0��  �  ���+�  � -7.+�' J2�

��>�� 73. �;S. �-��. @//-�2�� �-�-�� � ��3.��0�=�� �� 7�3-��- .7��1 ��2��5-

+�>�� ��;3H7�29 �  3�,�- !#� P<E(Q � #�# PDC1 <EGQ' $82�-29��1 73. 2�-� ����8

��6  � 2-+5 +�>�� ��  +�2�-29 @//-�25 �-�-�� � #�#  7���  �����1 �0��,�39��

�����73->��K�� +�3-��3- ������7���7�1 �� 2�-2�6  ���'

�� 2-+� 7���  �.0���5�  �����' #��+-+ �� ���+���- ��,�3�- ��4-�-�2�� 2-6

PD(1 DG1 DDQ' �3. 7��� ������6  � 2-+51 ���4�2��3-���6 �  � 2�.���1 0�7����+ +�28

<E<



��=-6 �3�2�� 2� NG'<'(O1 ��0����-2 ��4-�-�2�� 29 +->7�  �; 2�-��5+�  � 2�.��.+�

|2〉 � |3〉 � ;�0� - NG'<'GO:

ρ0
23 =

1

2
sin 2θ(nαβ − nβα). NG'<'C%O

��4-�-�2�� 29 ρ0
23 � =�33���-2  ,� 2�2�6

ν23 =
E3 − E2

h
=
√
J2

12 + δν2 NG'<'C&O

� -- @��3H=�. � ��7- ���4�2��3-��. �  ��;�7��6 @��3H=�� �# ��� 5��-2 . /��8

+�3�+� NG'<'<CO1 NG'<'<(O � NG'<'<GO' ��� �2+-,�3� 9 �5K-1 ��3�,�- ��4-�-�2�� 2�

�- �F- 2�-��� ��� �7��;�2�,- ��+ �-�-�3H,-��� ��3.' #�@2�+� ��  +�2��+  3�8

,�6 ��-0����4� �-�-�3H,-��. ��3.1 ��47� @3-+-�25 +�2��=5 �3�2�� 2� � ��3- �-8

4� 2��=�� �# 7�H2 . �5��>-��-+ NG'<'<)O1 � �-0�392�2- ��3�,�-+  3-7�HF�- �� -8

3-��� 2�  �; 2�-��5� N0--+����5�O  � 2�.��6 �  �39��+ ��3- B0:

P2 = Pαβ = cos2 θp2 + sin2 θp3 + sin 2θRe{ρ23(t = τp + τe)}, NG'<'C<O

P3 = Pβα = sin2 θp2 + cos2 θp3 − sin 2θRe{ρ23(t = τp + τe)}.

	 3� ��-�-;�-,9 @��3H=�-6 ��4-�-�2�� 2� � ��7- ���4�2��3-��. �  ��;�7��6 @��8

3H=�� �# N2'-' �0.29 ����2��- ��  ����-��-  1/J12 ��-+-�� τp � τeO1 ��3�,�-+

ρ23(t = τp + τe) = ρ0
231 �2��7�  3-7�-2

Pαβ = nαβ = n1, Pβα = nβα = n2 NG'<'CCO

�1  3-7���2-39��1

〈I1z〉 = n1 − n2, 〈I2z〉 = 0. NG'<'C(O

����+ �;��0�+1 �-�-�� �# �� �2���6  ��� �2 �2 2��-2' �� ��0����-2 2�39�� �  3�8

,�-1 - 3� � ��4-�-�2�� 2-6 - 29 7� 2�2�,��- ��-+. �� @��3H=�H � ��3- Bpol N2'-' ���

7� 2�2�,�� ;�39K�� ��-+-��� ���4�2��3-��. �  ��;�7��6 @��3H=�� �#O'

����+ �;��0�+1 +�>��  /��+�3�����29 ���2-��6 �-�-�� � �#1 ��2��56 @//-�8

2��-� �  3-7�HF��  3�,�.�: N&O �7��;�2�,- ��- �-�-�3H,-��- ��3.T N<O ��-0����-

�-�-�3H,-��- ��3. ��� � 3����1 ,2� @��3H=�. ��4-�-�2�� 2-6 � �-��-2 ���� ��7�29

� ��7- �-���7�� τp ���4�2��3-��. � τe  ��;�7��6 @��3H=�� �#T NCO ���+->�2�,�56

 3�,�61 ��47� �-�-�3H,-��- ��3. �- .�3.-2 .  2��4� �7��;�2�,- ��+ �  ���5 � �-8

��H2 @��3H=��������29 � ��3- B = Bpol' ��0�+--2 .1 �� � -�  3�,�.� 73. �-�-�� �

<EC



�# �-�;��7�+5+ .�3.-2 . � 3���-  �39��6  �.0�  �����' ��0�5-  �2��=�� +�4�2

�+-29 +- 2� ��� ���9�������� ��-+-���6  �-+5 @� �-��+-�2�' �-6 2��2-39��1 73.

�5��3�-��. � 3���. N&O �-�;��7�+�1 ,2�;5 J12τfv � 1 N4��;�. �=-��� ��-+-�� �7��8

;�2�,- ��4� �-�-�3H,-��. ��3. PC%QO1 73. � 3���6 N<O � NCO 2�-;�-2 . J12τp � 1 �M�3�

J12τe � 1' ����+ �;��0�+1 ���+- � 3���.  �39��6  �.0�  ����� 2�-;�-2 .1 ,2�;5 ��-8

+-�� τp1 τe �M�3� τfv �- ;53� 4���07� +-�9K- �;��2��4� 0��,-��. J12' �3-7���2-39��1

��-+-���.  �-+� ����-7-��. @� �-��+-�2� - 2- 2�-��5+ �;��0�+ ��� �2 7���3��8

2-39�5- �4����,-��. �� @//-�2���� 29 �-�-�� � �# +->7�  �.0���5+�  ����+�1

�2�,�-��56 ���2-��6 ��2���4� +�>��  /��+�3�����29 ���

J12 � δν(B = Bpol), J12(τp + τe + τfv) � 1. NG'<'CGO

$�-+. �-�-�� � �# +�>�� �=-��29 ��� J−1
12 ' ����+ �;��0�+1 �-�-�� ��-7-3-��- ��8

3.��0�=�� � +�3-��3- �- ���� ��7�2 ?+4���-���A1 � 2�-;�-2 ���-,��4� ��-+-��' �28

+-2�+1 ,2� ��-+-�� J−1
12 1 ��� �����3�1 ��+��4� ����,- ��-+-� ���7�39��6 �-3�� �=��

T11 ��2��5-1 �  ��H �,-�-791 �;5,�� ��+��4� ����,- ��-+-� ���  8�-3�� �=�� TCR'

����+ �;��0�+1 �  3�;5� ��3.� 7���+�,- ��6 ��4-�-�2�56 N +' ��>-O +-����0+

�-�-�� � �# 0�  ,-2  �39��6  �.0�  ����� 4���07� @//-�2���--  2��� 2�,- ��4�

���  8�-3�� �=�����4�'

�� �� 'G'C ����0���1 ��� ���� ��7�2 �-��.+�. ��3.��0�=�. �2���4�  ���� ���

�0+-�-��� ��-+-�� ���4�2��3-��. �  ��;�7��6 @��3H=�� �# N��  +�2�-�  3�,�6

��-0����4� �-�-�3H,-��. ��3.1 ��47� ��4-�-�2�� 2�  �F- 2�-��5O' ���,�3� �� 8

 +�2��+  3�,�6 �,-�9 ����2��4� ��-+-�� τp Nν23τp � 1O � �5,� 3�+ �2��K-��-

��7���7��39�5� ��+�4��,-��� 2-6 〈I1z〉 � 〈I2z〉 � ��3��6 〈Iz〉' �0 �����-��6 NG'<'EO1

NG'<'<GO � NG'<'C<O +�>�� ��3�,�29  3-7�HF�- 0��� �+� 2� �2 ��-+-�� τe:

〈I1z〉
〈Iz〉

= 1 − sin2 2θ
1 − cos(2πν23τe)

2
,

〈I2z〉
〈Iz〉

= sin2 2θ
1 − cos(2πν23τe)

2
. NG'<'CDO

$�7��1 ,2� �+-H2 +- 2� � =�33.=�� ��3.��0�=�6 +->7� ��-7-39�5+� 0��,-��.+�:

1 − sin2 2θ � & 73. 〈I1z〉 � % � sin2 2θ 73. 〈I2z〉 N�� 'G'CZO' #� � 2-,-��� ,-2�-�2�

�-���7� N2πJ12τe = π/2O �# �>- � �-��-2 @//-�2���� �-�-�� ��-7-3�29 . +->7�

 ����+�' "7- 9 �- ����0��7�2 . �,-2 �-3�� �=�� N7-/�0������O ��4-�-�2�� 2-61

��2���. 7�3>�� �����7�29 � ��7��3-��H ;�-��6  � ��-+-�-+' $ ��,- 2�- �2���4�

���+-�� ��  +�2��+  3�,�6 τet% � ;�7-+ ���9�����29 ��-+. ���4�2��3-��. �#

<E(



τp �2 �,-�9 ����2��4� Nν23τp � 1O 7� �,-�9 73����4� Nν23τp � 1O' $ @2�+  3�,�-

�-�� �-7 2�-��� �-�-7 �-�-�3H,-��-+ ��3. ��4-�-�2�� 29 �����

ρ23 = sin 2θ
sin(2πν23τe)

2πν23τe

n1 − n2

2
, NG'<'C)O

� �0 /��+�3 NG'<'EO1 NG'<'<(O � NG'<'C<O+�>�� ��3�,�29 0��� �+� 29 ��3.��0�=�� �2

��-+-�� τp:

〈I1z〉
〈Iz〉

= 1− sin2 2θ

2

(
1 − sin(2πν23τe)

2πν23τe

)
,

〈I2z〉
〈Iz〉

=
sin2 2θ

2

(
1 − sin(2πν23τe)

2πν23τe

)
. NG'<'CEO

$ 7����+  3�,�- �# 2��>- �-�-�� �2 . 0� ���-,��- ��-+.1 ��2���- +�>�� �=-��29

��� J−1
12 N�� 'G'C;O'

�� 2-+� 2�-�  �.0���5�  �����' $� � -� ����-7-��5� 07- 9 ���+-��� ��  +�28

����-2 .  ������.  � 2-+� 2�-� ���2����1 � ��2���6 2�39�� �-��56  ��� ��3.��8

0���� �7�39 � � Z1 2�� ,2� ���4�2��3.-+�. �# ��� 5��-2 . +�2��=-6 �3�2�� 2�

NG'<'&DO �� �� ����� ��2-4��39��. ��3.��0�=�. ��7���7��39�5� .7-� ���+�������

�� ��3��H ��3.��0�=�H  � 2-+5 〈Iz〉 N�����H ��3.��0�=�� �-���4�  ���� � �2 �28

 2��� �-�-�� � �#O1  ���5  ,�2�3� 9  3�;�  �.0���5+� � ��3- B0'

#-�-�� �# ��� �7��;�2�,- ��+M��-0����+ �-�-�3H,-��� ��3.' ��  +�2��+ ��8

3-�5- 0��� �+� 2� �# � ��-7��3�>-���1 ,2� � - ��4-�-�2�� 2� ����5 ��3H �-��8

 �-7 2�-��� �-�-7 �-�-�3H,-��-+ ��3. Bpol → B0' J2� ��-7��3�>-��- �- �F- 2�-�8

�� 73.  3�,�. �7��;�2�,- ��4� �0+-�-��. ��3.1 � 73. ��-0����4� �-�-�3H,-��.

��3. ��0+�>�� ��� 73����+ ��-+-�� ���4�2��3-��. ��3.��0�=��' $ ��  +�2����8

-+�6  �2��=�� 73. +�2��=5 �3�2�� 2� �  �; 2�-���+ ;�0� - 4�+�392������ +�>��

0��� �29:

ρ̂(t = τp + τe) = ρii|i〉〈i| = pi|i〉〈i|, NG'<'CBO

2�47� ��� ��-0����+ �-�-�3H,-��� ��3. �� -3-��� 2�  � 2�.��6 � ��3- B0 ����5

Pi = ρii(t = τp + τe + τfv) =
∑
j

〈ihf |j〉〈j|ihf〉pj. NG'<'(%O

��-7��- 0��,-��. ��-��2���� Îiz +�>�� ��  ,�2�29 �;5,�5+  �� �;�+ �� /��+�3-

NG'<'<EO'

�� ,-2�5- ��3-�5- 0��� �+� 2� �#1 ��3�,-��5- 73. �;��� �->�+�� �-�-�3H8

,-��. ��3.1 ����0��5 �� �� 'G'(' $�7��1 ,2� �  3�;5� ��3.� Bpol N47- �5��3�.-2 .
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 "���	��� L6 �� �����	 τe �&� 
 τp �!� � �
����� #���

"����	��� :�"����� "����
����	 ������ "����
 �"
	 ���� L6  �"��+	�� �
	
��� � �����
 $ ��

���� "���	��� "����
���

 ���� L6  "�	��
�	�� �
	
��� 6�������� �������H J12QJ V`� ∆σ12QB�I

aa=� BpolQ/B =>� L6 �"
	�� 	���
����	� 	� "��	�� "����
���
� 〈Iz〉�
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Bpol → B0� L6 /$�� �"
	�  �"��+	�� �
	
�� .$��  "�	��
�	��� J$��  �����	�� �
	
�� ,��

������	�	���
 � "��� Bpol ���	� 	���� 6�������� �������H σ1QJ�B aa=C σ2QJ�I aa=C σ3QF�I aa=C

J12QI V`� J13QN V`� J23Q/I V`� ������� ��������� 	� �	�
"�������	
� ����	�
 � "��� B�.KI >�
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� 3���-  �39��6  �.0�  �����O �2���6 � 2�-2�6  ���5 ����;�-2�H2  �F- 2�-���H

�-��.+�H ��3.��0�=�H' $  �39��+ ��3-1 47-  ���5  3�;�  �.0��51 ��3.��0����

2�39�� �-��56  ���' ��2-�- ��1 ,2� � ��3-��6 0��� �+� 2� ��.�3.-2 . � �;-��� 29

� ��3- %'<BG l1 47- �+--2 +- 2� ��2��-�- -,-��- 7���  � 2�.��6  Z8���-�=�-6 ��38

��4�  ���� Iz = −1
2
' $ @2�+ ��3- ��� �7��;�2�,- ��+ �-�-�3H,-��� ��3. ��.�3.-2 .

� �;-��� 29 � ��7- ? 2��-�9��A1 � ��� ��-0����+ �-�-�3H,-��� * � ��7- ���� �3�

�����3� � ��3-��6 0��� �+� 2�' ����56 �-0�392�2 +�>-2 ;529 ��>-�  2�,�� 0�-8

��. ��2-���-2�=�� � �;-��� 2-6 � @� �-��+-�2�39�5� ��3-�5� 0��� �+� 2-6 !#�1

��;3H7�HF�� . � ��3.� (%8(%% kl1 ��2��5- �-��0+�>�� �;S. ��29 ��� ��+�F�

�0�- 2�5� +-����0+��  ��43-282���3-2��6 ����-� �� � �# N +' ��07-3 G'<'(O'

� �;-��� 2�1 �50����5- ��2��-�- -,-��-+  �����5� ��7�����-6 ��0����H2 �08

0� 2�4�1 ,2� � ��3- ��2��-�- -,-��. �-��2��5- �0 ��@//�=�-�2��  +-K�����.  �8

 2�.��6 〈i|jZeem〉 � 〈i|jhf〉 ��-2-��-��H2 �-0��-  2��-�,�2�- �0+-�-��- N�� 2 3�;�

�+-�9K-��-O' $ �7��;�2�,- ��+  3�,�- 7-2-�2���-+�. �# ;�7-2 .�3.29 . /���=�8

-6 2�39�� 〈i|jZeem〉1 2���+ �;��0�+1 � ��3-��6 0��� �+� 2� �# ;�7-2 ��;3H7�29 .

 2��-�,�2�. � �;-��� 291 ��� ��-0����+ �-�-�3H,-��� ��3. �-0�392�2 0��� �2 �2

�;��� ��@//�=�-�2�� 〈i|jZeem〉 � 〈i|jhf〉1 ��@2�+� ��0����-2 ;�3--  3�>��. ��3-��.

0��� �+� 29 �#  ����+� 3�;� �����3�+�'

�����7-��- ��2-4��39�5� ��3.��0�=�6 �-���4� � 2�-29-4�  ����� 73. �,-�9  3�8

;�4� Bpol ��� �7��;�2�,- ��+ �-�-�3H,-��� ��3. �-  3�,�6��1 ,2� ��72�-�>7�-2 .

���3�2�,- ��+ �� ,-2�+' $  3�;5� ��3.�1 ��47� ��0��=-6 0--+����5� @�-�4�6  ��8

��� +�>�� ��-�-;�-,9 ��  ����-��H  �  ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�1 +�>��

���3�2�,- �� 7��4���3�0���29 4�+�392�����  � 2-+5 � ��3�,�29 �5��>-��. 73.

�# .7-�1 ��2��5- 07- 9 +5 �����7�29 �- ;�7-+'

�,-��7��1 ,2� 73. �-�-�� � �# � /��+�������. � �;-��� 2-6 � �;3� 2� ��2��-8

�- -,-��. .7-��5�  �����5� ��7�����-6 2�-;�-2 . ���-,��- ��-+.1 ���-7-3.-+�-

�����2-��5+ ��-+-�-+ @��3H=�� ��4-�-�2�� 2-6' ��  +�2��+ ��7��;�-- ���-2���

�-�-�� � ��3.��0�=�� 73. 2�-� ������6  � 2-+5'

���-2��� �-�-�� � �#' ��� �2+-,�3� 9 ���--1 2�39�� 3�K9 �5��3�-��. � 3���.

 �39��6  �.0� �-7� 2�2�,�� 73. �-�-�� � �#1 73. ��3.��0�=�� �2���4� � 2�-29-4�

 ����� 2��>- 2�-;�-2 .1 ,2�;5 ��3��- ��-+. ����-7-��. @� �-��+-�2� τp + τe + τfv

;53� ;�39K- �3� ���.7�� �;��2�5� �-3�,��  ���8 �����5� �0��+�7-6 2��61 2���+
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�;��0�+ @//-�2���� 29 �-�-�� ��-7-3-��. �# � +�3-��3- 7�3>�� ���7���39�5+

�;��0�+ 0��� -29 �2 ��-+-���6  �-+5 @� �-��+-�2�'

���-- +5 ��-�-;�-4�3� � -+� ��4-�-�2�� 2.+� �-�� �-7 2�-��� �-�-7 �-�-�3H8

,-��-+ ��3.1  ,�2�.1 ,2� ��� � ,-0�3�1 �����+-�1 � 3-7 2��- ;�39K�4� ��-+-�� ���8

4�2��3-��. τp' ����- ��-7��3�>-��- � -47� 7��� 2�+� ��� �7��;�2�,- ��+ �->�+-

�-�-�3H,-��. ��3. N��47� ��4-�-�2�� 2� �- �F- 2�-��5O1 �� �- ��� ��-0����+ �-8

�-�3H,-��� ��3.' ����+ �;��0�+1 � �7��;�2�,- ��+  3�,�- +�>��  ,�2�291 ,2� ��-8

+-�-+ �-�-�� � �# .�3.-2 . ��-+. τfv1 � 73. ��-0����4� �-�-�3H,-��. 2�-;�-2 .

��  +�2�-��- @��3H=�� ��4-�-�2�� 2-6 � ��3- ���4�2��3-��. �#'

#�� ��-0����+ �-�-�3H,-��� ��3. 2�-;�-2 . �,-2 @��3H=�� ��4-�-�2�� 2-6 �

��3- Bpol' $ @2�+  3�,�- 73. �� -3-��� 2-6 Pi  � 2�.��6 � ��3- �-4� 2��=�� �#

+�>�� 0��� �29:

Pi =
∑
j,k

〈ihf |j〉〈k|ihf〉ρjk(t = τp + τe) NG'<'(&O

=
∑
j

|〈ihf |j〉|2ρjj(t = τp + τe) + 2Re

{∑
j<k

〈ihf |j〉〈k|ihf〉ρjk(t = τp + τe)

}
.

�3. 2�-� ������6  � 2-+5 @��3H=�. ��� 5��-2 . 7� 2�2�,�� �-;�39K�+ ,� 3�+

,� 2�2' �2�;5 7���3��2-39�� ���� 2�29 0�7�,�1 ;�7-+  ,�2�291 ,2� ��3- Bpol ��8

 2�39��  3�;�-1 ,2� � �-+ +�>�� ��-�-;�-,9 ��0��=-6 0--+����5� @�-�4�6  �����

��  ����-��H  �  ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�' J2� � 2�,�� 2�  ����7�-2  

� 3���.+� @� �-��+-�2�� l�ihg N�2 ��43�6 ��4� l�`Za iUVV_aZ`IU^ hs_Y`VUmYUsgO1

� ��2��5�1 ��� �0�- 2�� P&CG1 <ED1 <E)1 <EE1 <EBQ1  ������. ��3.��0�=�. ��4-�-�2�5+

�;��0�+ @//-�2���� �� ��-7-3.-2 . ��  � 2-+-  �.0���5�  �����' $ �5;����5�

��+� � 3���.� 4�+�392�����  � 2-+5 +�>-2 ;529 7��4���3�0���� ���3�2�,- �� �

+�4�2 ;529 ��67-�5 -4�  �; 2�-��5- 0��,-��. N +'1 �����+-�1 ��;�2� P<B%QO' $ @2�+

 3�,�- - 29 2�39�� 2�� ��0+�>�5� ,� 2�25 ����2��5� ;�-��6 N��2��5- �7������5

73. �;��� ��7�� �+;3-6  Iz = ±1
2
O1 ����5-

ν12 =
|Σ + Λ|

2
, ν13 =

|Σ − Λ|
2

, ν23 = Λ, NG'<'(<O

47-

Σ = J12 + J13 + J23, Λ =
√

Σ2 − 3Γ2, Γ2 = J12J13 + J12J23 + J13J23. NG'<'(CO

<EB
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� "��� Bpol → B0  �	���"	��� D�� �&� τp ��
������ ���	� ������ #�� �b� τe = 0�

6�������� �������H J12QR V`� J13QG V`� J23Q/B V`� � "��� Bpol ��
������� ��� |Jij | � |δνij |�
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��+�1 �-�-�� �# �2 �2 2��-2' #-�-�� ��-7-3-��- ��3.��0�=�� ��0+�>��1 2�39��

- 3� ��2. ;5 �7�� �0 ��-+-� τp �3� τe .�3.-2 . 7� 2�2�,�� 73���5+ 73. ��0��2�.

 ������6 7���+��� � ��3- ���4�2��3-��. ��3.��0�=�� N�� 'G'GO' #�� ���3�0- ��8

�-2��� �-07-  ,�2�-2 .1 ,2� �-�-�3H,-��- ��3. .�3.-2 . ��-0���5+' ��  +�2��+

 3�,�� �,-�9 ����2��4� τpt% � �0+-�.HF-4� . τe N�� 'G'GZO � �-�-+-���4� τp � τet%

N�� 'G'G;O'

$ �-���6  �2��=�� +5  ,�2�3�1 ,2� ��-+. τp ;53� �,-�9 ����2��+ 73. ��0��8

2�.  ������6 @��3H=�� � ���=-  - ���4�2��3-��. �#: νijτp � 1 73. 3H;5� i � j

N?+4���-���-A ���4�2��3-��- ��3.��0�=��O1 � �  3-7���3� 0��� �+� 29 �# �2 ��-8

+-��  ��;�7��6 @��3H=�� N�� 'G'GZO' �0��,�39�� ��3.��0���� 2�39�� �-��56  ���1

� 7�� 7��4�� ����;�-2�H2 �# 2�39��  � ��-+-�-+' #� ��39�� ���-2��� @��3H=��

��3.��0�=��  � 2��2 �0 ��;��� � =�33���HF�� /���=�61 ���=-  �-�-�� � �# .�8

3.-2 . ��4-�-�2�5+1 � �23�,�- �2  2��� 2�,- ��6 ���  8�-3�� �=��' $�7��1 ,2� �#
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�����$

�
���� ����������� � ���	
�
 �������
� ������

$ 7����+ ��07-3- ;�7-2 ��-73�>-� ���56 +-2�7 ��07-3-��.  �����5� ���.7��� �

 �-�2��� �
� +��4� �����5�  � 2-+ ��� ��3�,�� �-������- ��6  ������6 ��3.��8

0�=��' ���,�3� � 7-2�3.� ;�7�2 ��  +�2�-�5 ����=��5 +-2�7� 73.  3�,�. 2�-� ��8

C&&



����6  � 2-+51 0�2-+ ;�7-2 �; �>7-�� -4� ���+-�-��- � �;F-6  � 2-+- N  �����1

�����-=1 ;�7-2 ��  +�2�-�� !#�1 ��0����HF�. ��� /�2�3�0- =��3�,- ��� �-2����

�  3�;5� +�4��2�5� ��3.�1 @� �-��+-�2�39�5- 7���5- 73. ��2��5� ;53� ��3�,-8

�5 � ���;�7��+ ����-� �2-2- 
-�3��� N�-�+���.O �' $' X���� ��61 �' 
�0-3-+ �

!'8
' ��2�+'

*���� /&'�� ��(��� N �3����������(8'�� �
����

��  +�2��+ ��2�=����5- ����5- * 0��� �+� 2� ��2-� ���� 2� 3���. �
�8 �-8

�2��� �2 �43� ������2� ��+�4��,-��� 2� ϕ * 73.  � 2-+5 N  3�;�  �.0���5� � ��3-

�-4� 2��=�� �
�8 �-�2��  ����� 1
2
' "7- 9 ;�7�2 �  3-7���29 . 2�39�� �-������- 8

�5-  � 2�.��. �-���4� ��7� �� �3�  �/���=�� J�� 2� P&CGQ1 73. ��2��5� �2 �2 2��8

H2 ��4-�-�2�� 2� +->7�  � ; 2�-��5+�  � 2�.��.+�  � 2-+51 2�� ,2� -- +�2��=�

�3�2�� 2� ρ̂ 7��4���39�� � ;�0� -  �; 2�-��5�  � 2�.��6 4�+�392�����  ������6

 � 2-+5' $ �;F-+  3�,�- �# N�-������- �5- �� -3-��� 2�  � 2�.��6O N8 ������6

 � 2-+5 ���-7-3.-2 . �- 2�39�� ��;���+ ��2-4��39�5� ��3.��0�=�6 � -� .7-�

〈Îαz〉 = Tr{Îαzσ̂}, (α = 1, . . . , N) NG'C'&O

� �0��+��6 ���-�2�=�-6 73. ��>7�6 ���5  ����� N+�392��3-2��. �#O

〈Îαz Îβz〉 = Tr{Îαz Îβzσ̂} (α, β = 1, . . . , N, α �= β), NG'C'<O

�� � �-������- ��6 �0��+��6 ���-�2�=�-6 ;�39K-4� ,� 3�  �����' "7- 9 Îαz * ��-8

��2�� ���-�=�� α84�  ���� �� � 9 Z' ����+ �;��0�+1 ���+- 〈Îαz〉 � 〈Îαz Îβz〉  3-7�-2

2��>- ���-7-3�29  3-7�HF�- �-3�,��5:

〈Îαz Îβz Îγz〉 = Tr{Îαz Îβz Îγzσ̂}, α, β, γ = 1, . . . , N, α �= β �= γ NG'C'CO

〈Îαz Îβz Îγz Îδz〉 = Tr{Îαz Îβz Îγz Îδzσ̂}, α, β, γ, δ = 1, . . . , N, α �= β �= γ �= δ,

. . .

〈Î1z Î2z . . . ÎNz〉 = Tr{Î1z Î2z . . . ÎNzσ̂}.

�3. +�392��3-2��4� @//-�2� k84� ���.7�� N�0��+��. ���-�2�=�. k  �����O  �F-8

 2��-2 Ck
N ��03�,�5� ��+;���=�6 ��7� NG'C'CO N07- 9 Ck

N * ;���+��39�5- ��@//�8

=�-�25O' 
-2�7 ���-7-3-��. �-3�,�� NG'C'&O1 NG'C'<O1 NG'C'CO � @� �-��+-�2�� ;�7-2

����-7-� ��>-'

C&<



�3.  � 2-+  3�;�  �.0���5�  ����� 1
2
 �; 2�-��5-  � 2�.��. 4�+�392������ +�8

4�2 ;529 ������2-��0����5 ��;���+ ����2��5� ,� -3 ��7���7��39�5� .7-� N� �+-�8

��1 �� ���-�=�.+� �� � 9 ZO' "7- 9 2��>- ;�7-2  ,�2�29 .1 ,2� ��0;�>7-��-  � 2-+5

��8�+��39 �+ �- -3-�2���� 73. � -� .7-��5�  �����5� �-�-��7�� ∆〈Iz〉 = ±1' �3.

 � 2-+5 N  3�;�  �.0���5�  ����� 1
2
1 ��0;�>7�HF�� . �- -3-�2���5+ �+��39 �+1

��2-� ���� 29 3����1  ��2�-2 2��HF-6 �-�-��7� |i〉 → |j〉 7�-2 . �5��>-��-+ NG'&'&O

P&CG1 <(<Q' ��43� �� @2�6 /��+�3-1 ��2-� ���� 29 0��� �2 �- 2�39�� �2 ��0�� 2�

�� -3-��� 2-6 �����-6 |i〉 � |j〉1 �� � �2 ��0�� 2-6 �� -3-��� 2-6 73. � -� ?����38

3-39�5�A �-�-��7��' 
�>�� ����0�291 ,2� �5��>-��- NG'&'&O 73.  3�,�. N8 ������6

 � 2-+5 +�>-2 ;529 0��� ��� ��� �.7 ���9-1  �7-�>�F�6 N  ��� ��7�39�5� ,3-8

���:

Li→j(ϕ) =

N∑
n=1

A
(n)
i→j sinnϕ. NG'C'(O

�+�3�2�75 4��+���� A(n)
i→j +�>�� ��62� ��� ��@//�=�-�25 ��03�>-��. ���9- 73.

�-���7�,��6 /���=�� Li→j(ϕ)' $5��>-��. 73. ��2-� ���� 2� �
�83���� �� n86

4��+����- * A(n)
i→j * �����7�2 . � #��3�>-��� 	' "��� �+� 29  �-�2��� �2 �43� ��8

����2� ��+�4��,-��� 2� NG'C'(O 73. �-������- �5�  � 2-+ +�>�� ��-7 2���29 ���

7��+-���H: �-���6 ����7���2�6 .�3.-2 . ,� 2�2� �  �-�2�- �
�1 � �2���6 * ��+-�

4��+����� n' ����+ �;��0�+1 ��,�39�56 0��� .F�6 �2 ϕ  �-�2� N8 ������6  � 2-8

+5 +�>�� ��03�>�29 � ��;�� N  �-�2��� �� ��0�5� 4��+������' "7- 9 ��>�5+

+�+-�2�+ .�3.-2 . 2�1 ,2� +�392�3-2��. �# k184� ���.7�� NG'C'CO �- 7�-2 ��3�7��

� k28H 4��+�����1 - 3� k2 > k1' #�@2�+� N8�. 4��+�����  �7-�>�2 ��3�75 2�39��

�2 +�392��3-2��6 ��3.��0�=�� N84� ���.7�� 〈Î1zÎ2z . . . ÎNz〉1 ��3.��0�=�. (N −1)84�

���.7��1 2���+ �;��0�+1 +�>-2 ;529 ���-7-3-�� �0  �-�2�� �� (N −1)86 4��+����-1

��3.��0�=�. (N − 2)84� ���.7�� ���-7-3.-2 . �0  �-�2�� �� (N − 2)86 4��+����-

� 27' $ �-0�392�2-1  �-7��- 0��,-��. � -�  �����5� ���.7��� +�>�� ��0�-K�29 0�

 ,-2 �-�-��7� �� �2���- �0+-�-��-' ����+ �;��0�+1 �0 ���3�0�  �-�2��� �� � -�

4��+������ 1 ≤ n ≤ N +�>�� ���-7-3�29 � - �-3�,��5 NG'C'&O1 NG'C'<O1 NG'C'CO1 ��2�8

�5- ��0��3.H2 ��3�� 29H ������2-��0���29  �-�2�5 �#' �����+-�1 �  3�,�- !#�

@2� +�>-2 ;529 ��3-0�� 73. ���-7-3-��. ��� 2��2 ��$1 g8/��2���� � �;+-��5�

�0��+�7-6 2��6 � ����2��>���F�� ��7���3��'

��07-3-��-  �����5� ���.7��� 2��>- ��0+�>�� ��� ��+�F� +-2�7��1 ��-73�8

C&C



>-��5� ��K-��+ �  ���2���+� P<(CQ � ���2-6��+ �  ���2���+� P<ECQ 73. 7��� ��8

����6  � 2-+5' �  �>�3-��H1 7���5- +-2�751 � �23�,�- �2 ��0����-+�4� 07- 9 ��78

��7�1 �- .�3.H2 . �;F�+� �  2��7�+ +�4�2 ;529 �;�;F-�5 ��  � 2-+5  ;~�39K�+

,� 3�+  ����� N@2�2 ����� �; �>7�-2 . � ��07-3- G'&'<O'

*���� ������� ���� ���3����� �
����

$ ��,- 2�- ���+-�� ���+-�-��. +-2�7� ��  +�2��+ 7��+-���- ��-7 2��3-��- 0�8

�� .F�� �2 �43� ϕ �
�8 �-�2��� 73.  � 2-+5 2�-�  ����� 1
2

Nc\{8 � 2-+�O' $

2-�+�,- ��+ ������- �� -- �
�  �-�2� N�� 'G'&)�O  � 2��2 �0 2�-� ����2-2�� ��

,� 2�2�� σ1, σ2, σ31 47- σi * ��+ 7��4� .7-�' �� 2-+�  �; 2�-��5�  � 2�.��6  � 2-+5

����-7-�� �� �� 'G'&);1 � �-6  �3�K��61 ����2����6 � 2�,-,��6 3���.+� �2+-,-�5

2�� 4����5 ?����33-39�5�A �-�-��7��' "7- 9 ;53� �5;���5  3-7�HF�- 73.  �;8

 2�-��5�  � 2�.��6:

|1〉 = |α1α2α3〉, |2〉 = |α1α2β3〉, |3〉 = |α1β2α3〉, |4〉 = |α1β2β3〉, NG'C'GO

|5〉 = |β1α2α3〉, |6〉 = |β1α2β3〉, |7〉 = |β1β2α3〉, |8〉 = |β1β2β3〉.

��  +�2��+ ��2-� ���� 2� �
�83���61  ��2�-2 2��HF�� �-�-��7�+ N�-�-����8

2�+O 2�-29-4�  ����' $5��>-��- 73.1 �����+-�1 ��2-� ���� 2� 3���� ��� �-�-��7-

|α1α2α3〉 → |α1α2β3〉 N|1〉 → |2〉O �+--2 ��7 P&CGQ:

L1→2 =
1

2
sinϕ NG'C'DO

×
(
cos4 ϕ

2
(P1 − P2) + cos2 ϕ

2
sin2 ϕ

2
(P3 − P4 + P5 − P6) + sin4 ϕ

2
(P7 − P8)

)
.

�2+-2�+1 ,2� � ���4���39��6 ��;�2- P&CGQ � @2�6 /��+�3- �+--2 . ��-,�2�� N- 29

?3�K��6A cos2 ϕ
2
O' $  ��2�-2 2���  �;F�+ �-0�392�2�+ NG'&'&O ��2-� ���� 29 3����1

��2���.  ��2�-2 2��-2 �-�-��7� |1〉 → |2〉1 0��� �2 �- 2�39�� �2 ��0�� 2� �� -3-�8

�� 2-6 P1 − P21 �� � �2 ��0�� 2-6 �� -3-��� 2-6 73. �-�-��7�� 3 → 4, 5 → 6, 7 → 8

P&CGQ' ���+�3� NG'C'DO +�>�� �-�-�� �29 ���  �++� ���9-84��+����:

L1→2 = A
(1)
1→2 sinϕ+ A

(2)
1→2 sin 2ϕ+ A

(3)
1→2 sin 3ϕ. NG'C')O

C&(
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��2-� ���� 2� 4��+���� A(n)
1→2  3-7�HF�-:

A
(1)
1→2 =

5(P1 − P2 + P7 − P8) + 3(P3 − P4 + P5 − P6)

32
, NG'C'EO

A
(2)
1→2 =

P1 − P2 − P7 + P8

8
,

A
(3)
1→2 =

P1 − P2 − P3 + P4 − P5 + P6 + P7 − P8

32
,

��2-�- �HF�- �� ��-��2��5 73. 2�-29-4�  ���� � c\{8 � 2-+-  3-7�HF�-:

Î3z =
1

2
Diag{1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1}, NG'C'BO

Î1z Î3z =
1

4
Diag{1,−1, 1,−1,−1, 1,−1, 1},

Î2z Î3z =
1

4
Diag{1,−1,−1, 1, 1,−1,−1, 1},

Î1z Î2z Î3z =
1

8
Diag{1,−1,−1, 1,−1, 1, 1,−1}.

"7- 9 �;�0��,-��. 73.  � 2�.��6 2- >-1 ,2� � � NG'C'GO' ��-7��- 0��,-��. �����+�H2

��7:

〈Î3z〉 =
P1 − P2 + P3 − P4 + P5 − P6 + P7 − P8

2
, NG'C'&%O

〈Î1z Î3z〉 =
P1 − P2 + P3 − P4 − P5 + P6 − P7 + P8

4
,

〈Î2z Î3z〉 =
P1 − P2 − P3 + P4 + P5 − P6 − P7 + P8

4
,

〈Î1z Î2z Î3z〉 =
P1 − P2 − P3 + P4 − P5 + P6 + P7 − P8

8
.

#�7 2��3.. G'C'&%1 +�>�� �-�-�� �29 NG'C'EO � ��7-:

A
(1)
1→2 =

〈Î3z〉 + 〈Î1z Î2z Î3z〉
4

, A
(2)
1→2 =

〈Î1z Î3z〉 + 〈Î2z Î3z〉
4

, A
(3)
1→2 =

〈Î1z Î2z Î3z〉
4

. NG'C'&&O

��� �  3-7���3� �>�7�291 ��2-� ���� 2� 2�-29-6 4��+����� ���-7-3.H2 . 2�39��

+�392��3-2��6 �# 2�-�  ����� 〈Î1z Î2z Î3z〉' ��� � �  3�,�- 7���  �����1 ��2-� ��8

�� 29 �2���6 4��+����� ���-7-3.-2 . +�392��3-2��6 �# ���  ����� * �-3�,���8

+� 〈Î1zÎ3z〉 � 〈Î2z Î3z〉' ��2-� ���� 29 �-���6 ���9-84��+�����1 �,-��7��1 0��� �2 �2

��2-4��39��6 ��3.��0�=�� 2�-29-4�  ����1 �7����1 � �-- 7�-2 ��3�7 2��>- +�392�8

�3-2��. �# 2�-29-4� ���.7��' J2�2 ��3�7 �- .�3.-2 .  �F- 2�-��5+� � +�>-2 ;529

3-4�� � �3H,-�  �++�������-+ ��2-� ���� 2-6 �-�-��7�� |1〉 → |2〉, |3〉 → |4〉, |5〉 →

|6〉, |7〉 → |8〉 N�-�-��75 2�-29-4�  ����1  +' ��>-O' "���� +�392��3-2��6 �# 〈Î1z Î3z〉

C&D



� 〈Î2z Î3z〉 73. ��>7�6 3���� �� �2���6 4��+����- 0��� .2 �2 ���-�=�6 �-���4� � �2�8

��4�  �����' ���3�4�,�56 ���3�0 3-4�� ����- 2� � 73. 7��4�� �-�-��7�� 2�-29-4�

 ����: |3〉 → |4〉, |5〉 → |6〉, |7〉 → |8〉' �3. ��� ��2-� ���� 2� 4��+���� ����5:

A
(1)
3→4 =

〈Î3z〉 − 〈Î1z Î2z Î3z〉
4

, A
(2)
3→4 =

〈Î1z Î3z〉 − 〈Î2z Î3z〉
4

, A
(3)
3→4 = −〈Î1z Î2z Î3z〉

4
,NG'C'&<O

A
(1)
5→6 =

〈Î3z〉 − 〈Î1z Î2z Î3z〉
4

, A
(2)
5→6 = −〈Î1z Î3z〉 − 〈Î2z Î3z〉

4
, A

(3)
5→6 = −〈Î1z Î2z Î3z〉

4
,

A
(1)
7→8 =

〈Î3z〉 + 〈Î1zÎ2z Î3z〉
4

, A
(2)
7→8 = −〈Î1z Î3z〉 + 〈Î2z Î3z〉

4
, A

(3)
7→8 =

〈Î1z Î2z Î3z〉
4

,

����+ �;��0�+1 ��2-� ���� 29 2�-29-6 4��+����� �2��>�-2 +�392��3-2��H �# 2�-8

29-4� ���.7�� 〈Î1zÎ2z Î3z〉' �0 �2���6 4��+����� +�>�� ���-7-3�29 �-3�,��5 〈Î1z Î3z〉

� 〈Î2z Î3z〉:

〈Î1z Î3z〉 = 2
(
A

(2)
1→2 + A

(2)
3→4

)
= 2A

(2)
α1α3→α1β3

, NG'C'&CO

〈Î2z Î3z〉 = 2
(
A

(2)
1→2 + A

(2)
5→6

)
= 2A

(2)
α2α3→α2β3

.

����6  �� �; ���-7-3-��. �-3�,�� .�3.-2 . ��  �2� 7-3� � �-7�-��-+ ��  � 2�.��.+

?3�K�-4�A  ����' #�3��. ��2-� ���� 29  �-�2�� ��� n = 1 ��0��3.-2 ���-7-3�29 ��8

2-4��39��H �#  ��2�-2 2��HF-4�  ����' �����+-�1  �++���. ��2-� ���� 2� � -�

�
�83���6 2�-29-4�  ���� ��� n = 11 +5 ��3�,�-+ 〈Î3z〉:

〈Î3z〉 = A
(2)
1→2 + A

(2)
3→4 + A

(2)
5→6 + A

(2)
7→8. NG'C'&(O

J2�2 �-0�392�2 �- 0��� �2 �2 +�392��3-2��6 �# 3H;�4� ���.7��'

��2-� ���� 2� � 2�39�5� �� 9+� 3���6  �-�2�� +�>�� ������3�0�����29 ���8

3�4�,�5+ �;��0�+ � ���-7-3�29 � 2��K�- . 2�� ��2-�- �HF�� �� �-3�,��5 〈Î1z〉1

〈Î2z〉1 〈Î1z Î2z〉'

��-�2� �# 2�-�  ����� 1
2

��� ϕ = π/6 2��>- ����0�� �� �� 'G'&)Z N��>��6

 �-�2�O' $ @2� ���+-�-  ,�2�3� 91 ,2� �-������- �5- �� -3-��� 2�  � 2�.��6  ,�8

2�3� 9 ����5+� NG'C'GO: P1 = Pααα =
√

71 P2 = Pααβ =
√

51 P3 = Pαβα =
√

31

P4 = Pαββ = 11 P5 = Pβαα = 11 P6 = Pβαβ = 11 P7 = Pββα =
√

3 � P8 = Pβββ =
√

5'

J2�  ��2�-2 2��-2  3�,�H !#� �  �39��+ ��3-1 �;��0�HF-6 . ��� 4-+���39��6 �-8

��+;���=�� �# � >�7�� 2�' "7- 9  ,�2�3� 91 ,2� N&O � �# � - .7�� �����73->�3�

�7��+� ��7���3�1 N<O �2��K-��- �� ��� 2��2 ��$ a1 = 3a3, a2 = 2a31 NCO ��-K�--

+�4��2��- ��3- Bpol ;53� 4���07� ;�39K- a1, a2, a3 � N(O 2(g1−g2)Bpol = a3 N47- g1, g2 *
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g8/��2��5 ��7���3��O' �� -3-��� 2�  � 2�.��6 Pi ��  ,�25��3� 9 � ��+��� +�7-3�

�7����� P&CBQ' ���+-��5-  �-�2�5 �
�  � 2-+5 ����0��5 �� �� 'G'&)�' ��++��8

��. ��2-� ���� 29 � -� 3���6 ��>7�4�  ���� ��� n = 1 ����� -4� ��2-4��39��6 !#�

NG'C'&(O1  �-�2�5 73. n = 2 7�H2 +�392��3-2��H !#� �2���4� ���.7�� NG'C'&CO *

2�� �-3�,��5 〈Î1z Î2z〉, 〈Î1z Î3z〉 � 〈Î2zÎ3z〉' #�� n = 3 ��3�,�-2 . ,� 256  �-�2� +�398

2��3-2��6 ��3.��0�=�� 2�-�  ����� NG'C'&&O'

�� 2-+5  ;�39K�+ ,� 3�+  ����� +�>�� ���3�0������29 ���3�4�,�5+ �;��8

0�+' 
�392��3-2�56 @//-�2 k84� ���.7�� �- ���.�3.-2 . � 4��+������ ;�3-- �58

 ���4�1 ,-+ k1 ���.7��' #� 3-7���2-39�� ���3�0���.  �-�2�5 �� N 4��+������ �2

n = N 7� n = 11 +�>�� ���-7-3�29 �-3�,��5 +�392��3-2��6 �# � -� ���.7��� �

��2-4��39�5- ��3.��0�=��  �����' �2 ��3�7�� +�392��3-2��6 �# ;�3-- �5 ���4�

���.7�� � 4��+����� ;�3-- ��0��4� ���.7�� 3-4�� �0;���29 .1 �����7. � �-7�-��-

��  ��2�-2 2��HF�+ 3���.+ �  �-�2���1 ��� ����0��� � NG'C'&(O'

����3��2-39��4� ��07-3-��.  �����5� ���.7��� +�>�� 7�;�29 .1 - 3� ����3�8

75��29 �  � 2-+- �- �7�� ��8�+��39 1 � �� 3-7���2-39�� 29  ������4� @�� * 7��

�- -3-�2���5� �+��39 � N /�0�6 X �� ���F�HF-6 .  � 2-+- �2 ,-2�O  ���9���-8

+�6 0�7-�>��6 +->7� ��+� τ � �43�+� ������2� ��+�4��,-��� 2� ϕ ∈ [0, 2π] � π'

�3. 7��� ������6  � 2-+5 �0�- 2��1 ,2�  �4��35 @�� * ��+�4��,-��� 2�  ������6

 � 2-+5 � +�+-�2 ��-+-�� <τ * ?� /�0-A N2'-'1 �7�39 � � Y O � ?��- /�05A N�7�39 � �

XO  �7-�>�2 ��3�75 2�39�� ��2-4��39��6 �# � 2�39�� +�392��3-2��6 ��3.��0�=��

7���  �����1  ��2�-2 2�-���' 
�>�� ����0�29 N07- 9 @2� �� ,-25 �- �����7.2 .O1

,2� 73.  � 2-+5  ;�39K�+ ,� 3�+  ����� � - ��3�75 �2 ���.7��� �-,-2��4� ,� 3�

 ���� N��2-4��39��. �#1 +�392��3-2��. �# C1 G � 27'  �����O 7�H2 ��3�7 2�39�� �

 �4��3 @�� ?� /�0-A1 � �2 ���.7�� ,-2��4� ,� 3�  ����� N+�392��3-2��. �# <1 (1 D �

27'  �����O * 2�39�� �  �4��3 ?��- /�05A' #�� @2�+ ��03�>-��-  �4��3�� @�� � �.7

���9- �� �43� ϕ ��0��3.-2 ��3�� 29H ��07-3�29 ��3�75 ��03�,�5� ���.7���1 ���

� � ��� 2�+  3�,�- 7��� ������6  � 2-+5 P<B<1 <BC1 <B(1 <BGQ'

��  +�2��+ @� �-��+-�2�39�56 ���+-� ���3�0�  �����5� ���.7��� � +��4�8

.7-��5�  � 2-+��'
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3�7-������ i10q18� � ��3-��+ ��3- Bpol1 !#� @� �-��+-�2 �����7�3 . �  ��2�-28

 2���  ���2���3�+ G'&1 �����2-��5- ��-+-�� ����-7-��. @� �-��+-�2� τp + τe + τfv

�5;���3� 9 7� 2�2�,�� 73���5+� N���.7�� &'G  -���75O1 2�� ,2� �  � 2-+- �+-3

+- 2� @//-�2���56 �-�-�� ��3.��0�=��  ����.+�H ��3.��0����K�� . ���2����1

�� � 2�39�5- ���2��5' ��-+� �-��=��1 �����7��K-6 � �;��0�����H !#� * �-��=��

�����K� �-���4� 2��� P<B&Q * ����-7-�� �� �� 'G'&E' $ 7����+  3�,�- �;��0�H2 .

7�� ��3.��0�����5� ���7��2� * � �-��=�� ,� 2�,�� ��  2����3���-2 . � ��7�56 �-8

2�� N���7��2 uO1 ���+- 2�4�1 �;��0�-2 . �397-4�7 N���7��2 uuO P<BDQ' ��� � �  3�,�-

��7-������ N�8&&1  +' �� 'G'&DO � �-2��- ����.+�H ��3.��0����5 2�39�� 7�- 4����5

.7-� � α8 � β8��3�>-��.� P<B&Q' � 2�39�5-  ���5 ����;�-2�H2 !#� 0�  ,-2 -- �-8

�-�� ��-7-3-��. � +�3-��3-1 � 7����+  3�,�- �5��3�.H2 . � 3���. @//-�2����4�

�-�-�� � �# 0�  ,-2  �39��6  �.0�  �����'

�3. ���3�0�  �����5� ���.7��� � ��3.��0�����5�  �-�2��� ;53� �0+-�-�5

 �-�2�5 !#� 73. ;�39K�4� ,� 3� �43�� ϕ' ��3-- ;53� ��  ,�2��5 ��2-� ����8

 2� � -� ���9-84��+���� �  �-�2���1 ��2��5- ����-7-�5 �� �� 'G'&B � �� 'G'<% 73.

α8iq2 ���2���� ���7��2� u � tiq2 ���2���� ���7��2� uu1  ��2�-2 2�-���'

�� �� 'G'&B 73. α8iq2 ���2���� ����-7-�5  �-�2�51  ��2�-2 2��HF�- 4��+�8

����+  �-���6 �� K- 2�H' $�7��1 ,2� 7�>- 73. K- 2�6 4��+����� ��;3H7�-2 .

7� 2�2�,�� ��2-� ����. !#�1 @2�  ��7-2-39 2��-2 � 2�+1 ,2� �  ������6  � 2-+-

�+--2 +- 2� �- 2�39�� �-�-�� �#1 �����7.F�6 � �-��.+�6 ��3.��0�=��  �����1 ��

� +�392��3-2��. !#� �5 ���4� ���.7��1 2'-' �-������- ��. �0��+��. ���-�2�=�.

;�39K�4� ,� 3�  ����� *  ������. 0���2���� 29' $ 2� ��-+. ��� ��7  �-�2�� α8iq2

���2���� ��� n = 1 N �-�2� �� ��2-4��39��6 !#�O ����2�,- ��  ����7�-2  ��

 �-�2��+ � ������- �5� � 3���.�1 ��� n > 1  �-�2�5 �543.7.2 ���,-: ��� �2��8

>�H2 �0��+��H ���-�2�=�H  ����� � �+-H2 ?��2�/�0�56A �����2-�' ���3�4�,�5+

�;��0�+ �-7�2  -;. � ���2��5 tiq2 4����5 ���7��2� uu1 73. ��2��5� ��;3H7�-2 .

 �F- 2�-���. +�392��3-2��. !#� ��� n ≤C � �- ��39�� +-�9K�. ��3.��0�=�. ���

C< n ≤ 5' ����+ �;��0�+1 �-�-�� ��3.��0�=�� �  3�;�+ ��3- �  � 2-+- ;�39K�4�
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��6 �#1 ��2���H 07- 9 ��-73�4�-2 . �;S. �.29  �39��6  �.09H  ����� �  � 2-+-1 �

�-0�392�2- ��2���6 ��,�39��. ��3.��0�=�. @//-�2���� �� ��-7-3.-2 . �� ��33-�8

2���5+  �; 2�-��5+  � 2�.��.+  � 2-+5'
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$ 7����+ ��07-3- ;�7�2 �  3-7����5 @//-�25 ���7�39��6  ���8 ������6 �-3��8

 �=�� �  � 2-+-  �.0���5�  �����' J2� �  3-7�����- ����;�-2�-2 � �;56 ��2-�- 

�  �.0�  �0�,��K�+� . 07- 9 @//-�2�+� �-�-�� � �# +->7�  �39��  �.0���5+�

 ����+� �  3�;5� +�4��2�5� ��3.�' #� ��39�� �  3�,�- �-3�� �=��  �; 2�-��5-

 � 2�.��.  � 2-+5 2��>- ��-7 2��3.H2 �0  -;. ��33-�2���5-  � 2�.��.  �����1

��-7 2��3.-2 ��2-�- �5. �-��- ����� � � 2�+1 ��� �-3�� ���H2 �� �� -3-��� 2�

�  3�;�+ ��3-' $�8�-��5�1 � @2�+  3�,�- +�>-2 �+-29 +- 2� �0��+��- �3�.��-  ��8

��� 7��4 �� 7��4�1 �����+-�1 �  � 2-+- ;5 2�� � +-73-��� �-3�� ���HF��  �����'

$�8�2��5�1 ��-7 2��3.-2 ��2-�- 1 ��� ��2��-�- -,-��.  �����5� �����-6 ���.�3.8

H2 . � 0��� �+� 2�  ���� 2� �-3�� �=�� �2 ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.' �2�-25 ��

@2� ����� 5 ;�7�2 ��3�,-�5 � 7����+ ��07-3-1 47- 2��>- ;�7-2 ����-7-��  ����-8

��- �� ,-2�� ��3-��6 0��� �+� 2� ���7�39��6 �-3�� �=��  @� �-��+-�2�39�5+�

7���5+� 73. +�3-��35 4� 2�7���1 ��2��5- ;53� ��3�,-�5 �' 	' ���,���+1 �' $1

X���� ��6 � !'8
' ��2�+ � ���;�7��+ ����-� �2-2 
-�3���'

�  3-7�����.  ������6 �-3�� �=��1 � � �;-��� 2�1 �� 0��� �+� 2� �2 ��-K�-4�

+�4��2��4� ��3.1 ��0��3.H2 ��3�,�29 ��/��+�=�H � +-����0+�� � �����2-��5�

��-+-��� +�3-��3.���6 ��7��>�� 2� � ���-7-3.29 ��-+-�� ����-3.=�� 7��>-��6'

$ ��� 2-6K-+  3�,�-  ����1 �-3�� ���HF-4� ;3�4�7��. /3��2��=�.+ 3���39��4�

+�4��2��4� ��3.1  ���� 29 -4� ���7�39��6 NT1O �-3�� �=�� R1 7�-2 . �5��>-��-+

P&))Q:

R1 =
1

T1
= (δB)2 τC

1 + (ωτC)2
NG'('&O

"7- 9 τC * ��-+. ����-3.=�� 7��>-��.1 ω 8 ,� 2�2� 3��+�����6 ��-=-  ��  ����1

������=����39��. ��-K�-+� +�4��2��+� ��3H B1 δB * �+�3�2�7� /3��2��=�6 3�8
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3�;� �080� 0��� �+� 2� δB �2 B1 3�;� �080� 0��+-��2-3. � /��+�3- NG'('&O' $-3�,�8
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��3.O ��0����-2 ��� �-�-��7- �2  �2��=�� ;5 2�5� 7��>-��- NωτC � 1O �  �2��=��

+-73-��5� 7��>-��. NωτC � 1O: � �-���+  3�,�- R1 �- 0��� �2 �2 ω1 � �� �2���+

R1 ������=����39�� 1/ω2' ����+ �;��0�+1 ��� ωτC ∼ 1 � ��3-��6 0��� �+� 29 R1

��0����-2  2��-�,�2�. � �;-��� 291 �0 -- ��3�>-��. +�>�� ���-7-3�29 �-3�,���
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��6 �-3�� �=�� �2 +�4��2��4� ��3.1 � ������5- �� ;5 2��+ �-�-�3H,-��� ��3-61
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+� 29  ���� 2� �-3�� �=�� �2 ��-K�-4� +�4��2��4� ��3.' ����+ �;��0�+1 �3�.��-

 ���8 �����5� �0��+�7-6 2��6 �� �-3�� �=����5- ���=-  5 ;�7-2 ��  +�2����29 .

��� .�3-��-1 ��7 2�-���- �0�,-��5+ �5K- @//-�2�+ �-�-�� � �# 0�  ,-2  �39��6

 �.0�  �����' �- +�2�. �� 2�1 ,2� �-3�� �=�. .�3.-2 .  2��� 2�,- ��+ ���=-  �+1

� �-�-�� �# * ��4-�-�2�5+ 7���+�,- ��+1 �;� .�3-��. �+-H2 ;3�0��H �����7�'

�0+-�-��. �-3�� �=�� �����7�3� 9  3-7�HF�+ �;��0�+' ���,�3�  ������.  �8

 2-+� �-3�� �����3� ��-+. τR � ������- �H � ��3- BR1 47- ��� ����;�-2�3� ��,�398

��H ���7�39��H ��+�4��,-��� 29 NK�4 &OT 0�2-+ 0� ��-+. τfv +�4��2��- ��3- �-�-8

�3H,�3� 9  ��,�39��6 �-3�,��5 BR 7� ���+->�2�,��6 Bint NK�4 <OT 47-  � 2-+5

�-3�� �����3� � 2-�+�,- ��+� ������- �H ��� B = Bint � ��7- ��-+-�� τ NK�4 COT

7�3-- 0� ��-+. τfv ��3- �-�-�3H,�3� 9 �2 Bint 7� ��3. �
�8 �-�2��+-2�� B0 NK�4

(OT 47- �-4� 2������3 . �+��39 �56 �
�8 �-�2� NK�4 GO' "��� �+� 29 ��2-� ����8

 2�  �4��3�� �
� �27-39�5�  ����� �2 ���9���-+�-6 0�7-�>�� τ 7�-2 ���-2���

�-3�� �=��1 �0 ��2���6 +�>�� ���-7-3�29 ��-+-�� T1 73. �27-39�5�  �����' "�8

�� �+� 29 T1 �2 ��3. Bint .�3.-2 . �-3�� �=�����6 7� �-� �-6' $5;�� ��,�39��4�

��3. BR ���-7-3.-2 . ��2�+�0�=�-6  ��2��K-��.  �4��3MK�+: �� ��39�� �+�3�2�8

7� �0+-�-��.  �4��3�� �
� � 0��� �+� 2� �2 τ ������=����39�� |BR − Bint|1 73.

��3-61 +-�9K�� B0/2  3-7�-2 � ��390���29 BR = B01 � ���2����+  3�,�-  3-7�-2

�5;��29 BR = 0' $ @� �-��+-�2�� �-0�392�251 ��3�,-��5- 73. ��0�5� 0��,-��6

BR1  ����7�H2 � ��-7-3�� 2�,�� 2� �0+-�-��6' �3. ���-7-3-��� 2� � - �� ,-25

;�7�2 �����7�29 . 73. BR = B0' �3. ��� ���. �-3�� �=�� � ����0��39��+ +�4��28

��+ ��3- ;�7-2 � ��390���29 . 2-���. �@7/�397� PC%&Q1 07- 9 +5 ;�7-+ ��3�� 29H

��-�-;�-4�29 ���=-  �+� �-3�� �=�� � ��7- �-�-�3H,-��. ��3.1 ���� ��7.F-4� 0�

��-+. τfv'

C<G



*� �� #���� ������� ����	��
������ ����	���

�- 0��� .F�6 �2 ��-+-�� 4�+�392�����  � 2-+5 K  �����1  �.0���5�  ��3.��5+�

 ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�1 ��2��56 ���-7-3.-2 -- 7���+�,- ��- ���-7-8

��-1 7�-2 . /��+�3�6 NG'<'&GO' $ 0��� �+� 2� �2 �-3�,��5 ��-K�-4� +�4��2��4�

��3. �-3�,��5 ��� 2��2 |Jij| +�4�2 ;529 +-�9K- �3� ���.7�� |νi− νj| 3�;� ��+��4�

;�39K-1 2�47� �-�3�0�H2 .  3�,��  ��2�-2 2�-���  �39�� �  3�;�  �.0���5�  �����'

J//-�25 �-3�� �=�� �505��H2 .  3�,�6�5+� /3��2��=�.+� 0��� .F-6 �2 ��-+-8

�� ,� 2� ��3��4� 4�+�392������ Ĥs' "7- 9 ;�7-2 ��  +�2����29 . ��� 2-6K�6 +-��8

��0+ �-3�� �=��  �����1 �50�����6 �0��+�7-6 2��-+  �  3�,�6�5+� 3���39�5+�

��3.+� Bi1 �+�3�2�7� ��2��5� �- 0��� �2 �2 �-3�,��5 ��-K�-4� +�4��2��4� ��8

3.' �3. ����F-��. 0�7�,� �0+-�-��. 3���39�5� ��3-6 73. ��0�5�  ����� ;�7�2

 ,�2�29 .  2�2� 2�,- �� �-0��� �+5+�' ��47� 0��� .F�H �2 ��-+-�� ,� 29 4�+�398

2������ +�>�� 0��� �29 � ��7- PC%<Q:

Ĥs(t) = −1

2

K∑
i=1

(
Bi+Îi+ +Bi−Îi− +Biz Îiz

)
, NG'('<O

"7- 9 Bi+1 Bi− � Biz * ��+���-�25  3�,�6��4� 3���39��4� ��3. 73. i84�  ����1 ��8

2��5-  ,�2�H2 . �-0��� �+5+� �2 +�4��2��4� ��3.' "7- 9 ;�7-2 ��  +�2�-� 2�39��

 3�,�6 ;5 2�5� 7��>-��6 N����2��� ��-+-� ����-3.=�� τCO1 ��47�  ���� 29 �-3��8

 �=�����4� �-�-��7� +->7� 7��+.  �; 2�-��5+�  � 2�.��.+� µ � ν Nµ �= νO  � 2-+5

�+--2 ��7 P&))1 C%<Q:

Rµν = 2τC

{
|〈µ|Ĥs(t)|ν〉|

}
Av

NG'('CO

"7- 9 {. . .}Av �0��,�-2 � �-7�-��- �� ��-+-��' #�� @2�+  �-7��- 0��,-��. ��3-6

 �.0��5  �;5,�5+� ��-+-��+� �-3�� �=��  3-7�HF�+ �;��0�+ P&))1 C%<Q:

τC{B2
i+}Av = τC{B2

i−}Av = 2τC{B2
iz}Av =

1

T i
1

, NG'('(O

47- T i
1 * ��-+. ���7�39��6 �-3�� �=�� �0�3��������4� i84�  ����' 	 3� ��-7��3�8

>�291 ,2�  ���5  �.0��5  3�;�1 ����-7-��5- �5K- /��+�35 ��� 5��H2  � 2-+�

�-0��� �+� �-3�� ���HF��  �����1 73. ��2��5� ��-+-�� T18�-3�� �=�� ����5 T i
1 '

#�� ����0��39��6 �-3�,��- +�4��2��4� ��3. ���-7-��-  ������6  � 2-+5  3�>�--1

�� ��39�� �-3�� �=�. �7-2 +->7�  �; 2�-��5+�  � 2�.��.+�  � 2-+51 ��2��5- �-

�����2-��0�H2 . ����2��5+� ,� 3�+� �27-39�5�  �����' #�@2�+� +�>�� �>�7�29
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�0��+��4� �3�.��.  ����� �� �� �-3�� �=�H � � �;-��� 2-6 � ��3.� ��2��-�- -,-8

��.  �����5� ��7�����-6 N +' ��>-O'

�3. �� ,-2� �-3�� �=�����6 7� �-� �� �� 2���+  3-7�HF�+ �;��0�+' #�-7��8

3�>�+1 ,2�  � 2-+� ����;�-2�-2 ��,�39��H N������- ��HO ��3.��0�=�H � ��3- B01

2�47� @3-+-�25 -- +�2��=5 �3�2�� 2� ρ̂ �+-H2 ��7:

ρµν = p0
µδµν , NG'('GO

47- �� -3-��� 29 µ84�  �; 2�-���4�  � 2�.��. p0
µ ���-7-3.-2 . 0��,-��-+ Z8���-�=��

��3��4�  ���� Iµz � @2�+  � 2�.���:

p0
µ =

1

Z0
exp

(
−hν0(B0)I

µ
z

kBT

)
≈ 1

Z0

(
1 +

hν0(B0)I
µ
z

kBT

)
. NG'('DO

"7- 9 Z0 *  2�2� 2�,- ��.  �++� N�;- �-,���HF�. Tr{ρ̂} = 1O1 � - /��+�35 ���8

�-7-�5 73. �5 ���2-+�-��2����4� ���;3�>-��.: kBT � hν0' ��3--1 +5  ,�2�-+1

,2� �-�-�3H,-��- ��3. B0 → Bint ���� ��7�2 +4���-���1 ��-�-;�-4�. @//-�2�8

+� �-3�� �=�� � ��7 �-�-�3H,-��.' #�� @2�+ 7���+�,- ��-  +-K�����-  � 2�.��6

2��>- �- �F- 2�-���1 �� ��39��  +-K���29 . +�4�2 2�39��  � 2�.��.  �7�����8

�5+ 0��,-��-+ Iµz 1 ��2��5- �0��,�39�� �+-H2 ����5- �� -3-��� 2� �  ��2�-2 2���

 /��+�3�6 NG'('DO �  �����.H2 �� � ��7- �-�-�3H,-��� ��3.' ���>- +5 ��3�� 29H

� �3H,�-+ �0 ��  +�2�-��. /�0���H �-3�� �=�H1  ,�2�.1 ,2� @3-+-�25 +�2��=5

�3�2�� 2� ρ̂ �  �; 2�-���+ ;�0� - ����5 ��3H �� � - +�+-�25 ��-+-��' 
3�4�7�8

�. @2�+� +�>�� ��  +�2����29 �-3�� �=�����- �����-��- �- 73. ��3��6 +�2��=5

�3�2�� 2�1 � 2�39�� 73. -- 7��4���39�5� @3-+-�2�� �  �; 2�-���+ ;�0� - 4�+�392�8

�����' #�@2�+� 0�+-��+ +�2��=� �3�2�� 2� ρ̂ �-�2���+8 2�3;=�+ p1  � 2��3-��5+

�0 �� -3-��� 2-6  �; 2�-��5�  � 2�.��6:

p =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p1

p2

'''

p2K

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. NG'(')O

�3. �-4� +�>�� 0��� �29  3-7�HF-- �����-��- P&))1 C%CQ:

dp(t)

dt
= R̂(p(t) − pint), p(t = 0) = p0. NG'('EO

C<)



�-7��4���39�5- @3-+-�25 Rµν �-3�� �=�����6 +�2��=5 R̂ 0�7��5 /��+�3�6 NG'('CO1

� 7��4���39�5- �+-H2 ��7:

Rµµ = −
∑
ν �=µ

Rµν = −
∑
ν �=µ

Rνµ. NG'('BO

�2�=�������- 0��,-��- p *  2�3;-= ������- �5� �� -3-��� 2-6 � ��3- B = Bint:

pintµ =
1

Z0

exp

(
−hν(Bint)I

µ
z

kBT

)
≈ 1

Z0

(
1 +

hν(Bint)I
µ
z

kBT

)
NG'('&%O

�����-��- 73. p �-K�3� 9 ,� 3-���1 �����-=1 73. ��3�,-��. ��-+-� T i1 ��  +�28

����3� 9 @��3H=�. Z8��+�4��,-��� 2� ��>7�4� .7�� 〈Iiz〉 = Tr{ρ̂Îiz} ��� /���8

=�. 0�7-�>�� τ �� 3- �-�-�3H,-��. ��3. Bint → B0' "7- 9 ��  +�2����3� 9 7�-

��-7-39�5�  �2��=�� �7��;�2�,- ��4� � ��-0����4� 73. @2�4�  ��,�� ��3.1 7���5-

���;3�>-��. ��7��;�� �; �>7�3� 9 � ��07-3- G'<' $ �-���+  3�,�- �� -3-��� 2�

 �; 2�-��5�  � 2�.��6 �- �0+-�.H2 .  ��7- �-�-�3H,-��. ��3.1 � �� �2���+  �-78

��- 0��,-��.  �����5� ��-��2���� 7� �-�-�3H,-��. ��3. � �� 3- �-4�  ����7�H2' $

�;F-+  3�,�- ����0��39��6  ���� 2� �0+-�-��. ��3.  3-7�-2 ,� 3-��� �-K�29 ����8

�-��- �����33. 73. +�2��=5 �3�2�� 2� ρ̂  0��� .F�+ �2 ��-+-�� 4�+�392������+

 � 2-+5' ��+�4��,-��� 2� � -�  ����� 〈Iiz〉 �-3�� ���H2 �2 ��,�39��4� 0��,-��.

M0 =

K/2∑
Iµ
z =−K/2

Iµz p
0
µf(Iµz ) ≈ 1

Z0

K/2∑
Iµ
z =−K/2

Iµz f(Iµz )

(
1 +

hν0(B0)I
µ
z

kBT

)
. NG'('&&O

7� ���-,��4�

Mint =

K/2∑
Iµ
z =−K/2

Iµz p
int
µ f(Iµz ) ≈ 1

Z0

K/2∑
Iµ
z =−K/2

Iµz f(Iµz )

(
1 +

hν0(Bint)I
µ
z

kBT

)
. NG'('&<O

"7- 9 f(Iµz ) *  2�2� 2�,- ��6 �- µ84�  � 2�.��.'

J//-�2���5- ��-+-�� T1 ��  ,�25��3� 9 �� /��+�3-:

T i1 =
1

M0 −Mint

∞∫
0

{〈Iiz〉(t) −Mint}dt NG'('&CO

�3. +���@� ���-�=��39�5� 0��� �+� 2-6 〈Iiz〉(τ) @2� /��+�3� 7�-2 2�,�56 �-0�398

2�2 73. T i1' $ ;�3-- �;F-+  3�,�- 2���6  �� �; ���-7-3-��. ��-+-�� �-3�� �=��

�- .�3.-2 . 2�,�5+1 2-+ �- +-�--1 NG'('&CO ��0��3.-2 �=-��29 @//-�2����- ��-+.

�0+-�-��. ���-2��� ��+�4��,-��� 2� i84�  ����' �3. ��3�,-��. ����5� �-3�� �8

=�����6 7� �-� �� 73. ��>7�4�  ���� ��  ,�25��3� 9 ��2-4��35 NG'('&CO ��� ��08

3�,�5� 0��,-��..� +�4��2��4� ��3. Bint'

C<E



10-3 10-2 0.1 1

2

3

4

5

6

�� ' G'<&: (�������
�		�� #
�"���
� T i
1(Bint) #�� #����"
	���
 �
����� "�
 �#
�!��
������

��"��+	�� �
	

� 
 �	���"	�� �"�	��
�	�� �
	

� "��������	

 "��� Bint → B0� 6��������

�������H J12 = 15 V`� σ2 − σ1 = 1 aa=� T 1
1 = 2 @� T 2

1 = 6 @�

*� �� ��3(�+���� ��� ��(��
������ � �����
������ ������

#�3-�5- 0��� �+� 2� ��-+-� T i1 73. 7��� ������6  � 2-+5 ����-7-�5 �� �� 'G'<&'

#�� �;��� �->�+�� �0+-�-��. ��3. Bint → B0 �  �39�5� +�4��2�5� ��3.� N47-

 ���5  �.0��5  3�;�O 7��  ���� �-3�� ���H2  ��7���7��39�5+� ?- 2- 2�-��5+�A

��-+-��+� �-3�� �=�� T i
1 1 �7���� �  3�;5� ��3.�1 47-  ���5  �.0��5  �39��1 ���

�-3�� ���H2  �7������5+1 �;F�+ ��-+-�-+ T1' $ 0��� �+� 2� �2 �->�+� �-�-8

�3H,-��. ��3. Bint → B0 ���+->�2�,��. ,� 29 �����6 �-3�� �=�����6 7� �-� ��

�543.7�2 ��8��0��+�1 2-+ �- +-�--1 ��,- 2�-���  �2��=�. � 2�-2 . ��->�-6' $  3�8

;�+ ��3- �+--2 +- 2�  �39��- �0��+��- �3�.��-  ����� 7��4 �� 7��4�1 � �-0�392�2-

��2���4� ;5 2���-3�� ���HF�6  ��� ��,���-2 �-3�� �����29 +-73-��--1 � +-73-�8

�� �-3�� ���HF�6 * ;5 2�--' J2� 0�����+-��� 29 7�3>�� �+-29 +- 2� 73. 3H;�6

 �39��  �.0����6  ������6  � 2-+51 � ��2���6 �  �39��+ ��3- ��-+-�� �-3�� �=��

 ����� ��03�,�5'

��3--1 ��  +�2��+ ��3-�5- 0��� �+� 2� T i11 ��2��5- ����-7-�5 �� �� 'G'<< 73.

2�-� ������6  � 2-+5' $  �39�5� ��3.�  ���5 �-3�� ���H2  - 2- 2�-��5+� ��-8
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+-��+� T i11 ��2��5- 0�7�H2 .  �-7��+� 0��,-��.+� �� 3���39�5� ��3-6' �7���� �

 3�;5� ��3.�1 47- �+--2 +- 2�  �39��.  �.09  �����1 �-3�,��5 T i1 73. ��7���7�8

�39�5�  �����  2����.2 . ;3�0��+� 7��4 � 7��4�: T 1
1 � T 2

1 �� 2�21 � 2� ��-+. ��� T 3
1

�+-�9K�-2 .' J2�2 �-0�392�2 .�3.-2 . �;F�+ � �- 0��� �2 �2 �->�+� �-�-�3H,-��.

��3.' �7���� � ���+->�2�,�5� ��3.� - 29 ��03�,�. � ���-7-��� �-3�� �=�����6

7� �-� �� � 0��� �+� 2� �2 �->�+�  ��,�� ��3. Bint → B0' #�� ��-0����+ �-�-8

�3H,-��� ��3. N�� 'G'<<� � ��3- Bintt%'C l ��0����H2 � 2�5- ���� N�3� �����35O1

��3�>-��- ��2��5�  ��2�-2 2��H2 ��3H ��2��-�- -,-��. �����-6 � 2�-� ������6

 � 2-+- N +'G'&(O1 47- 2��>- ��0����H2 � �;-��� 2� ��� �-�-�� - �#' $ ,� 2�� 2�1

T 3
1 (Bint) �� 2-2  ��3-+ Bint �-+���2����: � ��3- %'C l �+--2 . � 2�56 +���+�+'

#�� �7��;�2�,- ��+ �->�+- �-�-�3H,-��. ��3. N�� 'G'<<;O ����5- � ���+->�2�,8

��6 �;3� 2� �543.7.2 ���,-: � ,� 2�� 2�1 73. T 3
1 � ��3- Bintt%'C l �+--2 . �- � 2�56

+���+�+1 � �-0��-  2��-�,�2�- �0+-�-��- ��-+-�� �-3�� �=��' T 1
1 � T 2

1 � @2�+ ��3-

�-7�2  -;. �- ��39�� ;�3--  3�>�5+ �;��0�+' #��,��51 �� ��2��5+ � ��3- ��2�8

�-�- -,-��. �����-6 ��0����H2 � �;-��� 2� � ��3-��6 0��� �+� 2� �-3�� �=�����6

7� �-� ��1 2- >-1 ,2� � 73. ��3-�5� 0��� �+� 2-6 @//-�2���� 2� �-�-�� � �#1

�; �>7-��5- � ��07-3- G'<'C' #�� ��2��-�- -,-��� �����-6 �� ��@//�=�-�25  +-8

K�����. ��-2-��-��H2 �-0��-  2��-�,�25- �0+-�-��.' $ �-0�392�2-1  2��-�,�25+

�;��0�+ �0+-�.H2 .  ���� 2� �-3�� �=����5� �-�-��7�� Rµν N47- �7�� �0 �����-6

µ �3� ν � �525��-2 ��2��-�- -,-��-  7��4�+ �����-+O' �3. �7��;�2�,- ��4� �-�-8

�3H,-��. ��3. @2� �����7�2 �  2��-�,�2�6 � �;-��� 2� � ��3- %'C �1 73. ��-0����4�

�-�-�3H,-��.  �2��=�. �- ��39�� � 3�>�-�� 2-+1 ,2� ��� ���-�2�������� +�2��=5

�3�2�� 2�1 7��4���39��6 � ;�0� -  �; 2�-��5�  � 2�.��6 � ��3- Bint1 ��  � 2�.��. �

��3- B0 ��3-��. 0��� �+� 29 �-3�� �=�����6 7� �-� �� �-7-2  -;. ;�3--  3�>�5+

�;��0�+'

��0��;�2����. 07- 9 2-���. ;�7-2 ���+-�-�� �  3-7�HF-+ ��07-3- 73. ��� ���.

@� �-��+-�2�39�� �0+-�-���6 �-3�� �=�����6 7� �-� �� 73. +�3-��35 4� 2�7���'

CC%
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�$

!��
������ 
 �!� "��������	

 "��� Bint → B0 #�� /$�� ��"��+	�� �
	
��� .$�� �"�	��
�	�� �
$

	
�� 
 J$�� �"
	� ������	�� �
	
��� 6�������� �������H σ1QF�FJ aa=� σ2QJ�BI aa=� σ3QJ�.R aa=C

J12QF�G V`� J13QN�K V`� J23Q  /F�G V`C T 1
1 = 0.8 @� T 2

1 = T 3
1 = 0.5 @�

CC&
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J� �-��+-�2�39�5- 0��� �+� 2� �-3�� �=�����6 7� �-� �� 73. ���2���� 4� 2�7�8

�� ����-7-�5 �� �� 'G'<C' $ +�3-��3- �+-H2 . 7�� ���+�2�,-� ��� ���2��� � �<

� �( ��3�>-��.�1 7�� β8iq2 ���2���1 α8iq ���2�� � 2�� ���2��� +-2�39��6 4���8

�5 Nw8�=-2�39�5- ���2��5O' $�7��1 ,2� 73. � -� ���2���� �+--2 .  �F- 2�-���.

0��� �+� 29 ��-+-�� ���7�39��6 �-3�� �=�� �2 +�4��2��4� ��3.' 	7�� 2�-��5+

� �3H,-��-+ .�3.H2 . ���2��5 w8�=-2�39��6 4����51 ��2��5- �-  �.0��5  ���8

 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�  7��4�+� ���2���+�' J2� ��72�-�>7�-2 ��-7��3�8

>-��- � 2�+1 ,2� 73.  �����2-39�� �-;�39K�6 +�3-��35 4� 2�7��� �� � -+ 7��8

��0��- ��3-6 �5��3�.H2 . � 3���- ;5 2��4� 7��>-��.1 ��@2�+� � 7����+  3�,�-

0��� �+� 29  ���� 2� �-3�� �=�� �;� 3��3-��  ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�

���2����' $ 7����+  3�,�- � - � 2�39�5- �.29 ���2���� �0��+�7-6 2��H 7��4  

7��4�+: β8iq2 ���2��5 �;��0�H2 �$8 � 2-+� � ��3- ) � � �0��+�7-6 2��H2  α8iq

���2���+ � ���+�2�,- ��+ ���2���+ �(1 ��2��561 �  ��H �,-�-791  �.0��  7��4�+

��39=-�5+ ���2���+ �<' $-3�,��5 ��+ 7��4�� σi � ��� 2��2 Jij ���-7-3.3� 9 �0

 �-�2��� �
� 4� 2�7���:

σβ1 = 3.015 ppm, σβ2 = 3.183 ppm, σα = 4.421 ppm, NG'('&(O

σH4 = 7.189 ppm, σH2 = 8.500 ppm;

Jβ1β2 = −15.2 Hz, Jβ1α = 8.32 Hz, Jβ21α = 4.93 Hz,

Jβ1H4 = 0.8 Hz, Jβ2H4 = 0.85 Hz, JH2H4 = 1.44 Hz.

$ ��3- ) � � - ���2��5 �-3�� ���H2  �  ���+� ?- 2- 2�-��5+�A ��-+-��+� �-8

3�� �=�� ���7� ��  3�;�6  �.0� N�  �39��  �.0���5� β8iq2 ���2���� ?- 2- 2�-��5-A

��-+-�� �-3�� �=��1 ��8��7�+�+�1  ����7�H2O' #�� �-�-��7- � ;�3--  3�;5- ��3.

� 3���-  �39��6  �.0� � �-���H �,-�-79 �5��3�.-2 . 73. 2�-� ������6  � 2-+5

β8iq2 ���2���� � α8iq ���2��� � ��3.� Bint < 1 �1 � �-0�392�2-1 ��-+. �-3�� �=��

�� 3-7�-4� �����,���-2 . ;�3--1 ,-+ � 7�� ��0�1 ���+- 2�4�1 � ��3-��6 0��� �+� 2�

�+--2 . � �;-��� 29 � ��3- %'C �1 ��2���.  ��2�-2 2��-2 ��2��-�- -,-��H �����-6

�� 'G'<C N���0�O' $ @2�+ ��3- � +�3-��3- 2���2�/���1 � ��2���6  � 2-+� β8iq2

���2���� � α8iq ���2��� �����2-��0�-2 . ����2�,- �� �7-�2�,�5+� ��+�,- ��+�

CC<



0

5

10

15

20

25

10-3 10-2 0.1 1
0

1

2

3

4

5

�� ' G'<C: (�������
�		�� #
�"���
� T i
1(Bint) "����	�� �
��
#
	�� �"��+	�� �
	

 $ �������

*	���	
� �
��#�
��� σi 
 ��	���	� Jij �"��#����
�� 
� �"������ 1<( �
��
#
	� � N 0� �����	�

T i
1 ������������� �����	�� T i

1 � ���!�� "��� B0�

CCC



 7��4�+� � ��� 2��2�+� Jij1 ��;3H7�3� 9 � �;-��� 29 � ��3-��6 0��� �+� 2� !#�

N�� 'G'&CO'

���+�2�,- ��- ���2��5 �+-H2  �+5- 73���5- ��-+-�� �-3�� �=�� � ��3- ) �1

�7���� ��� �-�-��7- �  3�;5- ��3.  ��,�3� �5��3�.-2 . � 3���-  �39��6  �.0� 73.

�< � �( ���2����1 � 0�2-+ * 73. ���2��� �( � β8iq2 ���2���� N� ��3.� +-�9K-

%'& �O' ����+ �;��0�+1 �  3�;5� ��3.� � - �.29 ���2���� ���05��H2 .  �39��  �.8

0���5+� �  2�-+.2 . �-3�� �����29  ;3�0��+� ��-+-��+� T i1' �0+-�-��. ��-+-�

�-3�� �=�� ���2���� ��� �-�-��7- �  3�;5- ��3. �- 9+�  �F- 2�-��5' �����+-�1

 ���� 29 ���7�39��6 �-3�� �=�� �< ���2��� ��0�� 2�-2 ���+-��� � ) ��0' �2+-8

2�+1 ,2� ����5- �-3�� �=�����6 7� �-� �� 73. �27-39�5� ���2���� �-7�2  -;.

 �F- 2�-��� �-+���2���5+ �;��0�+: � ��3.� %'%C l< Bint <%'& l � ��3-�5� 0�8

�� �+� 2.� �+-H2 . � 2�5- +���+�+5 � +�� �+�+5 N�� 'G'<(O' ��� �;� 3��3-�5

��2��-�- -,-��.+� �����-6 � @2�6 �;3� 2� ��3-6' �� 2�.��. �.2� ������6  � 2-+5

+�>�� ��0;�29 �� 4����51 �����2���0�HF�- . �7������5+ 0��,-��-+ Iz1 ����5+

±5
2
N�� �7��+�  � 2�.��HO1 ±3

2
N�� G  � 2�.��6O � ±1

2
N�� &%  � 2�.��6O' ��Y,-2 ����8

05��-21 ,2� 73.  ������6  � 2-+5 ���2���� 4� 2�7��� 73. ��7�� �+;3-6  Iz = ±3
2

3�;� ±1
2
1 � 7����0��- ��3-6 %'%C l< Bint <%'& l �+--2 . ;�39K�- ,� 3� ��2��-8

�- -,-��6 .7-��5�  �����5� ��7�����-6  �- 9+� +�35+� �� F-�3-��.+� +->7�

��+�' $��7� �� 3-7�-4� �; 2�.2-39 2�� 73. ���5 ��2��-�- -��HF�� . �����-6 �-8

�-�3H,-��- ��3. Bint → B01 ��8��7�+�+�1 .�3.-2 . ��-0���5+' $ �� ,-2��1 ��2�8

�5- ����K� ��,- 2�-��� �� ����0��7.2 7����H  � 2-+� � �;-��� 2-61  ,�2�3� 91

,2� �-�-�3H,-��- ��3. � �F- 2�3.-2 . +4���-���' J2� ��0��3.-2 �;S. ��29 ��.�8

3-��- ����� � ���+->�2�,�5� ��3.� N�� 'G'<(O ��2��-�- -,-��.+� �����-6 @�-�4��

 ������6  � 2-+51 �;� 3��3-��5+�  ���8 �����5+� �0��+�7-6 2��.+�'

�2+-2�+1 ,2� �� ,-2�5- ����5- �-3�� �=�����6 7� �-� �� ��,- 2�-���  �43� �8

H2 .  @� �-��+-�2�39�5+� �� � -+ 7����0��- ��3-6' �3. 7� 2�>-��. ��3�,- 2�-�8

��4�  �43� �. 2�-;�-2 . � 3�>�-��- �� 3-7�-6' $�8�-��5�1 2�-;�-2 . ��  +�2����29

�- 2�39�� �-3�� �=�H1 �50�����H +�7�3.=�-6 3���39�5� ��3-61 �� � �-3�� �=�H 0�

 ,-2 7���3987���39�5� �0��+�7-6 2��6  �����' $�8�2��5�1 2�-;�-2 . ��  +�2�-��-

��3��6 �-3�� �=�����6 +�2��=5  � 2-+51 � �- 2�39�� -- @3-+-�2��1 �2�-,�HF��

�-3�� �=�� �� -3-��� 2-6' $82�-29��1 �-�;��7�+ 2�,�56 �,-2 �-�3� 2�,��4� ���8

/�3. �-�-�3H,-��. +�4��2��4� ��3.1 �� ��39�� �� +�>-2 �3�.29 �� ���-7-3.-+5-

CC(
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��-+-�� �-3�� �=�� ��7���7��39�5�  �����' �-+ �- +-�--1 �- +�2�. �� � -  7-8

3���5- ����F-��. ��0��2�. 07- 9 2-���. ��0��3.-2 ��2-���-2�����29 0��� �+� 2�

���7�39��6 �-3�� �=�� �2 +�4��2��4� ��3. � �;S. ��29 � �;-��� 2�1 ��;3H7�-+5-

� ���+->�2�,�5� ��3.�'

$ 0��3H,-��- ��  +�2��+  ���� 29 �-3�� �=�� � -� ���2���� 4� 2�7��� �� 'G'<G'

$�7��1 ,2� 7�>- ��33-�2����. �-3�� �=�. � -� ���2���� �-7-2  -;. 7� 2�2�,��

 3�>�5+ �;��0�+' ��43� �� ��� 2�6 �3�  �,- ��6 /��+�3- NG'('&O1 � 7����+  3�8

,�-  �-7�..  ���� 29 �-3�� �=�� � -�  �.0���5� ���2���� 〈R1〉 = 1/〈T1〉 �- 7�3>��

0��� -29 �2 +�4��2��4� ��3.1 �� ��39�� 73. +�3-��35 4� 2�7��� �� � -� ��3.� �58

��3�.-2 . � 3���- ;5 2��4� 7��>-��. � �- �>�7�-2 . 0��� �+� 29 �-3�,��5 δB �2

Bint' �-+ �- +-�--1 ��3�,�-  ���8 �����5� �0��+�7-6 2��6 �;� 3��3���-2 0��� �8

+� 29 〈R1〉 �2 +�4��2��4� ��3.1 ����-7-���H �� �� 'G'<G' �� ,-2��. 0��� �+� 29

��,- 2�-���  �43� �-2 .  @� �-��+-�2�39��61 �� ����0��7�2 .  2��-�,�2�- �0+-�-8

��- 〈R1〉(Bint) � ��3.� ���.7�� %'%& �1 2��>- �� ����0��7�2 . ��� � 0��� �+� 2� �

��3.� %'%(8%'& �1 �;� 3��3-��56 ��2��-�- -,-��.+� �����-6'

#�.�3-��-  2��-�,�2�4� �0+-�-��. ��� %'%& �  �.0���  �0��+�5+ �3�.��-+

�0��+�7-6 2��HF��  �����: ;5 2�� �-3�� ���HF�-  ���5 ��,���H2 �-3�� �����29

+-73-��-- �  3�;5� ��3.�1 � +-73-��� �-3�� ���HF�- * ;5 2�--1 �7���� � �� ,-21

� @� �-��+-�2 ����05��H21 ,2� ��3�7 ;5 2�5� ��+���-�2 � �-3�� �=�H �  3�;�+

��3- ;�3--  �F- 2�-�-�'

�2+-2�+1 ,2� � 2�5- � �;-��� 2� � ��3-��6 0��� �+� 2� ��-+-� �-3�� �=�� �

7����0��- ��3-6 %'%(8%'& � ��0����H2 � 2-� >- ��3.�1 47- � ���� � ��3-��6 0�8

�� �+� 2� !#� �< � �( ���2���� 4� 2�7��� N�� '('GO' J2� ��0��3.-2 �;S. ��29

�� 3-7��- �3�.��-+ ��2��-�- -,-��6 .7-��5�  �����5� ��7�����-6 � 7��+�4��28

��6 +�3-��3- � �-�-�� �+ ��3.��0�=�� +->7� ���+�2�,- ��+� ���2���+� � β8iq2

���2���+� 4� 2�7���'

#�3�,-��5- �-0�392�25 ��-7 2��3.H2 ;�39K�6 ��2-�-  2�,�� 0�-��. ��2-�8

��-2�=�� 7���5� �� �-3�� �=�����6 7� �-� ��' ��3�,�-  �39��6  �.0�  ����� .�8

3.-2 . /��2���+1 ��2��56 �-390. �4��������29 ��� ��� ���� .�3-��6 �-3�� �=��

�  3�;5� +�4��2�5� ��3.�'
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$ 7����6 43��- ��0��2 2-��-2�,- ��6 ��7��7 � ��� ���H ��4-�-�2��4� �-�-�� � 4�8

�-���3.��0�=�� +->7�  �39��  �.0���5+� .7-��5+�  ����+� � �
�8@� �-��+-�2-

 � ��390�����-+ �-�-�3H,-��. ��3.'

#���0���1 ,2� 2�39�� 3�K9 � 3���-  �39��6  �.0�  ����� �- �;- �-,���-2 @//-�8

2����4� �-�-�� � �#1 �� 2��>- 2�-;�-2 .1 ,2�;5 ��-+-�� ���4�2��3-��. ��3.��0�8

=��1 --  ��;�7��6 @��3H=�� 3�;� �-�-�3H,-��. ��3. ;53� 7� 2�2�,�� 73���5+� ��

 ����-��H  �;��2�5+� 0��,-��.+� ��� 2��2  ���8 �����5� �0��+�7-6 2��6 +->8

7� .7��+�' #���0���1 ,2� ���-2��� �-�-�� � �#  �7-�>�2 �����2-��5- ����2��5-

;�-��.1 ,2� 4�����2 � ��4-�-�2��6 �����7- .�3-��.' #�-7 ��0��5 2-��-2�,- �� ��8

���2-��5- � �;-��� 2� � ��3-��6 0��� �+� 2� �#1 ��.�3.HF�- . � ��3.�1 47- �+-H2

+- 2� ��2��-�- -,-��. .7-��5�  �����5� ��7�����-6 ��3.��0������6 +�3-��35' $

 3�;5� ��3.�1 ��� � �  3�,�- @� �-��+-�2�� l�ihg1 �# +�>-2 �-�-�� �29 . +->7�

 ����+�1 ��� �2 �2 2��� �� ��.+�4�  ���8 ������4� �0��+�7-6 2��.1 �� �� ��� ��8

3�,�� +->7� ��+� =-��,�� �0��+�7-6 2��HF��  �����1 ��>756 �0 ��2��5�  �39��

CC)



 �.0��  �  ���+�  � -7.+�' ��� � �  3�,�- l�ihg �-�-�� ��-7-3-��- �# � +�3-��3-

� @2�+  3�,�- ���� ��7�2 ��4-�-�2�5+ �;��0�+'

�-���.1 ��0��2�. 07- 9 ���+-��+� 73. ��� ���. �� ��-7-3-��. �# � ��03�,8

�5� @� �-��+-�2��1 � 2�+ ,� 3-1 � @� �-��+-�2��  � ��390�����-+ !#� � #�#'
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��2�� �5��>�-2 43�;���H � � ��-��HH ���0��2-39�� 29 7'/'8+'�' ����2- ����8

3�-��,� ���0-�� *  ��-+� ���,��+� ������7�2-3H �� ���7�7�2 ��6 7�  -�2�=�� �

���,��+� ��� �392��2� * 0� �;�,-��- � �;-��� 2.+ ���/-  �� ���,��4�  �2��7����1

+��4�3-2�HH  ��+- 2��H ��;�2� � � - 2�����HH ��77-�>��'

��2�� �5��>�-2 43�;���H ���0��2-39�� 29  ��-+� ���,��+� ��� �392��2�1 7�8

�-�2��� 
�� �� ���1 ���7-+��� ��� �-��7� "��������,� ��47--�� 0�  �07���-

� �� 2�2�2- � �3H,�2-39�5� ��0+�>�� 2-6 73. 7� 2�>-��. �5 ���� ���,�5� �-8

0�392�2�� � 7��>- ��6 �2+� /-�5'

��2�� � �3H,�2-39�� ���0��2-3-� 7'/'8+'�' �3-� ��7�- $�7�+���- X���� ��6

0� �3�7�2�����-  �2��7��,- 2��1 �;�4�F-��- 0����.+� �; � �;-��� 2.� ����-7-��.

@� �-��+-�2�� � +��4�,� 3-��5- ��3-0�5-  ��-25 � �;3� 2� ����� � ��- --'

��2�� ;3�4�7��-� 7'/'8+'�'1 ���/-  ��� �3-� ��7�� 
��� ���,� ���2����� 0�

 �2��7��,- 2�� � �;3� 2� 2-���� 7�//�0�����8���2��3���-+5� �-��=�61 ;3�0��-

0����+ 2��   ���-+-��5+� 2-��-2�,- ��+� +-2�7�+� � �3�7�2����5- 7� ��  ��'

��2�� ;3�4�7��-� ��33-4�+8 �2��7����+ 
�� �� ���1 � � �;-��� 2� �'/'8+'�'

$' �' 
���0���1 �'/'8+'�' $' �' ���-3���1 �'�'�' �' 
' 
���0���61 �'/'8+'�' 
' $'

�-7���1 �'/'8+'�' �' �' W������� � 7�' � ��33-4�+8 ���2���+ �0 �!��� �� ��� *

���7-+��� X' �' 
�3���1 7'/'8+'�' $' �' 
�4�.� ��+�1 �'/'8+'�' �' �' �-6/-397� N�

�� 2�.F-- ��-+. *  �2��7���� �� 2�2�2� �+-�� 
�� � #3����1 �-22��4-�O1 �'/'8+'�'

�' $1 �2� H1 �'/'8+'�' $' �' 
��������1 �'/'8+'�' �' �' �����.����1 	' $' ��39�-� �'

��2�� �5��>�-2 � ��-��HH ���0��2-39�� 29 ��33-�2��� ��/-7�5 !�
� ���1

� � �;-��� 2� * ��++- �������- ��2�K����6 0� ��77-�>�� �� ��-+. �;�,-��. �

��� � �� 3- �-4�'

��2�� � �3H,�2-39�� ���0��2-3-�  �2��7����+ ���;�7��4� ����-� �2-2� 
-�8

3���1 � ��2���+ �� ����-3 ���7�3>�2-39�56 �-���7 ��-+-�� � ��7- ��;�25 ��7

C(C



7�  -�2�=�-61 � � �;-��� 2� * ���/-  ��� !�� �8
��2��� ��2� 0�  2�+�3���HF�-

����� 51 ���5K-��5- 2�-;�����. � ��,- 2��  ��+- 2��6 ���,��6 ��;�25 � ��3�8

,-��5- 0����. � �;3� 2� +�4��2��4� �-0���� �' ���>- ��2�� ;3�4�7��-� 2-+1  �-+

��;�2�3 � ��7- ���,�5� ��+��7������ � ���;�7�56 ����-� �2-2 
-�3��� * �' 	'

���,��� N
�� �� ���O1 �' �' ���H2��� N
�� �� ���O1 �' 
�0-3H'

��2�� ;3�4�7��-�  ���+ ��33-4�+ �080� ��;->�1 � �-���H �,-�-79 * ���/-  ���

�� 2�2�2� �+-�� $�6=+���� N�-����21 �0���39O ���2�3�H �0���3-��,� 
��K2-68

�� N���-- ���/-  ��� ��� � �!��� �� ���O1 � 2��>- ���/-  ��� ����-� �2-8

2� �� /��7� #�2-�� !���1 ���/-  ��� �-���,- ��4� ����-� �2-2� ���=� �H�2-��

���+���1 ���/-  ��� ���;�7��4� ����-� �2-2� 
-�3��� ��2+��� W2-63���1 ���8

0�3� ��4�3� N�-��39.1 ���=1 �-�-��O1 ����39/� ��  ��6�2�-�� N���=O � ����@3H

��22��4� N���=O 0� �3�7�2�����H  ��+- 2��H ��;�2�1  2�+�3���HF�- 7� ��  �� �

��0+�>�� 29 �� K��-��.  ��-4� ���4�0���'

��;�2� �5��3�.3� 9 ��� /���� ���6 ��77-�>�- 4���2�� ���� N��+-�� ���-�8

2�� * BE8%C8CC&E1 BB8%C8CC(EE1 %<8%C8C<&<G1 %<8%C8C<&DD1 %(8%C8C<%D%1 %(8%C8C<&D&1 %G8

%C8C<C)%1 %D8%C8C<BBC1 %)8%C8%%(<(O1 ����� Nghj <%%&M<8&%C1 %G8&%%%%%8E%)%O1 4���2�

	� 
��8�#�' �-0�392�25 ��;�25 7��3�75��3� 9 �� ���/-�-�=�.� �� 7�//�0�����8

���2��3���-+5+ �-��=�.+ N&BBB * �-����21 <%%% * $�34�4��71 <%%< * �-�31 <%%( *

���=1 <%%D * ���� �;�� �O1  ������6 ��+�� N<%%& * �����1 <%%C * �@�-3 !�331 <%%G

* �� /��71 <%%) * $-�-=�.O1 +�4��2��+� �-0���� � N<%%& * "�-��4���71 �-�7�61

<%%< * #��4�1 <%%( * ��0��91 
�+;-61 
��4�3��1 <%%D * �-22��4-�1 <%%) * �9.�2�O1

/�2���+�� N<%%D * 
�7 !�/4� 2�6�O1 �-��=�����6  �� �;�� 2� ���8��7���3�� N<%%D

* ��+O1 ��  �+��0��+- ?����-+-���. ��+�,- ��. /�0���A N<%%%1 <%%&1 <%%< * ��8

�� -O � �� � 2�-,�� �-+-=��4� /�0�,- ��4� �;F- 2�� N<%%C1 <%%D 8 ��-07-�O' ��2��

�-�7�����2�� ��-7 2��3.3 �-0�392�25 ��;�25 �� ���,�5�  -+������ � 
�� ��

���1 �!��� �� ���1 ���;�7��+ ����-� �2-2- 
-�3���1 ����-� �2-2�� �� /��7�

� ���=�1 �� 2�2�2- �+-�� $�6=+����1 �� 2�2�2- �+-�� 
�� � #3���� � �-22��4-�-'

C((
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"7- 9 +5 ��3�,�+ �����-��- 73. .7�� ��$ ˆ̂
RAB'

�0 �-���4� �5��>-��. � N&'('&CO � ���2��2��+ ���;3�>-���  3-7�-21 ,2�

ˆ̂
RL

AB(s) =
ˆ̂
K +

ˆ̂KAB
ˆ̂
GL

AB(R|R, s) ˆ̂KAB. Nc'&O

����=�H ����� ˆ̂
GAB(R|R, s) ≡ ˆ̂

Gc +�>�� �5��0�29 ,-�-0 ? ��;�7��HA /���=�H

����� ˆ̂GAB(R|R, s) ≡ ˆ̂
Gc

0:

ˆ̂
Gc =

ˆ̂Gc0 +
ˆ̂Gc0

ˆ̂KAB
ˆ̃̂
Gc =

ˆ̃̂
Gc

0 +
ˆ̃̂
Gc

0
ˆ̂KAB

ˆ̃̂
Gc

0 +
ˆ̃̂
Gc

0
ˆ̂KAB

ˆ̃̂
Gc

0
ˆ̂KAB

ˆ̃̂
Gc

0 − . . . , Nc'<O

47- ˆ̂GAB �7��3-2���.-2 �����-��H N&'('&(O'

#� 3- ��7 2������ ��03�>-��- Nc'<O � Nc'&O +�>�� ��3�,�29:

ˆ̃̂
RAB(s) =

ˆ̂KAB +
ˆ̂KAB

ˆ̃̂
Gc

0

(
ˆ̂KAB +

ˆ̂KAB
ˆ̃̂
Gc

0
ˆ̂KAB + . . .

)
=

ˆ̂KAB +
ˆ̂KAB

ˆ̂GLAB(R|R, s) ˆ̂
RL

AB(s).

Nc'CO

���3�4�,�� +�>�� ����0�291 ,2�

ˆ̂
RL

AB(s) =
ˆ̂KAB +

ˆ̂
RL

AB(s)
ˆ̂GLAB(R|R, s) ˆ̂KAB. Nc'(O

�3. �-��=�� $J� �0 3H;�6 �0 /��+�3 Nc'CO � Nc'(O 3-4�� ��3�,�29 �5��>-��-

N<'C'&%O 73. ;3���� .7�� ��$'

C(G
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"7- 9 +5 ����-7-+ �5��>-��. 73. .7-� ��$1 ��� 5��HF�� /�2���+�,- ��- �-8

��=�� ;-3��  �7��+ �-��=����5+ �.2��+ � +�3-��35 ��� �2-3.'

�3-7�. �-0�392�2�+ ��;�25 PE)Q1 0���K-+ 73. �-���4� .7�� ��$

{R∗}L(s) = −vWI(1 + gL(s+ 1/τ∗)WI)
−1, Np'&O

47- WI *  ���� 29 2�K-��. ���2�� �-��=�����6 0��51 v = 4πR2∆f * �;S-+ �-��=�8

����6 0��51 � gL(s) ���-7-3.-2 .  ��6 2��+� �2�� �2-39��4� 7��>-��. �-�4-�2��

� /��+�6 �-��=�����6 0���' $5��>-��. 73. �� 3-7�-6 73. ��03�,�5� +�7-3-6

 2-��,- �� 0�2��7�-��5� �-��=�6 7�H2 . �5��>-��.+� N<'('BO1 N<'('&DO � N<'&')O'

�3. �� ,-2� � 2�39�5� .7-� ��-7-+  ��-�8��-��2�� ˆ̂
Σmn � �-�2�� � 3����33-��+

��� 2��� 2�- R̂mn' ��47� 73. .7-� ��$ +�>�� 0��� �29 PE)Q:

R†
mn(t) =

1

4
Tr

ˆ̂
Σmn(t) =

1

4

∑
I,K

{
ˆ̂
Σmn(t)

}
II,KK

, R�
mn(t) = TrR̂mn(t) =

∑
I

{
R̂mn(t)

}
II
,

Np'<O

47- ��7-� 5 I,K ��+-��H2 @3-�2����5-  �����5-  � 2�.��. �# Nh1 l−1 l01 l+O'

$�-7-��5- 07- 9 ���5- �-3�,��5 ˆ̂
Σmn � R̂mn ��  ,�25��H2 . �0  3-7�HF�� ����8

�-��6:

ˆ̂
ΣL
mn(s) = −v ˆ̂

WR

(
ˆ̂
E + gL(s

ˆ̂
E − ˆ̂

Lmn)
ˆ̂
WR

)−1

, Np'CO

R̂L
mn(s) = −{R∗}L(s)

(
ˆ̂
E +

1

v
ˆ̂
ΣL
mn(s)g

L(s
ˆ̂
E − ˆ̂

Lmn)

)
P̂.

C(D



"7- 9 ˆ̂
WR * �-��+;���=����56  ��-�8��-��2��1 ˆ̂

E 8 -7���,�56  ��-�8��-��2��' ��-8

��2�� ˆ̂
WR �+--2  3-7�HF�- �-��3-�5- @3-+-�25:

{
ˆ̂
WR

}
SS

= WR,
{

ˆ̂
WR

}
STi

=
{

ˆ̂
WR

}
TiS

= WR/2, Np'(O

47- WR *  ���� 29 �-��+;���=�� ���2�� �-��=�����6 0��5' P̂ * �-�2��1 ��� 5��H8

F�6 ��,�39��-  � 2�.��- �#' �3.  3�,�.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-����� � �-4� - 29

2�39�� �7�� �-��3-��6 @3-+-�2 P̂SS = 11 ��� 2���3-2��+ ��-7K- 2�-����- �# 2����

@3-+-�2�� 2��: P̂T+T+ = P̂T0T0 = P̂T−T− = 1/3'

���-�8��-��2�� ˆ̂
Lmn ��� 5��-2 7���+�,- ��-  +-K�����- @3-�2����5�  ����8

�5�  � 2�.��6 �# �� ∆g � ��$8+-����0+�+' $  �39��+ +�4��2��+ ��3- 7� 2�2�,��

��  +�2����29 2�39�� �-�-��75 +->7� h � l0  � 2�.��.+� �#1 ��� �;5,��1  � 2�.8

��. l+1 l− �- �4��H2 ������6 ��3� � �;��0������ !#� �  �39�5� ��3.�' #�@2�+�

+�>�� ��  +�2����29 0�7�,� � �+-�9K-���+ ;�0� - 2�39�� 7���  � 2�.��6 h � l01

� ��2���+ ˆ̂
Lmn �+--2  3-7�HF�- @3-+-�25 PE)Q:{

ˆ̂
Lmn

}
SS,ST0

=
{

ˆ̂
Lmn

}
ST0,SS

=
{

ˆ̂
Lmn

}
T0S,T0T0

=
{

ˆ̂
Lmn

}
T0T0,T0S

= i
δmn
2
, Np'GO{

ˆ̂
Lmn

}
SS,T0S

=
{

ˆ̂
Lmn

}
ST0,T0T0

=
{

ˆ̂
Lmn

}
T0S,SS

=
{

ˆ̂
Lmn

}
T0T0,ST0

= −iδmn
2
,

47- i * +��+�. -7���=� � δmn/2 * ,� 2�2� 7���+�,- ��4�  +-K�����. h8l01 0�7���8

-+�. �5��>-��-+ N<'('CO'

#�7 2������ @3-+-�2�� ���-7-3��5� �5K- ��-��2���� 7�-2  3-7�HF�- �5��>-8

��. 73. ���3� 8�;��0�� .7-� ��$ R∗ � R†:

{R∗}L(s) =
kIf

1 +WIgL(s+ 1/τ∗)
, Np'DO

{R†
mn}L(s) =

kRf

4
· 1 +WR(g1 + g2)/4

1 +WR(g0 + g1 + g2)/2 +W 2
R[g0(g1 + g2) + 2g1g2]/8

,

2�47� ��� R�
mn 0��� �2 �2 +�392��3-2�� 2� N∗' �3.  ��43-2��4� ��-7K- 2�-�����

�+--+

{R�
mn}L(s) = {R∗}L(s) 1 +WR(g1 + g2)/4

1 +WR(g0 + g1 + g2)/2 +W 2
R[g0(g1 + g2) + 2g1g2]/8

, Np')O

� 73. 2���3-2��4� �-0�392�2 �����+�-2 ��7:

{R�
mn}L(s) = {R∗}L(s)

(
1 − 1

3
· WR(2g0 − g1 − g2)/4 +W 2

R(g0(g1 + g2) − 2g1g2)/8

1 +WR(g0 + g1 + g2)/2 +W 2
R[g0(g1 + g2) + 2g1g2]/8

)
.

Np'EO

C()



"7- 9 g0 = gL(s = 0)1 g1 = gL(s = iδmn)1 g1 = gL(s = −iδmn)1 kI = 4πR2∆WI � kR =

4πR2∆WR * �-��=����5- ��� 2��25  ���� 2�  /-��,- �� �0�2�����4� 2�K-��. �

�-��+;���=��1  ��2�-2 2�-���'

C(E
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"7- 9 +5 ��3�,�+ �5��>-��. 73. ��-��2����1 �2�-2 2�-��5� 0� +�7�/���=�H ��$

� ���;3�>-��� 2�,-,�5� � 2�-,'

��� 4�����3� 9 ���--1  �29 @2�4� ���;3�>-��. � ����7���2��+ ��� 2��� 2�-1

0��3H,�-2 . � ��-�-;�->-��� ��0+-��+ �-��=�����6 0��5' ��47� 7-6 2��- ��-��2�8

��� ˆ̂
T � ˆ̂

G0
0,1 �� �-��2���H �3���� 0��� .F�H �2 ����7���2 /���=�H γ(A1,B1,B2, t)

���;3�>-���  ��7�2 . �  3-7�HF-+�:∫
dt′dA′

1dB
′
1dB

′
2
ˆ̂
T (A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′)γ(A′
1,B

′
1,B

′
2, t

′) Ni'&O

≈
∫
dt′γ(A1,B1,B2, t

′)
∫
dA′

1dB
′
1dB

′
2
ˆ̂
T (A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′).

����- 7-6 2��- ��-��2���� @�����3-�2�� 0�+-�- ˆ̂
T ��

ˆ̂
T (A1,B2, t|A′

1,B
′
2, t

′) ≈ ˆ̂
RA1B2(t− t′)δ(A1 − A′

1)δ(B2 − B′
2)δ(A1 − B2), Ni'<O

� ˆ̂
G0

0,1 ��
ˆ̂
U 1 ��7,��.HF�6 . �����-��H:

(∂t − L̂B1 −
ˆ̂
QB1)

ˆ̂
U(B1, t, t

′) = δ(t− t′) ˆ̂
E. Ni'CO

#� 3-7�-- �����-��- 3-4�� ��0�-K�-2 . � 7�-2 73.
ˆ̂
U  3-7�HF�6 �-0�392�2:

ˆ̂
U(t, t′) = exp

(
ˆ̂
QB1(t− t′)

)
θ(t− t′). Ni'(O

"7- 9 θ(t) 8 /���=�. !-�� �67�' ��47� � ��+��� ���;3�>-��. 2�,-,�5� � 2�-,

 ��;�7��. /���=�. ����� ������ �+���-2 . �5��>-��-+:

ˆ̂
G0

0,1(B1, t|B′
1, t

′) = exp
(

ˆ̂
QB1(t− t′)

)
θ(t− t′)δ(B1 −B′

1). Ni'GO

C(B



�
���-���� 3

����
����� ����"���
+4����

�	�
���
� � 
�+��� 
������

��-�����+��
���� 	�
���
� $��
���

"7- 9 +5 �5,� 3�+ +�7�/�=���HF�6 ��-��2��� 73. �-��=�� +->+�3-��3.���4�

�-�-�� � @�-�4��'


5 ����-7-+ �5,� 3-��. 2�39�� 73. �-���4� ,3-�� � �����-��� NC'<'&BO1 ��8

 ��39�� �5,� 3-��- �2���4� ��3�� 29H ���3�4�,��' ��-��2�� ˆ̂
RAB′ � ��33-�2����+

;�0� - {|AB′〉, |A∗B′〉, |AB′∗〉, |A∗B′∗〉} �+--2 ��7 P&B1 <%1 <&Q:

ˆ̂
RAB′(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

0 kf −kr 0

0 −kf kr 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F (t). Nv'&O


�2��,��. @� ���-�2� exp
(

ˆ̂
QBt

)
� ;�0� - {|B〉, |B∗〉} �+--2 ��7:

exp
(

ˆ̂
QBt

)
=

⎛
⎝1 0

0 1

⎞
⎠ +

⎛
⎝0 (1 − e−kBt)

0 −(1 − e−kBt)

⎞
⎠ =

ˆ̂
E + α(t)

⎛
⎝0 1

0 −1

⎞
⎠ , Nv'<O

α(t) = 1 − exp(−kBt)

����+ �;��0�+1 ��-��2�� ˆ̂
RAB′(t − t′) ⊗ exp

(
ˆ̂
QB(t− t′)

)
� C8,� 2�,��+ ;�0� -

{|AB′B〉, |A∗B′B〉, |AB′∗B〉, |A∗B′∗B〉, |AB′B∗〉, |A∗B′B∗〉, |AB′∗B∗〉, |A∗B′∗B∗〉} .�3.-2 .

 �++�6 7��� ,� 2-6:

ˆ̂
RAB′(t− t′) ⊗ exp

(
ˆ̂
QB(t− t′)

)
= Z1(t− t′) + α(t− t′)Z2(t− t′), Nv'CO

CG%
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Z1(t− t′) =

⎛
⎝ ˆ̂
RAB′(t− t′) 0

0
ˆ̂
RAB′(t− t′)

⎞
⎠ � Z2(t− t′) =

⎛
⎝0

ˆ̂
RAB′(t− t′)

0 − ˆ̂
RAB′(t− t′)

⎞
⎠ Nv'(O

#�.+�- ����0�-7-��- σ̂B′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′) � C8,� 2�,��+ ;�0� - �5��>�-2 . ���

σ̂B′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

πAB(r, t′)πB′(t′)

πA∗B(r, t′)πB′(t′)

πAB(r, t′)πB′∗(t′)

πA∗B(r, t′)πB′∗(t′)

πAB∗(r, t′)πB′(t′)

πA∗B∗(r, t′)πB′(t′)

πAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

πA∗B∗(r, t′)πB′∗(t′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. Nv'GO

�7- @3-+-�25 
�� π * �;5,�5- ����-3.=����5- /��+5 P&)1 BEQ'

#�7 2��3.. Nv'CO � NC'<'&BO � �5��3�.. ��-��=�H Tr �� B′1 +5 ��3�,�-+ 7��

��3�7� � +�7�/�=���HF�6 ��-��2��:

TrB′Z1(t− t′)[σ̂B′(t′) × σ̂AB(r, t′)] Nv'DO

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

kfπA∗B(r, t′)πB′(t′) − krπAB(r, t′)πB′∗(t′)

−kfπA∗B(r, t′)πB′(t′) + krπAB(r, t′)πB′∗(t′)

−kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) + krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) − krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F (t− t′)

TrB′Z2(t− t′)[σ̂B′(t′) × σ̂AB(r, t′)] Nv')O

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) − krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) − krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) − krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

−kfπA∗B∗(r, t′)πB′(t′) + krπAB∗(r, t′)πB′∗(t′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F (t− t′)

$  3�,�- ��47� ���=-�2��=�� A∗ � B∗ +��4� +-�9K- ���=-�2��=�6 A � B � �����-8

CG&



��.� Nv'DO1 Nv')O +�>�� ��-�-;�-,9 πB′∗ ' ��47�

TrB′Z1(t− t′)[σB′(t′) ⊗ σAB(r, t′)] Nv'EO

≈

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −kfcB 0 0

0 kfcB 0 0

0 0 0 −krcA
0 0 0 krcA

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

πAB(r, t′)

πA∗B(r, t′)

πAB∗(r, t′)

πA∗B∗(r, t′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F (t− t′)

47- πB′(t′) = cB' ���3�4�,��1

TrB′Z2(t− t′)[σ̂B′(t′) ⊗ σ̂AB(r, t′)] Nv'BO

≈

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −kfcB
0 0 0 kfcB

0 0 0 kfcB

0 0 0 −kfcB

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

πAB(r, t′)

πA∗B(r, t′)

πAB∗(r, t′)

πA∗B∗(r, t′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F (t− t′)

#� 3-7��6  2�3;-= � +�7�/�=���HF-+ ��-��2��- 7-6 2��-2 2�39�� �� @3-+-�2 N���8

�-3.=�����H /��+�O πA∗B∗ 1 ��2��56 ��7,��.-2 . �7����7��+� �����-��H � ��8

,�39�5+ � 3���-+ πA∗B∗ = 0' #�@2�+� πA∗B∗ ≡ 0 ��@2�+� �� 3-7��6  2�3;-= +�>��

�2;�� �291 ����� ��� � � - �5��>-��- Nv'BO' $5,� 3-��- +�7�/���=�6 �� ���=-�8

2��=�� A ����0��7�2 . ���3�4�,��'

#�@2�+� +�7�/�=���HF�6 ��-��2�� ˆ̂R(s) �����+�-2 ��7:

ˆ̃̂
R(s) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −kfcB −krcA 0

0 kfcB 0 −krcA
0 0 kfcB krcA

0 0 0 kfcB + krcA

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
F̃ (s). Nv'&%O

����6 ��7 ��-��2���  2�,�� 29H 7� 0�+-�5  ���� 2-6 �-3�� �=�� @�����3-�2-�

�5��>-��H 73. �-3�� �=�����4� ��-��2��� ˆ̂
QAB ���5 {A . . .B} P<%1 <&Q' #�@2�+�

�-=-�2 �-�-���-7-3-��.  ���� 2-6 �-3�� �=�� NC'C'C)O � 7����+  3�,�- ��3�� 29H

�����+-�-�'
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"7- 9 +5 �� ��K-+ �;F�- /��+�35 N('('CDO �3� N('('C)O 73. 7��� �����-2�5�  3�8

,�-� NZO I1 = I > 1
2
� I2 = 1

2
T N;O I1 = I > 1 � I2 = 1'

$  3�,�- NZO +�� �+�39��- 0��,-��- ��3��4�  ���� Jmax ����� I+11 � +���+�398

��- * Jmin = I − 11 2��>- NI1I2 = 2(2I + 1)' #�7 2��3.. I1 = I � I2 = 1
2

� �;F�-

/��+�351 ��3�,�-+ 73. T (1)
zz (t):

T (1)
zz (t) =

(I + 2)(2I + 3)

12(I + 1)(2I + 1)
+

(I − 1)(2I − 1)

12I(2I + 1)
+

2

2I + 1

I+1∑
J=I

KJRe{fJg∗J−1} Nz'&O

+
(2I + 1)2

12I(I + 1)

sin2 θI
2

(cos
√
DIt− 1) +

(I + 1)2 + I2

12I(I + 1)
.

#�7 2��3.. 0��,-��- Re{fJg∗J−1} �0 N('('C(O ��3�,�-+

T (1)
zz (t) =

2I2 + 2I + 1

12I(I + 1)
+

(2I + 1)2

24I(I + 1)

sin2 θI
2

(cos
√
DIt− 1) Nz'<O

+
2I + 3

12(I + 1)

[
sin2 θI

2
cos(λI+1 − λ+

I )t+ cos2 θI
2

cos(λI+1 − λ−I )t

]

+
2I − 1

12I

[
cos2 θI

2
cos(λI−1 − λ+

I )t+ sin2 θI
2

cos(λI−1 − λ−I )t

]
.

"7- 9

λI+1 =
2Ia1 + a2

4
, λI−1 =

−2(I + 1)a1 + a2

4
, Nz'CO

λ±I 7�-2 . �5��>-��-+ N('('<<O1 θI * �5��>-��-+ N('<'GO � DI * �5��>-��-+ N('('<(O'

$  3�,�- N;O 73. I1 = I � I2 = 1 0��,-��. J +�4�2 ;529 ����5 Jmin = I− 3
2
1 I− 1

2
1

I + 1
2
1 I + 3

2
= Jmax1 � ���+�����,�56 ��@//�=�-�2 NI1I2 �����+�-2 ��7:

NI1I2 = 3(2I + 1). Nz'(O

CGC



�0 �;F�� /��+�3 N('('CDO 73. T (1)
zz (t) ��3�,�-2 .  3-7�HF�6 �-0�392�2:

NI1I2T
(1)
zz (t) =

(I + 2)(2I + 5)

6(2I + 3)
+

(I − 1)(2I − 3)

6(2I − 1)
+ 2

I+ 3
2∑

J=I− 1
2

KJRe{fJg∗J−1} Nz'GO

+

I+ 1
2∑

J=I− 1
2

(
(2J + 1)2

12J(J + 1)

sin2 θJ
2

(cosDJt− 1) +
(J + 1)2 + J2

12J(J + 1)

)
.

#�7 2��3.. Re{fJg∗J−1} �0 N('('C(O ��3�,�-+:

NI1I2T
(1)
zz (t) =

2I + 1

2
+

4I

3(4I2 − 1)
+

1

3(2I + 3)
Nz'DO

+
4I3

3(4I2 − 1)
sin2 θ−(cos

√
DI−1/2t− 1) +

4(I + 1)3

3(2I + 1)(2I + 3)
sin2 θ+(cos

√
DI+1/2t− 1)

+
4I(I − 1)

3(2I − 1)

[
cos2 θ−

2
cos(λ+

I−1/2 − λI−3/2)t+ sin2 θ−
2

cos(λ−I−1/2 − λI−3/2)t

]

+
4(I + 1)(I + 2)

3(2I + 3)

[
sin2 θ+

2
cos(λ+

I+1/2 − λI+3/2)t+ cos2 θ+
2

cos(λ−I−1/2 − λI−3/2)t

]

+
2I(I + 1)

3(2I + 1)

[
cos

(√
DI+1/2 +

√
DI−1/2

2
t

)
(1 + cos θ+ cos θ−)

+ cos

(√
DI+1/2 −

√
DI−1/2

2
t

)
(1 − cos θ+ cos θ−)

]
.

"7- 9

λI+ 3
2

=
a2 + Ia1

2
, λI− 3

2
=
a2 − (I + 1)a1

2
. Nz')O

��; 2�-��5- 0��,-��. λ±I±1/21 ?�435A  +-K�����.

θ+ = θI+ 1
2
, θ− = θI− 1

2
Nz'EO

� �-3�,��5 DI±1/2 7�H2 . �5��>-��.+� N('('<<O1 N('<'GO � N('('<(O1  ��2�-2 2�-���'
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"7- 9 +5 �5�-7-+ �5��>-��- 73. A(n)
i→j * ��2-� ���� 2� n86 4��+����� 73. �-�-��7�

|i〉 → |j〉'

���+�3� NG'&'&O +�>�� �-�-�� �29 �  3-7�HF-+ ��7-:

Li→j = 2
∑
rs

(
sin

ϕ

2

)2∆ij,rs+1 (
cos

ϕ

2

)2N−2∆ij,rs−1

L(0)
r→s =

∑
rs

Aij,rsL
(0)
r→s. Nj'&O

����. �-3�,��� Aij,rs +�>-2 ;529 �5��>-��  3-7�HF�+ �;��0�+:

Aij,rs = 2
(
sin

ϕ

2

)2∆ij,rs+1 (
cos

ϕ

2

)2N−2∆ij,rs−1

Nj'<O

= 2

(
eiϕ/2 − e−iϕ/2

2i

)2∆ij,rs+1(
eiϕ/2 + e−iϕ/2

2

)2N−2∆ij,rs−1

.

J2�2 �-0�392�2 +�>�� �-�-�� �29 ���  �++� 2N + 1 @� ���-�=��39�5� ,3-���:

Aij,rs =
1

2i

N∑
n=−N

a
(n)
ij,rs exp(inϕ), Nj'CO

47-

a
(n)
ij,rs =

(−1)∆ij,rs

4N−1

2N−2∆ij,rs−1∑
m=0

(−1)N−m−nCN−m−n
2∆ij,rs+1C

m
2N−2∆ij,rs−1. Nj'(O


�>�� 7���0�291 ,2� a(n)
ij,rs = −a(−n)

ij,rs N� �-0�392�2-1 a(0)
ij,rs = 0O' ����+ �;��0�+1 �5��8

>-��- Nj'CO .�3.-2 .  �++�6 N  ��� ��:

Aij,rs =

N∑
n=1

a
(n)
ij,rs sin(inϕ) Nj'GO

� �;F�6 �-0�392�2 Nj'&O 0��� 5��-2 . � ��7-:

Li→j =
N∑
n=1

A
(n)
i→j sinnϕ L(0)

r→s =
N∑
n=1

∑
rs

a
(n)
ij,rs sinnϕ L(0)

r→s, Nj'DO

47- a(n)
ij,rs ���-7-3.-2 . /��+�3�6 Nj'(O'

CGG
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P&Q c' p' vU�`UVUL z' c' �U`UkI^' ln_UVb Ud `y^^_aaI^] V_YUk[I^Z`IU^ Ud e_d_Y`m

m`IkyaZ`_e [b `n_IV kU`IU^' I' ]_^_VZa dUVkZaImk' %�&'( )���( )*�( +,-(1 2' &&C1  2�'

B*&( N&BE<O'

P<Q f' c' \ZVYym' �^ `n_ `n_UVb Ud URIeZ`IU^8V_eyY`IU^ V_ZY`IU^m I^LUaLI^] _a_Y`VU^

`VZ^md_V' .( /���( %�&'(1 2' <(1  2�' BDD*BEB N&BGDO'

PCQ h' zdVIkZ Z^e \' pIRU^' �^ `n_ VUa_ Ud LI[VZ`IU^Za _RYI`Z`IU^ I^ _a_Y`VU^ `VZ^md_V

V_ZY`IU^m �I`n aZV]_ ^_]Z`IL_ dV__ _^_V]I_m' /���( %�&'( 0���(1 2' <G1  2�' C(*C)

N&B)(O'

P(Q �' �UV`^_V1 \' pIRU^' u^`VZkUa_YyaZV _RYI`Z`IU^m ZYYUksZ^bI^] mUaL_^`8YU^`VUaa_e

_a_Y`VU^ `VZ^md_V V_ZY`IU^m' .( /���( %�&'(1 2' EE N&O1  2�' &D)*&)% N&BEEO'

PGQ c' �' pZVrb�I^1 x' c' jVZ^`myrUL1 �' h_�I1 \' lZYnIbZ' hUaL_^` _dd_Y`m I^

^U^ZeIZ[Z`IY _a_Y`VU^8`VZ^md_V V_ZY`IU^m: ln_UV_`IYZa Zms_Y`m' 123( /���( %�&'(1

2' &<C1  2�' G&&*D&D N<%%<O'

PDQ q' c' �VZk_Vm' pVU�^IZ^ kU`IU^ I^ dI_ae Ud dUVY_ Z^e `n_ eIddymIU^ kUe_a Ud

Yn_kIYZa V_ZY`IU^' %�&'���1 2' )1  2�' <E(*C%( N&B(%O'

P)Q �' �' J�2-3� 1 �' #' ��4-�' 4������� ������
 5 6����
 	���( 4�������5����


���� 5������ �����' !�+�.1 
� ���1 &B)C'

PEQ }' v' �ymkZ^' �y`_V8msn_V_ _a_Y`VU^ `VZ^md_V I^ sUaZV mUaL_^`m' /���( %�&'(1 2' (B

N<O1  2�' <BG*C%( N&BE%O'

PBQ c' u' uLZ^UL1 �' �' xU`ULUI' ln_UVb Ud ^U^8`n_VkZa _a_Y`VU^ `VZ^md_V' /���( %�&'(1

2' <() N<O1  2�' <(G*<GB N&BBBO'

CGD



P&%Q �' c' \I�nZIaULZ1 c' u' uLZ^UL1 z' �Zy`n_b' wU^_�yIaI[VIyk YnZV]_ V_YUk[I^Z`IU^

dVUk `n_ _RYI`_e ZeIZ[Z`IY m`Z`_ Ud eU^UV8ZYY_s`UV YUksa_R_m' .( /���( %�&'(1 2'

&<& N&CO1  2�' D(DC*D(DB N<%%(O'

P&&Q h' h' �nUnaULZ1 �' c' \I�nZIaULZ1 c' u' uLZ^UL' lnV__8Y_^`_V_e kUe_a Ud ya`VZdZm`

snU`UI^eyY_e YnZV]_ `VZ^md_V: iU^`I^yyk eI_a_Y`VIY ZssVUZYn' .( /���( %�&'(1 2'

&<( N&&O1  2�' &&(G%) N<%%DO'

P&<Q h' �' j_m�UL1 �' w' uU^�I^1 c' u' uLZ^UL' zdd_Y` Ud nI]n8dV_�y_^Yb kUe_m Z^e nU`

`VZ^mI`IU^m U^ dV__ _^_V]b ]Zs e_s_^e_^Y_ Ud YnZV]_ V_YUk[I^Z`IU^ VZ`_' .( %�&'(

/���( 11 2' &&% N(CO1  2�' &&B&B*&&B<G N<%%DO'

P&CQ f' �' j_ey^UL1 c' u' uLZ^UL' zdd_Y` Ud `n_ _RYI`Z`IU^ syam_ dV_�y_^Yb U^ `n_ ya`VZdZm`

snU`UI^eyY_e _a_Y`VU^ `VZ^md_V eb^ZkIYm' .( /���( %�&'(1 2' &<< NDO1  2�' %D(G%&

N<%%GO'

P&(Q �' x' hZ�y^' u^`_VkUa_YyaZV msI^8msI^ I^`_VZY`IU^m I^ aI�yIem' %�&'��� 11 2' E%c

N<O1  2�' &<E*&(E N&B)GO'

P&GQ c' p' vU�`UVUL' ln_ IksZY` ZssVURIkZ`IU^ I^ `n_ `n_UVb Ud [IkUa_YyaZV �yZmI8

V_mU^Z^` sVUY_mm_m' %�&'��� 11 2' B%1  2�' &%B*&CD N&B)EO'

P&DQ c' c' �IsVIbZ^UL1 c' p' vU�`UVUL1 c' u' pyVmn`_I^' pI^ZVb `n_UVb Ud e_snZmI^] I^

aI�yIe mUay`IU^m' u' `n_ ^U^8kZV�ULIZ^ `n_UVb Ud _^YUy^`_Vm' /���( %�&'(1 2' )D N<O1

 2�' &(B*&D< N&BECO'

P&)Q c' c' �IsVIbZ^UL1 �' c' u]UmnI^1 c' p' vU�`UVUL' c ^_� ZssVUZYn `U `n_ e_VILZ`IU^

Ud [I^ZVb ^U^8kZV�ULIZ^ �I^_`IY _�yZ`IU^m' %�&'��� 11 2' <DE NC8(O1  2�' GD)*D%D

N&BBBO'
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