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Ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ ñîêðàùåíèé

ßÌÐ - ÿäåðíûé ìàãíèòíûé ðåçîíàíñ

ÌÏ - ìàòðèöà ïëîòíîñòè

ÌÐÒ - ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíàÿ òîìîãðàôèÿ

ÏÔ - ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Ð× - ðàäèî÷àñòîòíûé

ÑÂ - ñîáñòâåííûé âåêòîð

ÑÇ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

CP - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êàððà-Ïàðñåëëà (îò àíãë. Carr-Purcell)

CPMG - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êàððà-Ïàðñåëëà-Ìåéáóìà-Ãèëëà (îò àíãë. Carr-Pur-

cell-Meiboom-Gill)

FID - ñïàä ñâîáîäíîé èíäóêöèè (îò àíãë. Free Induction Decay)

FE - ãðàäèåíòíîå ýõî (îò àíãë. Field Echo)

FFE - áûñòðîå ãðàäèåíòíîå ýõî (îò àíãë. Fast Field Echo)

SE - ñïèíîâîå ýõî (îò àíãë. Spin Echo)
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Ââåäåíèå

Òîìîãðàôèÿ ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà, èëè ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíàÿ òîìîãðà-

ôèÿ, øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìåäèöèíñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Â òî æå

âðåìÿ ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì è äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé in

situ [1], ïîòîêîâ, ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà [2], ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ

è ìàòåðèàëîâ [1, 2, 3]. Â îñíîâå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ßÌÐ òîìîãðàôèè ëåæàò ñïåöè-

àëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ð× èìïóëüñîâ, â ò.÷. ìåòîäû, â êîòîðûõ íåêîòîðàÿ êîìáè-

íàöèÿ Ð× èìïóëüñîâ ïîâòîðÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì; ïðèìåðîì ïîñëåäíèõ ìîãóò

ñëóæèòü øèðîêî èñïîëüçóåìûå ìóëüòèýõîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì áîëüøèí-

ñòâî ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ îñíîâàíû, êàê ïðàâèëî, íà èñïîëüçîâàíèè ïðîñòîãî äëÿ

àíàëèçà îòêëèêà ñïèíîâîé ñèñòåìû íà öåïî÷êó 900- èëè 1800- ðåçîíàíñíûõ Ð× èìïóëü-

ñîâ [4, 5, 6, 7, 8]. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ñïèíîâîå ýõî ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ

ïðè ëþáîì óãëå ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè ïîä äåéñòâèåì Ð× ïîëÿ [9, 10, 11]. Áî-

ëåå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ìåíüøèõ óãëîâ ïîâîðîòà îêàçûâàåòñÿ áîëåå öåëåñîîáðàçíûì,

íàïðèìåð, â âûñîêîïîëåâûõ ÌÐ òîìîãðàôàõ, ãäå öåïî÷êà Ð× 1800-èìïóëüñîâ ìîæåò

âûçâàòü íåæåëàòåëüíóþ ðàäèàöèîííóþ è òåïëîâóþ íàãðóçêó íà ïàöèåíòà. Èñïîëüçîâà-

íèå ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ ïîâîðîòà àêòóàëüíî åùå è ïîòîìó, ÷òî íå òðåáóåò òùàòåëüíîé

ïðåäâàðèòåëüíîé êàëèáðîâêè îáðàçöà, ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îáùåå âðåìÿ ñêàíèðî-

âàíèÿ [12, 13]. Ïîíèìàíèå ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîãî ýõà ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå ïîâîðîòà

îñîáåííî âàæíî äëÿ ßÌÐ-êàðîòàæà [14, 15] è ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåðèàëîâ ìîáèëü-

íûìè ßÌÐ-àíàëèçàòîðàìè [16, 17], ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëàáûå ìàãíèòíûå ïîëÿ ñî çíà-

÷èòåëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ, òàê ÷òî ðåàëüíûå óãëû ïîâîðîòà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ

îò ñâîèõ íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé.

Òåîðèÿ îòêëèêà ñïèíîâîé ñèñòåìû íà èìïóëüñíûå ìåòîäû õîðîøî ðàçâèòà [18, 19,

20], à äîñòóïíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû âåñüìà îáøèðíû. Ìåæäó òåì ïîâåäå-

íèå íàìàãíè÷åííîñòè â ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Ð× èìïóëüñîâ ïðåäñòàâëÿ-
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åò ñîáîé ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé ýâîëþöèè ñèñòåìû ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ñïèíîâûì

ãàìèëüòîíèàíîì. Âû÷èñëåíèå æå ýâîëþöèè ÌÏ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ïåðèîäè÷åñêèì

ãàìèëüòîíèàíîì, â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Íåêî-

òîðûå èç èìåþùèõñÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ îñíîâàíû íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè [21, 22], äðóãèå

ïðåäïîëàãàþò íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ÌÏ ðåêóðñèâíûìè ìåòîäàìè [23, 24, 25, 26]

ëèáî ïðèìåíèìû òîëüêî â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå [22]. Íåäîñòàòîê áîëüøèíñòâà äàí-

íûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îíè èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû

è íå äàþò êàêîãî-ëèáî îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà. Âñåãäà, îäíàêî, ïðåäïî÷òè-

òåëüíåå ðàáîòàòü ñ ÿâíûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò

ïðîÿñíèòü ïðèðîäó èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà [27], àâòîðû êîòîðîé ïîëó÷èëè íåêîòî-

ðûå îáùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèâ ìåòîä ÏÔ, õîðîøî èçâåñòíûé â êîì-

áèíàòîðèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [28, 29]; òàê íàïðèìåð, äàííûé ïîäõîä øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Îäíî èç âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ

äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÏÔ äëÿ ýõî-ñèãíàëîâ íåñåò â ñåáå âñþ èíôîðìà-

öèþ îá èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ñèãíàëàõ (ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ÏÔ àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ

Ôóðüå). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [27] áûëà ðàññìîòðåíà ÌÐÒ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñ ðåçîíàíñíûìè 900 è α âîçáóæäàþùèì è ðåôîêóñèðóþùèìè èìïóëüñàìè ñîîòâåòñòâåí-

íî, äëÿ êîòîðîé â ñëó÷àå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ 1/2 ïðè îòñóòñòâèè ñïèíîâîé

ðåëàêñàöèè è äèôôóçèè àâòîðàìè áûëà ïîëó÷åíà íå òîëüêî ÏÔ, íî òàêæå òî÷íûå è

àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñàìèõ ýõî-àìïëèòóä. Äëÿ ñëó÷àÿ íàëè÷èÿ ñïèíîâîé

ðåëàêñàöèè òàêæå áûëà ïîëó÷åíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÔ, îäíàêî íè òî÷íûå, íè àñèìï-

òîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ñïèíîâîãî ýõà ïîëó÷åíû íå áûëè; íåðåçî-

íàíñíûé ñëó÷àé òàêæå íå áûë ðàññìîòðåí. Ìåæäó òåì, õîòÿ èç ÏÔ âîçìîæíî ïîëó÷èòü

âåëè÷èíó ýõî-ñèãíàëà ñ ëþáûì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷å-

ñêè [27], æåëàòåëüíî èìåòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñàìèõ ýõî-àìïëèòóä â ÿâíîì

âèäå, ïîñêîëüêó îíî ìîæåò äàòü ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîãî ýõà

îò ïàðàìåòðîâ èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿëîñü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ôîðìàëèçìà ïðîèçâîäÿ-

ùèõ ôóíêöèé äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîýõîâûõ ßÌÐ è ÌÐÒ - èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
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ñòåé.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè äàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ñîâðåìåííûì òåîðåòè÷åñêèì

ïîäõîäàì ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ïåðèîäè÷åñêèõ Ð× èìïóëüñíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Â íà÷àëå ãëàâû êðàòêî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òèïû èìïóëüñ-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðèìåíÿåìûå â ßÌÐ è ÌÐ òîìîãðàôèè, çàòåì ïðèâîäÿòñÿ

îáùèå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ è ìåòîäû îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à òàê-

æå îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ (ïàðàìåòðîâ Ð× èìïóëüñà, äèôôóçèè è

âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ) íà ôîðìèðîâàíèå ýõî-ñèãíàëîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÏÔ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ

ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì. Â ÷àñòíîñòè, äàííûé ïîäõîä èñ-

ïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ÿäåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè â ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîý-

õîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Ð× èìïóëüñîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ è

îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ Ð× èìïóëüñîâ, íåâçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ñïèíîâ è îòñóòñòâèÿ ñïèíîâîé äèôôóçèè ðàññ÷èòàíà ÏÔ äëÿ îòäåëüíîãî

èçîõðîìàòà â ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ÏÔ äëÿ ñàìèõ ÌÐÒ CPMG

ýõî-àìïëèòóä íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäóþùåãî óñðåäíåíèÿ ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìà-

òàì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÔ ïîëó÷åíà è äëÿ äðóãîãî âàæíîãî òèïà ÌÐÒ èìïóëüñíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - FE. Â ýòîé æå ãëàâå ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû äëÿ àíàëèçà äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ â ßÌÐ-êàðîòàæå è ïðè èññëåäîâà-

íèè ìàòåðèàëîâ ïîðòàòèâíûìè ßÌÐ-àíàëèçàòîðàìè. Â çàêëþ÷åíèè ãëàâû ïðîâîäèòñÿ

ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Â òðåòüåé ãëàâå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ àìïëèòóä ñïèíîâîãî ýõà. Íà ïðèìåðå áåñêîíå÷íîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ âûâîä òî÷íûõ

âûðàæåíèé äëÿ ýõî-ñèãíàëîâ, à òàêæå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ñïèíîâîãî ýõà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýõî-àìïëèòóäû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç õîðîøî

èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè - ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Â òî æå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ôîðìà àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â

òîé æå ãëàâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè, îïèñûâàþùèå äîàñèìïòîòè÷å-

ñêèå (ò.å. ëåæàùèå âíå îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà) ýõî-ñèãíàëû, âèä êîòîðûõ

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïîâåäå-

íèè ýõî-àìïëèòóä ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ îñöèëëÿöèè. Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà áóäåò ïðîâå-
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äåí àíàëèç âñåõ ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé è ñðàâíåíèå èõ ñ òî÷íûìè âûðàæåíèÿìè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè çàòðàãèâàåò âîïðîñû àíàëèçà ýâîëþöèè íåðàâíîâåñíîé

ÿäåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè â ïåðèîäè÷åñêèõ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Â ÷àñòíî-

ñòè, íà ïðèìåðå äâóõ ñïèíîâ 1/2 (ãîìîÿäåðíûé ñëó÷àé), ñâÿçàííûõ ñëàáûì ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì, ïîä äåéñòâèåì CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî 1800 íåñåëåêòèâíûìè

ðåôîêóñèðóþùèìè èìïóëüñàìè ïîêàçàíî, ÷òî ìóëüòèïëåòíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ ïîëÿðè-

çàöèè ñïîñîáíû ïðîäóöèðîâàòü ñèãíàëû â ðàçíûõ ôàçàõ, è òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëåíû.

Â êîíöå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ïðèëîæåíèÿ, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû, à òàê-

æå ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû.
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Ãëàâà 1

Îáçîð ëèòåðàòóðû

1.1 Îñíîâíûå òèïû èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îñíîâíûå èäåè ïîëó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíôîðìàöèè ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé

ÌÐ òîìîãðàôèè ñîñòîÿò â ïðèìåíåíèè ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ðàç-

áðîñà ÷àñòîò ßÌÐ â ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ îáúåìà [30], ðåêîíñòðóêöèè èçîáðàæåíèÿ ñ

ïîìîùüþ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ [31, 32, 33, 34], à òàêæå èñïîëüçîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ð× èìïóëüñîâ [4, 5, 6, 7, 8].

Â ïåðâûõ èìïóëüñíûõ ßÌÐ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ òîëüêî îäèí Ð× èìïóëüñ,

ïîñëå êîòîðîãî äåòåêòèðîâàëñÿ ñèãíàë FID. Îäíàêî òàêîé ìåòîä îáëàäàåò ñóùåñòâåí-

íûì íåäîñòàòêîì, ñâÿçàííûì ñ òåì, ÷òî ðåãèñòðàöèÿ FID íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå èì-

ïóëüñà íåâîçìîæíà ââèäó íàëè÷èÿ ó äåòåêòîðà ìåðòâîãî âðåìåíè. Ýòîò íåäîñòàòîê

îòñóòñòâóåò â ìåòîäàõ ñïèíîâîãî ýõà, â êîòîðûõ ýõî-ñèãíàë ñëåäóåò ñïóñòÿ íåêîòîðîå

âðåìÿ ïîñëå äâóõ Ð× èìïóëüñîâ [35]. Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé

ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè ìåòîäàìè ñïèíîâîãî ýõà. Ïåðâûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò èçìåðåíèå

âðåìåíè ïîïåðå÷íîé ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T2 ñ ïîìîùüþ ðåãèñòðàöèè îäèíî÷íîãî ýõî-

ñèãíàëà, ñëåäóþùåãî ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå äâóõ Ð× èìïóëüñîâ, ïðîìåæóòîê

âðåìåíè ìåæäó êîòîðûìè âàðüèðóåòñÿ (ýõî Õàíà) [35]. Õîòÿ äàííûé ìåòîä âåñüìà ïðîñò,

â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë âòîðîé ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé

ìíîãîèìïóëüñíûå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè,

ïðè ýòîì â îäíîé èìïóëüñíîé öåïî÷êå ðåãèñòðèðóþòñÿ íåñêîëüêî ýõî-ñèãíàëîâ [4, 5].

Â îñíîâå âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîèìïóëüñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìåòîäîâ [6, 7, 8] ëå-

æàò äâà îñíîâíûõ òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: SE è FE. Íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ

ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ïåðâîãî òèïà, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, ýõî-ñèãíàë ñëåäóåò íå íåïî-

ñðåäñòâåííî çà èìïóëüñîì, è âî-âòîðûõ, îíè ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ëîêàëüíûì íåîä-
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íîðîäíîñòÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ [4, 5, 6, 7].

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ SE-òèïà èñïîëüçóåòñÿ öåïî÷êà îäèíàêîâûõ ýêâèäèñòàíòíûõ

Ð× èìïóëüñîâ (ðåôîêóñèðóþùèå èìïóëüñû), êîòîðûì ïðåäøåñòâóåò âîçáóæäàþùèé

èìïóëüñ. Âðåìåííîé ïðîìåæóòîê ìåæäó ðåôîêóñèðóþùèìè èìïóëüñàìè TE â äâà ðàçà

áîëüøå âðåìåíè ìåæäó âîçáóæäàþùèì è ïåðâûì ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñîì. Ñïèíî-

âîå ýõî ôîðìèðóåòñÿ â ñåðåäèíå ïåðèîäà ìåæäó èìïóëüñàìè (ðèñ. 1.1à). Â ìåòîäàõ ÌÐÒ

ôîðìèðîâàíèå ýõî-ñèãíàëîâ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âêëþ÷åííîãî ìåæäó èìïóëüñàìè ãðàäè-

åíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äå/ðåôàçèðóþùåãî ïîïåðå÷íóþ íàìàãíè÷åííîñòü (äåôàçèðîâà-

íèå - ¾ðàñõîæäåíèå¿, ðåôàçèðîâàíèå - ¾ñõîæäåíèå¿ ðàçëè÷íûõ èçîõðîìàò). Â ìåòîäàõ

ßÌÐ-êàðîòàæà [14, 15] è ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåðèàëîâ ïîðòàòèâíûìè ßÌÐ-ñêàíåðàìè

[16, 17] ãðàäèåíò íå èñïîëüçóåòñÿ, à äå/ðåôàçèðîâàíèå íàìàãíè÷åííîñòè ïðîèñõîäèò çà

ñ÷åò ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ñòàíäàðòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SE-òèïà - CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

αexx − TE/2− αrefx − TE − αrefx − TE − . . . (1.1)

(α - óãîë ïîâîðîòà èìïóëüñà, âåðõíèå èíäåêñû ¾ex¿ è ¾ref¿ îáîçíà÷àþò ¾âîçáóæäà-

þùèé¿ (îò àíãë. excitation) è ¾ðåôîêóñèðóþùèé¿ (îò àíãë. refocusing) èìïóëüñû ñî-

îòâåòñòâåííî, íèæíèå èíäåêñû óêàçûâàþò ôàçó èìïóëüñà) - ôàçû âîçáóæäàþùåãî è

ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ ñîâïàäàþò [4]. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ðåçîíàíñíûå

ðåôîêóñèðóþùèå èìïóëüñû ñ óãëîì ïîâîðîòà αref = 1800, ïîñêîëüêó àíàëèç ïîâåäåíèÿ

íàìàãíè÷åííîñòè â ýòîì ñëó÷àå îñîáåííî ïðîñò. Íåèäåàëüíîñòè èìïóëüñîâ (âîçíèêàþ-

ùèå, íàïðèìåð, èç ïîãðåøíîñòåé êàëèáðîâêè è ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàãíèòíîãî

ïîëÿ), à òàêæå äèôôóçèÿ â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå óñëîæíÿþò àíàëèç è âíîñÿò

îøèáêè â îïðåäåëÿåìûå èç ýêñïåðèìåíòà ïàðàìåòðû. Áûëî, îäíàêî, ïîêàçàíî [5], ÷òî

ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü - CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αex−y − TE/2− αrefx − TE − αrefx − TE − . . . , (1.2)

â êîòîðîé ðåôîêóñèðóþùèå èìïóëüñû ïðèëîæåíû ïîä 900 ê âîçáóæäàþùåìó, ïîçâîëÿåò

ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôîðìèðóþùèõñÿ ñèãíàëîâ ê âëèÿíèþ ñëó÷àé-

íûõ ôàêòîðîâ. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ñïèíîâîå ýõî ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ ïðè

ëþáîì óãëå ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè ïîä äåéñòâèåì Ð× ïîëÿ [9, 10, 11]. Êðîìå òîãî,

ïî ïðè÷èíàì, îòìå÷åííûì âî ââåäåíèè, èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ ðåôîêóñè-

ðîâàíèÿ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.
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Ðèñ. 1.1: Îñíîâíûå òèïû èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: SE (à), ECHO-FE (á), FID-
FE (â), rephased FFE (ã). Ê ñïèíîâîé ñèñòåìå ïðèêëàäûâàåòñÿ öåïî÷êà ýêâèäèñòàíòíûõ
Ð× èìïóëüñîâ (íîìèíàëüíûé óãîë ïîâîðîòà αref èëè αex äëÿ SE è FE òèïîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî), ìåæäó êîòîðûìè âêëþ÷åí ãðàäèåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ G.
Â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SE-òèïà èìååòñÿ òàêæå ïðåäâàðèòåëüíûé âîçáóæäàþùèé
èìïóëüñ (íîìèíàëüíûé óãîë ïîâîðîòà αex). Ïîäðîáíåå â òåêñòå.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ äðóãîãî, FE-òèïà, èñïîëüçóåòñÿ öåïî÷êà ýêâèäèñòàíòíûõ Ð×

èìïóëüñîâ, à ñèãíàëû ðåãèñòðèðóþòñÿ ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä (ECHO-FE) (ðèñ.

1.1á), ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå (FID-FE) (ðèñ. 1.1â) Ð× èìïóëüñîâ. Íàïðèìåð, äëÿ

îáû÷íî èñïîëüçóåìîé FE-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 900 ðåçîíàíñíûõ Ð× èìïóëüñîâ âî âòîðîì

ñëó÷àå ñóùåñòâåííà ïðîäîëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ, âëèÿþùàÿ íà äîëþ íàìàãíè÷åííîñòè, ïðè-

âíîñèìîé 900 èìïóëüñîì â åå ïîïåðå÷íóþ êîìïîíåíòó, è èçîáðàæåíèå T1-âçâåøåííûì, â

òî âðåìÿ êàê â ïåðâîì ñëó÷àå óñèëèâàåòñÿ ðîëü T2-ðåëàêñàöèè. Òîò èëè èíîé òèï âçâå-

øåííîñòè èçîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü êîíòðàñò ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè
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íà òîìîãðàììå áëàãîäàðÿ ðàçëè÷èÿì âî âðåìåíàõ ðåëàêñàöèè òêàíåé. Òèï âçâåøåííîñòè

èçîáðàæåíèÿ òàêæå çàâèñèò îò óãëà ïîâîðîòà Ð× èìïóëüñîâ. Êðîìå òîãî, îáùàÿ ïëî-

ùàäü ïîä ãðàäèåíòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðèëàãàåìûì ìåæäó èìïóëüñàìè, ìîæåò áûòü

êàê íóëåâîé (rephased FFE, ðèñ. 1.1ã), òàê è íå ðàâíîé íóëþ (ðèñ. 1.1á, â) â çàâèñèìîñòè

îò êîíêðåòíîãî ìåòîäà [6, 7, 8].

Ïðåèìóùåñòâî ìíîãîèìïóëüñíûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýõîì Õàíà ñîñòîèò òàêæå

â òîì, ÷òî ïåðâûå äîïóñêàþò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ìîäèôèêàöèé, ÷òî âåäåò ê áîëüøîìó

èõ ðàçíîîáðàçèþ [6, 7, 19]. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óâåëè÷åíèÿ äîëè òîãî èëè èíîãî òèïà

âçâåøèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå èìïóëüñû, äîëæ-

íûì îáðàçîì ¾ïîäãîòàâëèâàþùèå¿ íàìàãíè÷åííîñòü: èíâåðòèðóþùèå 1800 èìïóëüñû

(ìåòîäû Inversion-Recovery [6, 7, 36, 37]), íàñûùàþùèå 900 èìïóëüñû (ìåòîäû Partial

Saturation, Saturation-Recovery [6, 7]) è äð. [6, 7] Òàêæå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âðåìåí-

íûå ñõåìû ïðèëîæåíèÿ Ð× èìïóëüñîâ [6, 7], â ò.÷. èñïîëüçîâàíèå íåýêâèäèñòàíòíûõ

èìïóëüñîâ [38, 39, 40, 41]. Äðóãîé âàæíûé ñïîñîá ìîäèôèêàöèè èìïóëüñíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ïðåäïîëàãàåò âàðüèðîâàíèå ôàçû èìïóëüñîâ. Íàïðèìåð, âûøå áûëî îò-

ìå÷åíî, ÷òî îäíî ëèøü èçìåíåíèå ôàçû âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà íà 900 ñóùåñòâåííî

âëèÿåò íà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ýõî-ñèãíàëîâ ê îøèáêàì â ïàðàìåòðàõ èìïóëüñà [5]. Øèðî-

êî èñïîëüçóåòñÿ öèêëèðîâàíèå ôàçû Ð× èìïóëüñîâ [42, 43, 44, 45, 46]. Òàê â ðàáîòå [43]

áûëî íàéäåíî, ÷òî àìïëèòóäû ýõî-ñèãíàëîâ â CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c öèêëèðîâàíèåì

ôàçû ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ

αexx − TE/2− αrefx − TE − α
ref
−x − TE − αrefx − TE − α

ref
−x − TE − . . . (1.3)

ñîâïàäàþò ñ àìïëèòóäàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåç àëüòåðà-

öèè ôàçû èìïóëüñîâ. Íàïðîòèâ, ïðè ïîäîáíîì âàðüèðîâàíèè ôàçû ðåôîêóñèðóþùèõ

èìïóëüñîâ â CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

αex−y − TE/2− αrefx − TE − α
ref
−x − TE − αrefx − TE − α

ref
−x − TE − . . . (1.4)

ïîñëåäíÿÿ ôàêòè÷åñêè ïåðåõîäèò â CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç âàðèàöèè ôàç èìïóëü-

ñîâ. Òàêèì îáðàçîì, öèêëèðîâàíèå ôàçû ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ òàêæå ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëîâ áîëüøåé èíòåíñèâíîñòè [45, 46]. Êðîìå òî-

ãî, öèêëèðîâàíèå ôàçû èìïóëüñîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ FE òèïà

äëÿ ïîäàâëåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåííûõ ïîïåðå÷íîé èíòåðôåðåíöèåé
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(ëèêâèäàöèè îñòàòî÷íîé ïîïåðå÷íîé íàìàãíè÷åííîñòè ïåðåä î÷åðåäíûì èìïóëüñîì ïðè

áîëüøîé ÷àñòîòå èõ ïîâòîðåíèÿ) [19].

1.2 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áëîõà

Ñïèí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, ïîýòîìó ßÌÐ òîìîãðàôèþ

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìåòîäàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü [19,

47, 48], ÷òî â ñëó÷àå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ 1/2 âîçìîæíî êëàññè÷åñêîå ðàññìîò-

ðåíèå ýâîëþöèè íàìàãíè÷åííîñòè ñ ïîìîùüþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áëîõà,

ó÷èòûâàþùåãî ñïèíîâóþ ðåëàêñàöèþ:

d ~M

dt
= γ

[
~M× ~B

]
−~iMx

T2

−~jMy

T2

− ~kMz −Meq

T1

. (1.5)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ïðåöåñèèþ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè

~M âîêðóã ïðèëîæåííîãî ê ñïèíîâîé ñèñòåìå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~B, γ - ãèðîìàãíèòíîå

îòíîøåíèå ßÌÐ ÷óâñòâèòåëüíîãî ÿäðà; ñëåäóþùèå äâà ÷ëåíà ó÷èòûâàþò ðåëàêñàöèþ

ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò íàìàãíè÷åííîñòè Mx è My (T2 - âðåìÿ ïîïåðå÷íîé ñïèíîâîé

ðåëàêñàöèè), ïîñëåäíèé ÷ëåí çàäàåò ðåëàêñàöèþ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åí-

íîñòè Mz ê åå ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ Meq (T1 - âðåìÿ ïðîäîëüíîé ñïèíîâîé ðåëàê-

ñàöèè); ~i, ~j è ~k - åäèíè÷íûå âåêòîðà, íàïðàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî âäîëü îñåé x, y è

z ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå (1.5) ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïðè àíàëèçå

èìïóëüñíûõ ÌÐÒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, CP èëè CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàçëè÷èå

ìåæäó íèìè ñîñòîèò ëèøü â ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðà íàìàãíè÷åííî-

ñòè, îáåñïå÷èâàåìîå ðàçíûìè ôàçàìè âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà. Îäèí ïåðèîä (îò ýõà äî

ýõà) äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëîâèíó ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâà-

ëà, ïîâîðîò ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñîì è åùå ïîëîâèíó ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâàëà. Â

ñëó÷àå íåñâÿçàííûõ ñïèíîâ, äîñòàòî÷íî êîðîòêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ Ð× èìïóëüñîâ (êîãäà

èõ âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ìãíîâåííîìó ïîâîðîòó âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè)

è ïðè îòñóòñòâèè òðàíñëÿöèîííîé äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (1.5) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû íàìàãíè÷åííî-

ñòè äëÿ íåêîòîðîãî èçîõðîìàòà â ìîìåíò ðåãèñòðàöèè n-ãî è (n+ 1)-ãî ýõî-ñèãíàëîâ

ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü è äàëåå, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, àíàëèç ïðîâîäèòñÿ âî
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âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé Ð× ïîëÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò):

~mn+1 = Q P Q ~mn + (Q P + E) ~Seq, (1.6)

ãäå E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 3× 3,

~mn =
(
m+
n ,m

−
n ,mz n

)T
, (1.7)

m+
n = m−∗n = mxn + imy n (1.8)

(èíäåêñû ¾*¿ è ¾T¿ îáîçíà÷àþò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå ñîîò-

âåòñòâåííî), mxn, my n è mz n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî x, y è z êîìïîíåíòû

âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè (èçìåðåííûå â åäèíèöàõ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè Meq)

â ìîìåíò ðåãèñòðàöèè n-ãî ýõà, ò.å. òî÷íî â ñåðåäèíå ïåðèîäà ìåæäó n-ûì è (n+ 1)-ûì

èìïóëüñàìè. Ìàòðèöà

Q =

 √ξ2U 0 0
0

√
ξ2U

−1 0
0 0

√
ξ1

 (1.9)

è âåêòîð

~Seq =
(

0, 0, 1−
√
ξ1

)T
(1.10)

îïèñûâàþò ïîâåäåíèå íàìàãíè÷åííîñòè çà ïîëîâèíó ïåðèîäà ìåæäó èìïóëüñàìè, ò.å.

ïðåöåññèþ è ðåëàêñàöèþ ê ðàâíîâåñèþ. Çäåñü òàêæå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà-

÷åíèÿ:

U = e−i ψ, (1.11)

ψ - íàáåã ôàçû äëÿ äàííîãî èçîõðîìàòà çà ïîëóïåðèîä ìåæäó èìïóëüñàìè,

ξ1 2 = exp {−TE/T1, 2} , (1.12)

T1 è T2 - âðåìåíà ñïèí-ðåøåòî÷íîé è ñïèí-ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ìàò-

ðèöà

P =

 −λ2 µ2 2µλ
µ2 −λ∗2 2µλ∗

µλ µλ∗ |λ|2 − µ2

 (1.13)

çàäàåò ïîâîðîò Ð× èìïóëüñîì, λ è µ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

λ = sinϕ sin
α

2
+ i cos

α

2
, (1.14)

µ = cosϕ sin
α

2
, (1.15)
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ãäå

α = αref
√

1 + (∆ω/ω1)2, (1.16)

αref = ω1τ - íîìèíàëüíûé óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ Ð× èìïóëüñîì, ω1 = γ B1, B1 - àìïëè-

òóäà Ð× ïîëÿ, γ - ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå, τ - äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà, ∆ω - îòñòðîéêà

îò ðåçîíàíñà äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà îáúåìà â ìîìåíò èìïóëüñà (çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè-

÷èè ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó èìïóëüñàìè ∆ω íå ñîâïàäàåò ñ îòñòðîéêîé îò

ðåçîíàíñà â ìåæèìóëüñíûé ïåðèîä);

ϕ = arctan (∆ω/ω1) . (1.17)

Â îáùåì ñëó÷àå íåðåçîíàíñíûõ ðåôîêóñèðóþùèõ Ð× èìïóëüñîâ ñ îòñòðîéêîé îò ðåçî-

íàíñà ∆ω ìàòðèöà P îïèñûâàåò ïîâîðîò íà óãîë α âîêðóã ýôôåêòèâíîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ, óãîë íàêëîíà êîòîðîãî ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè ñîñòàâëÿåò ϕ. Èíîãäà â ëèòåðàòóðå

ìàòðèöó Q P Q íàçûâàþò ìàòðèöåé Êàððà-Ïàðñåëëà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíôîðìàöèè â ÌÐ

òîìîãðàôèè èñïîëüçóþòñÿ ãðàäèåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ [6, 7, 30], âêëþ÷àåìûå ìåæäó

èìïóëüñàìè. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà ïðåöåññèè íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã ìàãíèòíîãî

ïîëÿ çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ñïèíà â îáðàçöå. Â ßÌÐ-êàðîòàæå [14, 15] è ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ïîðòàòèâíûõ ßÌÐ-àíàëèçàòîðîâ [16, 17] âíåøíèå ãðàäèåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå

èñïîëüçóþòñÿ, à ðàçáðîñ ÷àñòîò ïðåöåññèè ïðîèñõîäèò îò ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðåãèñòðèðóåìûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèãíàë îò íåêîòîðîé îá-

ëàñòè (ýëåìåíòà îáúåìà, âîêñåëà (îò àíãë. voxel)), òàê ÷òî ðàññ÷èòûâàåìàÿ èç óðàâíåíèÿ

(1.5) íàìàãíè÷åííîñòü äîëæíà áûòü åùå óñðåäíåíà ïî ýòîé îáëàñòè, ò.å. ïî ñîîòâåòñòâó-

þùåìó äèàïàçîíó ÷àñòîò ïðåöåññèè. Äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ öåïî÷åê Ð× èìïóëüñîâ

òàêàÿ çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ òðóäíîâûïîëíèìîé.

1.3 Ð× èìïóëüñû â ÌÐ è ßÌÐ òîìîãðàôèè

Ïðÿìîóãîëüíûå Ð× èìïóëüñû íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ìåòîäàõ ßÌÐ òîìî-

ãðàôèè [6, 7]. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, íîìèíàëüíûå óãëû ïîâîðîòà âîçáóæäàþùåãî è

ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ â CP è CPMG èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ âûáèðà-

þòñÿ ðàâíûìè 900 è 1800 ñîîòâåòñòâåííî [4, 5, 6, 7]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ýòîì â
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ðåçîíàíñå íàìàãíè÷åííîñòü ìàêñèìàëüíûì îáðàçîì óêëàäûâàåòñÿ â ïîïåðå÷íóþ ïëîñ-

êîñòü ïðè âîçáóæäåíèè è ïîëíîñòüþ îñòàåòñÿ òàì ïðè ðåôîêóñèðîâàíèè, ÷òî â ñâîþ

î÷åðåäü óâåëè÷èâàåò âåëè÷èíó ðåãèñòðèðóåìîãî ñèãíàëà, îïðåäåëÿåìîãî ïîïåðå÷íîé íà-

ìàãíè÷åííîñòüþ. Îäíàêî, êàê ìîæíî âèäåòü èç óðàâíåíèÿ (1.13), âíå ðåçîíàíñà èìïóëüñ

ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã ýôôåêòèâíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âåëè÷è-

íà è óãîë íàêëîíà ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè êîòîðîãî çàâèñÿò îò îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà

∆ω (óðàâíåíèÿ (1.16) è (1.17)). Òàêèì îáðàçîì, â ïîïåðå÷íóþ ïëîñêîñòü ïîïàäàåò ìåíü-

øå íàìàãíè÷åííîñòè, ÷òî ñíèæàåò óðîâåíü ñèãíàëà. Êðîìå òîãî, ïðè íàëè÷èè ðàçáðîñà

îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà ïî îáðàçöó (çà ñ÷åò ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàãíèòíîãî

ïîëÿ) çàòðóäíÿåòñÿ àíàëèç ýâîëþöèè îáùåé íàìàãíè÷åííîñòè. Ìåæäó òåì, ÷àñòîòíûé

ñïåêòð ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà àìïëèòóäû ω1 = γ B1 è äëèòåëüíîñòè τ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé sinc-ôóíêöèþ:∫ τ/2

−τ/2
ω1 e

i∆ω t d t = ω1 τ
sin ∆ωτ

2
∆ωτ

2

= αnom sinc

(
∆ωτ

2

)
, (1.18)

ãäå αnom = ω1 τ - íîìèíàëüíûé óãîë ïîâîðîòà èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîñà ÷àñòîò,

âîçáóæäàåìûõ ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîì, ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà δ (∆ω) ' ±4π/τ [6, 19].

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äëèííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ìåíü-

øåé àìïëèòóäû ω1 ïðè çàäàííîì íîìèíàëüíîì óãëå ïîâîðîòà (è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëü-

øåé äëèòåëüíîñòè; òàê íàçûâàåìûå ¾ìÿãêèå¿ àäèàáàòè÷åñêèå èìïóëüñû) ïîçâîëÿåò ïî-

âûñèòü èõ ñåëåêòèâíîñòü. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå ìãíîâåííîãî ïîâîðîòà

èìïóëüñîì ñòàíîâèòñÿ õóæå, ïîñêîëüêó âîçðàñòàåò ðîëü ýâîëþöèè íàìàãíè÷åííîñòè âî

âðåìÿ ñàìîãî èìïóëüñà [45, 49, 50, 51, 52, 53]. Ñåëåêòèâíîå âîçáóæäåíèå ñðåçà çàäàííîé

òîëùèíû òàêæå âîçìîæíî ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ èìïóëüñà sinc-ôîðìû è ïîñòîÿííîãî

ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âðåìÿ èìïóëüñà [6, 54]. Äðóãîé ïðèìåð ïîâûøåíèÿ ñå-

ëåêòèâíîñòè âîçáóæäåíèÿ - çàìåíà îäíîãî âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà ñåðèåé êîðîòêèõ

èìïóëüñîâ ñ ìàëûì óãëîì ïîâîðîòà [55, 56], ïðè êîòîðîé â ñïåêòðå âîçáóæäàåìûõ ÷à-

ñòîò âûðåçàþòñÿ îïðåäåëåííûå îáëàñòè, çàâèñÿùèå îò ÷àñòîòû ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñîâ.

Íàïðîòèâ, âîçäåéñòâèå êîðîòêèõ (¾æåñòêèõ¿) èìïóëüñîâ áîëüøîé àìïëèòóäû Ð×

ïîëÿ ïðè çàäàííîì óãëå ïîâîðîòà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìãíîâåííûé ïîâîðîò íà-

ìàãíè÷åííîñòè âîêðóã ýôôåêòèâíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îäíàêî âûñîêàÿ àìïëèòóäà Ð×

ïîëÿ íåæåëàòåëüíà êàê â ìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÌÐÒ, ãäå ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñíè-

çèòü âûñîêóþ ðàäèàöèîííóþ è òåïëîâóþ íàãðóçêó íà ïàöèåíòà, òàê è ïðè èñïîëüçîâà-
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íèè ïîðòàòèâíûõ ßÌÐ-ñïåêòðîìåòðîâ, ãäå òåõíè÷åñêè ñëîæíî ãåíåðèðîâàòü òàêèå Ð×

èìïóëüñû [16, 17]. Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû Ð× ïîëÿ ñåëåêòèâíîñòü èìïóëüñà ñíèæàåòñÿ, ÷òî

ìîæåò áûòü è ïðåèìóùåñòâîì, ïîñêîëüêó âîçáóæäåíèå ïîëîñû ÷àñòîò áîëüøåé øèðè-

íû ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà è, êàê ðåçóëüòàò, ïðèâåñòè ê ëó÷øåìó

îòíîøåíèþ ñèãíàë-øóì. Ñãëàäèòü ýôôåêò íåîäèíàêîâîãî ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè

ïðè íàëè÷èè ðàçáðîñà îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà ∆ω ïî îáðàçöó è âîçíèêàþùèõ îòñþ-

äà îøèáîê àíàëèçà ýêñïåðèìåíòà (êîãäà îáðàáîòêà äàííûõ ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó

ðåçîíàíñíîìó ñëó÷àþ ïðè øèðîêîì äèàïàçîíå îòñòðîåê îò ðåçîíàíñà â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå ñîñòàâíûõ èìïóëüñîâ [19, 57, 58, 59, 60, 61, 62]. Â ýòîì

ñëó÷àå âîçäåéñòâèå êîìáèíàöèè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïîâîðîò íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã íåêîòîðîé ðåçóëüòèðóþùåé îñè (åñëè òîëüêî îá-

ùàÿ äëèòåëüíîñòü äàííîé êîìáèíàöèè ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ñïèíîâîé

ðåëàêñàöèåé, äèôôóçèåé, âçàèìîäåéñòâèåì ñïèíîâ è ò.ä.). Ïðè ýòîì â òàêèå èìïóëüñ-

íûå ¾ñýíäâè÷è¿ âñòðîåí íåêîòîðûé êîìïåíñàöèîííûé ìåõàíèçì, ÷òî äåëàåò èõ ìåíåå

÷óâñòâèòåëüíûìè ê íåèäåàëüíîñòè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà. Òàê 1800
x Ð× èìïóëüñ ìîæåò

áûòü çàìåíåí êîìáèíàöèåé èìïóëüñîâ 900
y − 1800

x − 900
y [57, 60, 63], îäíàêî, íàïðèìåð,

ñòåïåíü èíâåðòèðîâàíèÿ ïðîäîëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè â ìåòîäàõ Inversion-Recovery äëÿ

1800
x èìïóëüñà çàâèñèò êâàäðàòè÷íî, à äëÿ êîìáèíàöèè 900

y − 1800
x − 900

y - îò ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè â àìïëèòóäå Ð× ïîëÿ/ äëèòåëüíîñòè Ð× èìïóëüñà, òàê

÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå îøèáêè èíâåðòèðîâàíèÿ ñíèæàþòñÿ ñ 20% äî

1%. Èñïîëüçîâàíèå ñîñòàâíûõ èìïóëüñîâ ìîæåò ïîçâîëèòü íå òîëüêî ñîñòàâëÿòü êàð-

òû ∆ω, íî òàêæå ïî ôàçå ðåãèñòðèðóåìîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿòü ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ω1

[62]. Óìåíüøèòü îøèáêè, âûçâàííûå íåèäåàëüíîñòüþ ýêñïåðèìåíòà, âîçìîæíî òàêæå

ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ èìïóëüñîâ ñî ñëîæíûì ïðîôèëåì, ðàññ÷èòûâàåìûì ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè [64, 65, 66].

Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí àâòîðàìè ðàáîòû [67]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîðîòêèõ íåðåçîíàñíûõ èìïóëüñîâ ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îòñòðîéêîé

îò ðåçîíàíñà ∆ω ýêâèâàëåíòíà ìîäèôèöèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðîòêèõ ðåçî-

íàíñíûõ èìïóëüñîâ ñ óãëîì ïîâîðîòà

cosαe = cosα cos2 ϕ+ sin2 ϕ = cos

(
αref

|cosϕ|

)
cos2 ϕ+ sin2 ϕ , (1.19)

íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ ðåëàêñàöèîííûõ è äèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ çàäàííûì óãëîì ïîâîðîòà íåîáõîäè-

ìàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ èç äëèòåëüíîñòè 1800 Ð× èìïóëüñà. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîäáîð äëèòåëüíîñòè 1800 Ð× èìïóëüñà îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïîñëåäóþùèé ñèãíàë FID áûë ìèíèìàëåí ëèáî ÷åðåç èíâåðòèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

ñïåêòðàëüíîé ëèíèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ñïîñîáà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âðåìåííîé

ïðîìåæóòîê ìåæäó èìïóëüñàìè ñîñòàâëÿë îêîëî 5T1 äëÿ ðåëàêñàöèè íàìàãíè÷åííîñòè,

òàê ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî äëèííîì T1 íà ýòî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ. Â

ñâÿçè ñ ýòèì âîçìîæíî òàêæå îïðåäåëÿòü äëèòåëüíîñòü 3600 Ð× èìïóëüñà, ïîñêîëüêó

â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè, ìè-

íèìàëüíî [63]. Äðóãîé ñïîñîá êàëèáðîâêè ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì ïðèëîæåíèè öåïî÷êè

èìïóëüñîâ èçâåñòíîé äëèòåëüíîñòè è íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà îñöèëëÿöèé àìïëèòóäû ñèã-

íàëîâ FID, èç êîòîðîãî çàòåì ðàññ÷èòûâàåòñÿ òðåáóåìàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà [68, 69].

Íåäîñòàòîê äàííîãî ìåòîäà - íåïðèìåíèìîñòü åãî äëÿ îáðàçöîâ ñî ñëèøêîì êîðîòêèì

T ∗2 (âðåìåíåì ïîïåðå÷íîé ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè, âêëþ÷àþùåì íåîäíîðîäíóþ øèðèíó):

T ∗2 äîëæíî ïðåâîñõîäèòü ìåðòâîå âðåìÿ äåòåêòîðà ïî êðàéíåé ìåðå âî ñòîëüêî æå ðàç,

ñêîëüêî èñïîëüçóåòñÿ èìïóëüñîâ.

Â ðàáîòå [13] ïðåäëîæåí ìåòîä îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ óãëà ïîâîðîòà èìïóëüñà

α è âðåìåíè ñïèí-ðåøåòî÷íîé ðåëàêñàöèè T1, ïðèãîäíûé äëÿ îáðàçöîâ ñ äëèííûìè T1 è

êîðîòêèìè T ∗2 . Àâòîðû ïðèìåíÿþò ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N + 1 îäèíàêî-

âûõ èìïóëüñîâ, âàðüèðóÿ âðåìåííîé èíòåðâàë TR ìåæäó èìïóëüñàìè. Ïðè äîñòàòî÷íî

êîðîòêîì T ∗2 àìïëèòóäà ñèãíàëà FID Sn (n - íîìåð èìïóëüñà, ïîñëå êîòîðîãî èçìåðÿåòñÿ

ñèãíàë FID, íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ n = 0) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Sn ∝ mz n e
− tp
T∗2 sinα (1.20)

(tp - ìîìåíò âðåìåíè èçìåðåíèÿ FID ïîñëå èìïóëüñà), ïðè÷åì

mz n = mst + (1−mst) e
−nTR/Tapp , (1.21)

1

Tapp
=

1

T1

− ln (cosα)

TR
, (1.22)

mst =
1− e−TR/T1

1− e−TR/T1 cosα
(1.23)

- ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ïðîäîëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

N∑
n=1

mz n −mst

1−mst

=
N∑
n=1

Sn − Sst
S0 − Sst

=
1− e−N TR/Tapp

1− e−TR/Tapp
, (1.24)
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Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èìïóëüñîâ ìîæíî ñ÷èòàòü e−N TR/Tapp � 1 è Sst ≈ SN .

Ñëåäîâàòåëüíî, èçâëå÷ü èíôîðìàöèþ îá Tapp ìîæíî, íàõîäÿ ðàçíèöó ìåæäó èçìåðåí-

íûìè ñèãíàëàìè FID Sn è ïîñëåäíèì çíà÷åíèåì SN , íîðìèðóÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû íà

ïåðâîå çíà÷åíèå S0 è ñóììèðóÿ èõ. Âûáèðàÿ âíà÷àëå äëÿ èìïóëüñíîé öåïî÷êè TR� T1,

ïîëó÷èì e−TR/Tapp ≈ cosα, ÷òî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (1.24) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óãîë

ïîâîðîòà èìïóëüñîâ α. Ïîâòîðÿÿ çàòåì ýêñïåðèìåíò ñ áîëüøèì TR, ìîæíî îïðåäåëèòü

òàêæå è T1.

1.4 Ìåòîäû ðàñ÷åòà àìïëèòóäû ñïèíîâîãî ýõà

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.6), ðàñ÷åò àìïëèòóäû ñïèíîâîãî ýõà ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-

ëåí ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè ïî ÷àñòîò-

íûì èçîõðîìàòàì. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ áîëüøèõ íîìåðîâ ýõî-ñèãíàëà

âåñüìà ãðîìîçäêî, ïîýòîìó òàêîé ðàñ÷åò ìîæåò áûòü ïðîâåäåí òîëüêî ÷èñëåííûì îá-

ðàçîì. Ìåæäó òåì öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êàêîãî-ëèáî àíàëèòè÷åñêîãî ðå-

çóëüòàòà, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ïðèðîäó ôîðìèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, CP èëè CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè ýòîì

ñïèíû áóäåì ñ÷èòàòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè, òàêæå ïðåíåáðåæåì òðàíñëÿöèîííîé äèô-

ôóçèåé â ãðàäèåíòå ïîëÿ. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, îäèí ïåðèîä äàííûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé (îò ýõà äî ýõà) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëîâèíó ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâàëà, â òå÷åíèå

êîòîðîãî íàìàãíè÷åííîñòü ïðåöåññèðóåò âîêðóã îñè z è ðåëàêñèðóåò ê ðàâíîâåñíîìó

çíà÷åíèþ (ðàâíîâåñíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îñè z), ïîâîðîò Ð× èìïóëü-

ñîì è åùå ïîëîâèíó ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâàëà. Ïðè îòñóòñòâèè ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè

ýâîëþöèÿ íåêîòîðîãî èçîõðîìàòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðåçóëüòèðóþùèé ïî-

âîðîò íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé îñè, ïîëîæåíèå êîòîðîé ñðåäè

ïðî÷åãî çàâèñèò è îò îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà ∆ω [22]. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå îñíîâ-

íîé âêëàä â ýõî-ñèãíàëû âíîñèò òîëüêî êîìïîíåíòà íàìàãíè÷åííîñòè, ëåæàùàÿ âäîëü

äàííîé îñè. Òàê ïðè íîìèíàëüíûõ 1800
x-óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ è 900 âîçáóæäàþùåì èì-

ïóëüñå, ôàçà êîòîðîãî y è −y àëüòåðèðóåòñÿ, àñèìïòîòèêà ðàçíèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýõî-ñèãíàëîâ mxn = Sn y−Sn−y (èíäåêñ x ïðè mxn îáîçíà÷àåò ôàçó ýõî-ñèãíàëà, èíäåêñ
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±y ïðè Sn±y ñîîòâåòñòâóåò ôàçå âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà) èìååò âèä:

mx∞ (∆ω, ω1) ≈ ω1

Ω

sin (Ω t90)

1 +
[

Ω
ω1

sinψ cot Ω t180
2

+ ∆ω
ω1

cosψ
]2 , (1.25)

Ω =
√
ω2

1 + ∆ω2, (1.26)

ãäå t90 è t180 - äëèòåëüíîñòè 900 è 1800 - èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâåííî, ψ - íàáåã ôàçû çà

ïîëîâèíó ïåðèîäà ìåæäó èìïóëüñàìè, â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà ðàâíàÿ TE ×∆ω/2. Ïðè

T1 = T2 = T äàííîå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå íåîáõîäèìî óìíîæèòü åùå íà e−nTE/T ,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ðåëàêñàöèÿ íå âëèÿåò íà ïîëîæåíèå ýôôåêòèâíîé îñè, íî ëèøü

óêîðà÷èâàåò äëèíó âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè.

Â ñóùíîñòè, àâòîðû ðàáîòû [22] ïðèìåíèëè ïîäõîä, ðîäñòâåííûé ìåòîäó, ïðåäëîæåí-

íîìó â [21], ãäå àíàëèçèðîâàëèñü ÑÇ si è ÑÂ ~υi (i = 1, 2, 3) ìàòðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà.

Òàêîé àíàëèç ëåæèò â îñíîâå îäíîãî èç ñïîñîáîâ ðàçðåøåíèÿ ðåêóðñèè (1.6):

~mn =
∑
i

bi
1− si

~υi +
∑
i

[
ai −

bi
1− si

]
~υi s

n
i , (1.27)

ãäå ai è bi - ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè íà÷àëüíîãî âåêòîðà íàìàãíè-

÷åííîñòè ~m0 è âåêòîðà (Q P + E) ~Seq ïî ~υi:

~m0 =
∑
i

ai ~υi , (1.28)

(Q P + E) ~Seq =
∑
i

bi ~υi . (1.29)

Ïåðâûé ÷ëåí â âûðàæåíèè (1.27) ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ âåêòîðà íà-

ìàãíè÷åííîñòè äëÿ äàííîãî èçîõðîìàòà, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé çàäàåò çàâèñèìîñòü îò

íîìåðà ýõî-ñèãíàëà.

Ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà ÑÇ ìàòðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà ìîæåò

äàòü ëèáî âñå âåùåñòâåííûå ÑÇ si, ëèáî îäíî âåùåñòâåííîå è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-

æåííûõ ÑÇ [21]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîâåäåíèè ýõî-àìïëèòóä âîçìîæíû îñöèëëÿöèè.

Òàê ïðè T1 = T2 = T îäíî èç ÑÇ ðàâíî e−TE/T (ñîîòâåòñòâóþùèé ÑÂ îïðåäåëÿåò ïî-

ëîæåíèå îñè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè çà îäèí ïåðèîä ýâîëþöèè, íå

çàâèñÿùåå îò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ T ), à äâà äðóãèõ ÑÇ - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå -

îïðåäåëÿþò âðàùåíèå âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã äàííîé îñè. Ïðè T1 6= T2 ñïàä

ýõî-àìïëèòóä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ âçâåøåííóþ ñóììó T1- è T2-ðåëàêñàöèé.
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Òàê äëÿ ∆ω ≈ π/TE è cosα ≤ 0 ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÇ ìàòðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà áû-

ëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [21]. Àíàëèç äàííûõ ÑÇ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â

àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå ïîâåäåíèå ñïèíîâîãî ýõà îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì Bn, ãäå

B =
ξ1 − ξ2

2
cosα−

√(
ξ1 − ξ2

2

)2

cos2 α + ξ1ξ2 (1.30)

(çàìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [21] âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåãî ÑÇ áûë ñäåëàí íåâåðíî, ÷òî íå

îòðàæàåòñÿ íà ñóòè ðàáîòû). Â îáùåì ñëó÷àå ñïàä ýõî-ñèãíàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîýêñ-

ïîíåíöèàëüíûì. Íåäîñòàòîê äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî

ðåøèòü êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ÑÇ ìàòðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà, íî

è â òîì, ÷òî âûðàæåíèå (1.27) åùå íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé è â îáùåì ñëó÷àå äî ñèõ ïîð íå áûëà ðå-

øåíà.

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìèðîâàíèè ñïèíîâîãî ýõà äàåò òåîðèÿ êîíôèãóðà-

öèé [10, 70, 71, 72]. Ñîãëàñíî äàííîé òåîðèè íàìàãíè÷åííîñòü íåêîòîðîãî ñïèíîâîãî

èçîõðîìàòà ïîñëå ðÿäà Ð× èìïóëüñîâ è ïåðèîäîâ ïðåöåññèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

â âèäå ðÿäà Ôóðüå, îñíîâíàÿ ÷àñòîòà êîòîðîãî ðàâíà ïðèðàùåíèþ ôàçû ïîïåðå÷íîé

êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè çà ìåæèìïóëüñíûé ïåðèîä ëèáî çà ïîëîâèíó ýòîãî ïå-

ðèîäà (óðàâíåíèå (2.27) ãëàâû 2). Êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîãî ðÿäà Ôóðüå ñîîòâåòñòâóåò

îïðåäåëåííîé ¾êîíôèãóðàöèè¿, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ âñå âîçìîæíûå ôàçîâûå ïóòè ñ

îäèíàêîâîé ðàçíèöåé ìåæäó îáùèì ÷èñëîì ïåðèîäîâ äåôàçèðîâàíèÿ è îáùèì ÷èñëîì

ïåðèîäîâ ðåôàçèðîâàíèÿ, ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ êîíôèãóðàöèé âîçðàñòàåò ïîñëå êàæäî-

ãî î÷åðåäíîãî èìïóëüñà. Íàãëÿäíî ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ñïèíîâîãî ýõà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé äèàãðàììû (ðèñ. 1.2). Î÷åðåäíîé Ð× èìïóëüñ îïðå-

äåëåííûì îáðàçîì, çàâèñÿùèì îò óãëà ïîâîðîòà, ¾ðàçáèâàåò¿ êàæäóþ èç êîíôèãóðà-

öèé íà òðè êîìïîíåíòû, êîòîðûå â ïîñëåäóþùåì ìåæèìïóëüñíîì ïåðèîäå âåäóò ñå-

áÿ ïî-ðàçíîìó: îäíà êîìïîíåíòà ýâîëþöèîíèðóåò êàê ïðîäîëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü Mz

(ðåëàêñàöèÿ ñ T1) áåç èçìåíåíèÿ ôàçû, âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîé

íàìàãíè÷åííîñòè (ðåëàêñàöèÿ ñ T2), ôàçà êîòîðîé èìïóëüñîì íå ìåíÿåòñÿ è ïðîäîë-

æàåò óâåëè÷èâàòüñÿ (äåôàçèðîâàíèå); íàêîíåö, òðåòüÿ êîìïîíåíòà òàêæå ñîîòâåòñòâó-

åò ïîïåðå÷íîé íàìàãíè÷åííîñòè (ðåëàêñàöèÿ ñ T2), íî èìïóëüñ ìåíÿåò çíàê åå ôàçû,

òàê ÷òî â íîâîì ìåæèìïóëüñíîì èíòåðâàëå ýòà êîìïîíåíòà òåïåðü óìåíüøàåò ñâîþ

ôàçó ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (ðåôàçèðîâàíèå). Ýòè êîìïîíåíòû, êîìáèíèðóÿñü ìåæ-
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äó ñîáîé, ôîðìèðóþò êîíôèãóðàöèè, íà êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïîñëåäóþùèå

ýõî-ñèãíàëû. Âêëàä â ñèãíàëû ñïèíîâîãî ýõà âíîñèò òîëüêî îäíà (òàê íàçûâàåìàÿ ¾íó-

ëåâàÿ¿) êîíôèãóðàöèÿ, äëÿ êîòîðîé ê ìîìåíòó èíòåðåñóåìîãî ñèãíàëà ÷èñëî ó÷àñòêîâ

äåôàçèðîâàíèÿ ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòêîâ ðåôàçèðîâàíèÿ. Ðàñ÷åò àìïëèòóäû ñïèíîâîãî ýõà

ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ âñåõ âîçìîæíûõ ôàçîâûõ ïóòåé, ñîñòàâëÿþùèõ äàííóþ êîí-

ôèãóðàöèþ [73, 74, 75], ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ äåôàçèðîâàíèÿ,

ðåôàçèðîâàíèÿ è ¾ïðîäîëüíîãî¿ ñîñòîÿíèÿ, ó÷åòó ýâîëþöèè êàæäîé êîìïîíåíòû íà

êàæäîì ó÷àñòêå è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.

Ðèñ. 1.2: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óãëàìè âîçáóæäåíèÿ è
ðåôîêóñèðîâàíèÿ αex è αref ñîîòâåòñòâåííî. Æèðíûå âåðòèêàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâó-
þò Ð× èìïóëüñàì, òîíêèå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì êîíôèãóðàöèÿì. [6, 10]

Íà ðàçäåëåíèè îòäåëüíûõ ôàçîâûõ ïóòåé îñíîâàíî, â ÷àñòíîñòè, âûäåëåíèå íåêîòî-

ðûõ îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñïèíîâîãî ýõà [74, 75, 76]. Íàïðèìåð, åñëè ïîñëå î÷åðåäíî-
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ãî ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà äåôàçèðîâàíèå ñìåíÿåòñÿ ðåôàçèðîâàíèåì è íàîáîðîò,

òî äàííûé ôàçîâûé ïóòü îáåñïå÷èâàåò âêëàä ¾ïðÿìîãî¿ ýõà; íàçâàíèå èäåò îò èäåè Õà-

íà [35] î òîì, ÷òî ðîëü π-èìïóëüñîâ ñîñòîèò â èíâåðòèðîâàíèè ôàçû íàìàãíè÷åííîñòè.

Åñëè ôàçîâûé ïóòü ñîäåðæèò ó÷àñòêè ñ ¾ïðîäîëüíûì¿ ñîñòîÿíèåì, òî îí íàçûâàåòñÿ

¾ñòèìóëèðîâàííûì¿ ýõîì; â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà òàêèõ ¾ïðîäîëüíûõ¿ ó÷àñòêîâ çäåñü

òàêæå âîçìîæíà äàëüíåéøàÿ êëàññèôèêàöèÿ [74, 75]. È åñëè â ñëó÷àå èäåàëüíûõ ðå-

çîíàíñíûõ 1800-ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ ñïèíîâîå ýõî ñîäåðæèò òîëüêî âêëàä ïðÿ-

ìîãî ýõà, òî ïðè íåðåçîíàíñíûõ èìïóëüñàõ ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ

ñóùåñòâåííûì ñòàíîâèòñÿ âêëàä ñòèìóëèðîâàííîãî ýõà, ïðè÷åì ðîëü åãî ñòàíîâèòñÿ

îïðåäåëÿþùåé äëÿ ýõî-ñèãíàëîâ ñ áîëüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì [75].

Äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè íîìèíàëüíûõ ðåôîêóñèðóþùèõ π-èìïóëüñîâ ðåàëüíûé

óãîë ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè îòëè÷àåòñÿ îò 1800 ââèäó íåîäíîðîäíîñòè Ð× ïîëÿ

è íåðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ (óðàâíåíèå (1.16)), è, òàêèì îáðàçîì, ñïàä ýõî-àìïëèòóä

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñìåñü T1- è T2-ðåëàêñàöèé [21, 22, 46, 73, 77]. Àíàëèç

èñòèííîãî ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîãî ýõà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí, íàïðèìåð, íàõîæäåíèåì

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ ñ íåíóëåâîé îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà ∆ω 6= 0

ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà [46, 77], ëèáî ïóòåì èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ

ïóòåé èçîõðîìàò, âíîñÿùèõ âêëàä â ñïèíîâîå ýõî. Ïîñëåäíèé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â

ðàáîòå [73], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðåôîêóñèðóþùåãî óãëà α = 900 íàáëþäà-

åòñÿ ïîäðàçäåëåíèå ìåæäó ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè CPMG ýõî-ñèãíàëàìè, ïðè÷åì âêëàä

T2-ðåëàêñàöèè â àìïëèòóäû ñïèíîâîãî ýõà ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè ïåðåõîäå îò ýõà ñ íå÷åò-

íûì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì 2k− 1 ê ýõó ñ ÷åòíûì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì 2k (k = 1, 2, . . .),

â òî âðåìÿ êàê âêëàä T2-ðåëàêñàöèè äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýõ c íîìåðàìè 2k è

2k + 1 (k = 1, 2, . . .) îäèíàêîâ, ñì. òàêæå [78].

Âåñüìà ïðîäóêòèâíûå ïîäõîäû äëÿ ðàñ÷åòà ýõî-àìïëèòóä èçëîæåíû â ðàáîòàõ [25,

26]. Òàê â ðàáîòå [25] ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåíèå çàäà÷è â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå (ñî-

ïðÿæåííîì êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó) ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ðåêóðñèâíîé

ïðîöåäóðå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýõî-àìïëèòóä. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ

äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà äåëüòà-ôóíêöèé è ñîõðàíÿåò òàêóþ ôîðìó

íà êàæäîì øàãå. Èçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ, ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ íàðÿäó

ñ ãëîáàëüíûì òðàíñïîðòîì òàêæå áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå. Ïîõîæèé ïîäõîä ïðåä-
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ëîæåí â ðàáîòå [26], ãäå ýâîëþöèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðÿìîì (êîîð-

äèíàòíîì) ïðîñòðàíñòâå, îäíàêî òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó êîîðäèíàò.

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê äàííûõ è ìíîãèõ äðóãèõ ïîäõîäîâ (ñì. íàïðèìåð [23, 24]) - ëåæà-

ùàÿ â èõ îñíîâå ðåêóðñèâíîñòü è îòñóòñòâèå ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàáîòà [27], â êîòîðîé ïîëó÷åíû íåêîòîðûå

îáùèå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ïðèìåíèìûå äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîãî ýõà

äëÿ ÌÐÒ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåçîíàíñíûõ èìïóëüñîâ ñ 900 âîçáóæäàþùèì è

ïðîèçâîëüíûì ðåôîêóñèðóþùèì α óãëàìè. Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé ðàáîòå ðåêóðñèÿ (1.6)

áûëà ðàçðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÏÔ. ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â îáùåì ñëó÷àå ñ

áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ) âåëè÷èí M0, M1, . . . , Mn, . . . îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíê-

öèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (z) = M0 +M1z + . . .+Mnz
n + . . . =

∞∑
n=0

Mnz
n, (1.31)

ãäå |z| < 1. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ïðè zn. Ïîëàãàÿ z = eiϑ (0 ≤ ϑ < 2π) ëèáî z = e−s (s > 0), ìîæíî âèäåòü, ÷òî

ÏÔ (1.31) â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòMn ñ ïðîèçâîëü-

íûì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì n ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí èç ÏÔ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-

íîãî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíåé. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò òàêæå

â òîì, ÷òî óñðåäíåíèå ïî ðàçëè÷íûì ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

íåïîñðåäñòâåííî â ñàìîé ÏÔ. Ìåòîä ÏÔ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è

ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ [28, 29]. Ýòî îñîáåííî ïîêàçàòåëüíî, ïîñêîëüêó, êàê

áûëî îòìå÷åíî âûøå, âû÷èñëåíèå ñèãíàëîâ ñïèíîâîãî ýõà ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ðàçëè÷-

íûõ ôàçîâûõ ïóòåé, âíîñÿùèõ âêëàä â íóëåâóþ êîíôèãóðàöèþ, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó. Íàèáîëåå ÿðêèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [27] ñòàëî òî÷íîå

Mxn =
1

2

[
n∑
k=0

Pk (cosα)− 2 cosα
n−1∑
k=0

Pk (cosα) +
n−2∑
k=0

Pk (cosα)

]
(1.32)

è àñèìïòîòè÷åñêîå (n sinα� 1, 0 ≤ α ≤ π)

Mxn ≈ sin
α

2
− 1

2
√

2π

√
sinα

sin α
2

cos (α− π/4)

n3/2
, (1.33)

âûðàæåíèÿ äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä â ñëó÷àå íåñâÿçàííûõ ñïèíîâ 1/2 ïðè îòñóò-

ñòâèè ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè è äèôôóçèè (íàìàãíè÷åííîñòü ïðèâåäåíà â åäèíèöàõ ðàâíî-

âåñíîé íàìàãíè÷åííîñòèMeq). Â ñëó÷àå óãëà ðåôîêóñèðîâàíèÿ îò π äî 2π â âûðàæåíèÿõ
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(1.32) è (1.33) âìåñòî α ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü 2π − α. Äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ñêîðîñòåé

ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè òàêæå áûëà ïîëó÷åíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÔ, îäíàêî íåðåçîíàíñ-

íûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí íå áûë. Êðîìå òîãî, õîòÿ èç ÏÔ âîçìîæíî ïîëó÷èòü âåëè÷èíó

ýõî-ñèãíàëà ñ ëþáûì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷åñêè [27], òåì

íå ìåíåå öåëåñîîáðàçíî èìåòü ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ñà-

ìèõ ýõî-àìïëèòóä, äàþùåå ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè èõ ïîâåäåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ

èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.5 Âëèÿíèå äèôôóçèè

Äèôôóçèÿ ñïèíîâ â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã

ôàçû ïîïåðå÷íîé íàìàãíè÷åííîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåïîäâèæíûì ñïèíàì. Ê ïðèìåðó,

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé SE-òèïà ýòî ïðèâîäèò ê íåïîëíîìó ðåôîêóñèðîâàíèþ íàìàã-

íè÷åííîñòè î÷åðåäíûì Ð× èìïóëüñîì. Òàêèì îáðàçîì, äèôôóçèÿ âûçûâàåò äîïîëíè-

òåëüíûé ñïàä ýõî-àìïëèòóä [70, 71, 79]. Ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ

íàìàãíè÷åííîñòè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöè-

ðîâàííûå óðàâíåíèÿ Áëîõà-Òîððè [80]:

∂ ~M

∂t
= γ

[
~M× ~B

]
+ ~∇T ·D · ~∇ ~M−~iMx

T2

−~jMy

T2

− ~kMz −Meq

T1

, (1.34)

ãäå D - òåíçîð äèôôóçèè, ~∇ =
(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)T
. Äèôôóçèîííûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ ñóùå-

ñòâåííûì â ñëó÷àå, êîãäà íåîäíîðîäíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáðàçöå âåëèêà è ñóùå-

ñòâåííà ñêîðîñòü äèôôóçèè. Óðàâíåíèå (1.34) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî íàìàãíè÷åííîñòè ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ ~M (~r, t) = Meq
~k.

Ïðè êîëè÷åñòâåííîì àíàëèçå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äîñòàòî÷íî êîðîòêèå èìïóëü-

ñû, òàê ÷òî âîçäåéñòâèå èìïóëüñà ïî-ïðåæíåìó ñâîäèòñÿ ê ìãíîâåííîìó ïîâîðîòó íà-

ìàãíè÷åííîñòè (óðàâíåíèå (1.13)). Òàêèì îáðàçîì, äèôôóçèÿ ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â òå÷åíèå

ìåæèìïóëüñíîãî ïåðèîäà. Íàèáîëåå ïðîñòûì äëÿ àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íåîãðàíè-

÷åííîé èçîòðîïíîé äèôôóçèè D = D · E â ëèíåéíîì ãðàäèåíòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~G,

êîãäà ~B (~r) =
(
B0 + ~G,~r

)
~k. Â ýòîì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè ìåæ-

äó èìïóëüñàìè âî âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé Ð× ïîëÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ
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óðàâíåíèÿìè:

∂ M+ (~r, t)

∂t
= D∇2M+ (~r, t)− iγ

(
~G,~r

)
M+ (~r, t)−

(
i∆ω0 +

1

T2

)
M+ (~r, t) ,(1.35)

∂ Mz (~r, t)

∂t
= D∇2Mz (~r, t)− Mz (~r, t)−Meq

T1

, (1.36)

ãäå ∆ω0 = γ B0. Âî âòîðîì èç ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé òàêæå ïðåíåáðåãàåòñÿ çàâè-

ñèìîñòüþ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè Meq îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òî îïðàâäàíî ïðè

íåáîëüøèõ ãðàäèåíòàõ. Ðàññìîòðåíèå ßÌÐ-îòêëèêà â ïðåäïîëîæåíèè íåîãðàíè÷åííîé

èçîòðîïíîé äèôôóçèè â ëèéíåéíîì ãðàäèåíòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëåæèò â îñíîâå ñòàí-

äàðòíûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè [4, 35, 81].

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, FE èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ìåæèìïóëüñíûì èí-

òåðâàëîì TR. Â ðàáîòå [71] ïðåäëîæåíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.35) è (1.36) â âèäå

äèñêðåòíîãî ðÿäà Ôóðüå (íèæå íàìàãíè÷åííîñòü ïðèâåäåíà â åäèíèöàõ ðàâíîâåñíîé

íàìàãíè÷åííîñòè):

m+ (~r, t) ≡ m+ (θ, t) = e−i∆ω0t

∞∑
p=−∞

bpE2,p (t) e−i θ(p+
t
TR) , (1.37)

mz (~r, t) ≡ mz (θ, t) = 1− e−
t
T1 +

∞∑
p=−∞

cpE1,p (t) e−i p θ, (1.38)

ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé

θ ≡ θ (~r) = γ
(
~G,~r

)
TR (1.39)

è

E2,p (t) = exp

{
− t

T2

−Dγ2G2TR3

[
1

3

(
t

TR

)3

+ p

(
t

TR

)2

+ p2 t

TR

]}
, (1.40)

E1,p (t) = exp

{
− t

T1

−Dγ2G2TR3p2 t

TR

}
, (1.41)

p - èíäåêñ, ïðîáåãàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ; êîýôôèöèåíòû bp è cp ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåêóðñèâíûì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîé ìîäû â ðàçëîæåíèÿõ (1.37) è (1.38) ïðîñòðàíñòâåííàÿ (÷àñòîòíàÿ) çà-

âèñèìîñòü çàêëþ÷åíà â ôàçîâûõ ìíîæèòåëÿõ e−i(p+
t
TR)θ è e−i p θ äëÿ M+ è Mz ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñðàçó ïîñëå èìïóëüñà p-àÿ ìîäà íàìàãíè÷åííîñòè ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçî-

âàíà ïðîñòðàíñòâåííûì âîëíîâûì âåêòîðîì ~kp = pγ TR~g [79]. Ìåæäó èìïóëüñàìè âîë-

íîâîé âåêòîð îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ ïðîäîëüíûõ ìîä è ëèíåéíî âîçðàñòàåò îò ~kp äî

~kp+1 äëÿ ïîïåðå÷íûõ. Âåëè÷èíû E1,p (t) è E2,p (t) îïèñûâàþò èñêàæåíèÿ êàæäîé ìîäû,
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îáóñëîâëåííûå ñïèíîâîé ðåëàêñàöèåé è äèôôóçèåé ìåæäó èìïóëüñàìè. Ïðèñóòñòâèå

ïðîïîðöèîíàëüíûõ p2 ÷ëåíîâ â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò âåëè÷èí (1.40) è (1.41) äåëàåò

âûñîêèå ìîäû áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè ê äèôôóçèè. Î÷åðåäíîé èìïóëüñ, äåéñòâóÿ íà

p-óþ ìîäó, ãåíåðèðóåò ìîäû ñ íîìåðàìè p è −p. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ìåæäó èì-

ïóëüñàìè ñâÿçûâàåò (p− 1)-óþ è p-óþ ìîäû, à ïîâîðîò èìïóëüñîâ p-óþ è −p-óþ, òàê

÷òî ïîñëå n öèêëîâ èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå ìîäû ñ íîìåðàìè ìåæäó −n è

n îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè [79].

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè ðàçëè÷íûå ôàçîâûå ïóòè

ìîäóëèðóþòñÿ äèôôóçèåé ïî-ðàçíîìó, ïðè÷åì ðåçóëüòèðóþùàÿ ìîäóëÿöèÿ âêëàäà, îáó-

ñëîâëåííîãî íåêîòîðûì ôàçîâûì ïóòåì, îïðåäåëÿåòñÿ èì â öåëîì, à íå òîëüêî îáùèì

÷èñëîì ¾ïðîäîëüíûõ¿ è ¾ïîïåðå÷íûõ¿ ó÷àñòêîâ, êàê ýòî èìåëî áû ìåñòî òîëüêî ïðè

íàëè÷èè ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè, íî áåç äèôôóçèè [70, 82, 83]. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå

äèôôóçèè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ýõî-àìïëèòóä.

Íà ðàçäåëåíèè âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ïóòåé â ñïèíîâîå ýõî îñíîâàíû ðÿä ìå-

òîäîâ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé. Ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî, íàïðèìåð, ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ íåýêâèäèñòàíòíûõ

èìïóëüñîâ (ò.å. íåïåðèîäè÷åñêèõ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) [83], à òàêæå ïóòåì

íàáëþäåíèÿ ýõî-ñèãíàëîâ â ïðåðâàííûõ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ (ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èìïóëüñîâ, êîãäà èçó÷àþòñÿ ñèãíàëû, ñëåäóþùèå ïîñëå

ïîñëåäíåãî èìïóëüñà è îáóñëîâëåííûå êîíôèãóðàöèÿìè áîëåå âûñîêèõ (íåíóëåâîãî) ïî-

ðÿäêîâ) [84, 85].

Ïî ñðàâíåíèþ ñ FE-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, âëèÿíèå äèôôóçèè íà ýõî-àìïëèòóäû â

ñòàíäàðòíîé CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìèíàëüíûìè ðåçîíàíñíûìè 1800 ðåôîêó-

ñèðóþùèìè èìïóëüñàìè ìåíåå âûðàæåíî [82]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â òàêèõ óñëîâèÿõ

îñíîâíîé âêëàä â ýõî-ñèãíàëû îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ýõîì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ìî-

äû ñ íîìåðàìè p = 0 è ±1 è êîòîðîå ïîýòîìó çíà÷èòåëüíî ìåíåå ìîäóëèðóåòñÿ äèôôó-

çèåé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòèìóëèðîâàííûì ýõîì, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò áîëåå âûñîêèå

ìîäû, ò.å. ðåôîêóñèðîâàíèå íàìàãíè÷åííîñòè âåñüìà ýôôåêòèâíî. Òàê äëÿ óêàçàííîé

ñòàíäàðòíîé CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè íåîãðàíè÷åííîé èçîòðîïíîé äèôôóçèè â

ëèíåéíîì ãðàäèåíòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïàä ýõà îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì

m+
n ∝ exp

{
−n
(
TE

T2

+
1

12
Dγ2G2TE3

)}
, (1.42)
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÷òî èñïîëüçóåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè [6]. Íà-

ïðîòèâ, â FE-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñèãíàëû FID îïðåäåëÿþòñÿ ñòèìóëèðîâàííûì ýõîì,

è âëèÿíèå äèôôóçèè áîëåå ñóùåñòâåííî.

Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé äèôôóçèè (ïðè íàëè÷èè îòðàæàþùåé ñòåíêè) ñïàä ýõî-

ñèãíàëîâ óìåíüøàåòñÿ, ïðè ýòîì òàêæå ñóùåñòâåííû ôîðìà è ðàçìåð äîñòóïíîãî îáú-

åìà (ïîðû) [81, 86, 87]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äèôôóçèîííîå èñêàæåíèå ýõî-

ñèãíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì S/V , ãäå S - ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïîðû, à - V åå

îáúåì [88, 89]. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ïîâåäåíèÿ ýõî-àìïëèòóä â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé

äèôôóçèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàçìåðà è ãåîìåòðèè ïîð [86].

Òàêæå âàæíà è ôîðìà ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ [86]: òàê åñëè â ñëó÷àå íåîãðàíè-

÷åííîé äèôôóçèè â ëèíåéíîì ãðàäèåíòå ìàãíèòíîãî ïîëå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò îò

òî÷êè ê òî÷êå, òî, íàïðèìåð, ïðè cos-ôîðìå ãðàäèåíòà ìàãíèòíîå ïîëå îñòàåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ïî âåëè÷èíå, òàê ÷òî ïðèñóòñòâèå îòðàæàþùåé ñòåíêè áîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ

ïåðâîãî âàðèàíòà è ìåíåå çíà÷èìî äëÿ âòîðîãî [86].

1.6 Âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ

Ðàññìîòðåííûå âûøå êëàññè÷åñêèå ïðèåìû àíàëèçà ýõî-àìïëèòóä ïðèìåíèìû äëÿ

èçó÷åíèÿ ýõî-ñèãíàëîâ îò íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ, íàïðèìåð, ðàçáàâëåííûõ ÿäåð

òèïà 13C èëè 15N . Âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ìîäóëèðóåò àìïëèòóäû ñïèíîâîãî ýõà, ÷òî

ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [90, 91, 92].

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñïèíîâóþ ñèñòåìó, îïåðèðóÿ íåïîñðåäñòâåííî

ñïèíîâîé ÌÏ ~ρ (âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Ëèóâèëëÿ) è ñïèíîâûì ãàìèëüòîíèàíîì:

d

d t
~ρ (t) = −i ˆ̂

H~ρ (t)− ˆ̂
Γ {~ρ (t)− ~ρ0} , (1.43)

ãäå ˆ̂
H - ñóïåðîïåðàòîð êîììóòàöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïèíîâûì ãàìèëüòîíèàíîì, ˆ̂

Γ

- ðåëàêñàöèîííûé ñóïåðîïåðàòîð, ~ρ0 - ðàâíîâåñíûé îïåðàòîð ïëîòíîñòè [19, 93]. Îäíà-

êî ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Ëèóâèëëÿ áûñòðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì

÷èñëà ñïèíîâ: òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå N ñïèíîâ 1/2 âåêòîð ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå Ëèóâèë-

ëÿ ñîäåðæèò 4N êîìïîíåíò, è óæå äëÿ äâóõ ñïèíîâ 1/2 ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñóïåðìàòðèö â ïðîñòðàíñòâå Ëèóâèëëÿ ñîñòàâëÿåò 16× 16. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî çíà-

÷èòåëüíî óñëîæíÿåò àíàëèç.
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Â êà÷åñòâå îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ {Bs}, êîòîðûìè íàòÿíóòî ïðîñòðàí-

ñòâî Ëèóâèëëÿ â ñëó÷àå N ñïèíîâ Ik = 1/2 (k - èíäåêñ ÿäðà), ìîãóò âûñòóïàòü âñåâîç-

ìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Bs = 2q−1

N∏
k=1

(Ik i)
ak s , (1.44)

ãäå i = x, y èëè z, q - ÷èñëî îïåðàòîðîâ â ïðîèçâåäåíèè, ak s = 1 äëÿ q ñïèíîâ è ak s = 0

äëÿ îñòàëüíûõ N − q ñïèíîâ [19]. Â ýêñïåðèìåíòå íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿþòñÿ òîëüêî

ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè Ik x è Ik y, îäíàêî ñëîæíîñòü àíàëèçà ñîñòîèò

â òîì, ÷òî îäèí ïåðèîä èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùèé Ð× èìïóëüñ è

ïåðèîä ñâîáîäíîé ïðåöåññèè, â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåøèâàåò âñå áàçèñíûå îïåðàòîðû

[19].

Òàê â ñëó÷àå CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåñåëåêòèâíûõ Ð× èìïóëüñîâ ñ ïðîèçâîëü-

íûì óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ â äðóãîé ôàçå ïðèåìíèêà âîçíèêàåò ñèãíàë (¾ýõî âíå ôà-

çû¿), îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèåì ñïèíîâ è îòñóòñòâóþùèé â ñëó÷àå íåñâÿçàííûõ

ñïèíîâ [90, 94]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè íàëè÷èè òîëüêî íà÷àëüíîé ìóëüòèïëåòíîé ïî-

ëÿðèçàöèè ñïèíîâ â äâóõèìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íåñåëåêòèâíûé Ð× èìïóëüñ)-

TE/2-(1800 íåñåëåêòèâíûé Ð× èìïóëüñ) ñïóñòÿ âðåìÿ TE/2 ïîñëå âòîðîãî èìïóëüñà

òàêæå âîçíèêàåò ñèãíàëà ¾ýõà âíå ôàçû¿ [94], â òî âðåìÿ êàê ñèãíàë, îáóñëîâëåííûé

èíòåãðàëüíîé (ðàâíîâåñíîé) ïîëÿðèçàöèåé, ðåãèñòðèðóåòñÿ â ôàçå (¾ýõî â ôàçå¿). Ïðè

ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ñèãíàëà ¾ýõà âíå ôàçû¿ äîñòèãàåòñÿ ïðè 450 óãëå ïîâîðî-

òà âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñ; äëÿ ñðàâíåíèÿ, îïòèìàëüíûé óãîë âîçáóæäåíèÿ äëÿ ¾ýõà â

ôàçå¿ ñîñòàâëÿåò 900 [94]. Äëÿ òåðìè÷åñêè ðàâíîâåñíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì ìóëüòèïëåò-

íàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ðàâíà íóëþ, è ñîñòàâëÿþùàÿ ñèãíàëà, îïðåäåëÿåìàÿ ìóëüòèïëåòíîé

ïîëÿðèçàöèåé, íå ñîäåðæèò ôîíà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü, íàïðèìåð, ïîâûñèòü îòíî-

øåíèå ñèãíàë/øóì. Ñîîòíîøåíèå äâóõ òèïîâ ïîëÿðèçàöèé ìîæíî ïîäîáðàòü, âûáèðàÿ

ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó: èñïîëüçîâàíèå õèìè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåð (ÕÏß) [95], ýôôåê-

òà Îâåðõàóçåðà [96], èíäóöèðóåìîé ïàðàâîäîðîäîì ïîëÿðèçàöèÿ (ÈÏÏ) [97].

Â ñëó÷àå ñëàáîãî ãåòåðîÿäåðíîãî ñêàëÿðíîãî ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ñïèíàìè I è S (íàïðèìåð, ìåæäó 1H è 15N , 1H è 13C), êîãäà ðàçíèöà õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ

ÿäåð îòíîñèòåëüíî âåëèêà (ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíñòàíòîé ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

J) è èìïóëüñû ïîäàþòñÿ â ðåçîíàíñå ê ÿäðó I, ìîäóëÿöèÿ ñïèíîâîãî ýõà, îáóñëîâëåí-

íàÿ âëèÿíèåì ãåòåðîÿäðà S, ñâîäèòñÿ ê íåðåçîíàíñíûì ýôôåêòàì (÷ëåí ãàìèëüòîíèàíà
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ïðîïîðöèîíàëüíûé J Sz) è íàêëîíó ýôôåêòèâíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îùóùàåìîãî ÿäðîì

I, ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî íàëè÷èå íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé îò âåëè÷èíû óãëà

ðåôîêóñèðîâàíèÿ 1800 ìîæåò êîìïåíñèðîâàòü ýòè íåðåçîíàíñíûå ýôôåêòû, ïðèâîäÿ ê

ìîíîýêñïîíåíöèàëüíîìó ñïàäó ýõî-ñèãíàëîâ [98].

Â ãîìîÿäåðíîì ñëó÷àå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå îãèáàþùåé ýõî-ñèãíàëîâ äàåò ñïåêòð

ñïèí-ýõî èëè J-ñïåêòð, â êîòîðîì ïðîÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëåòíàÿ ñòðóêòóðà áåç õèìè÷å-

ñêèõ ñäâèãîâ ñ øèðèíàìè ëèíèé, îïðåäåëÿåìûìè âåëè÷èíîé 1/T2 [19]. Îäíàêî è çäåñü

âîçìîæíî ïîäàâëåíèå ìîäóëÿöèé ýõî-ñèãíàëîâ, ïðè÷åì çäåñü ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû

äâå ïðåäåëüíûõ ñèòóàöèè. Âî-ïåðâûõ, ïðè õîðîøî îòêàëèáðîâàííûõ ¾æåñòêèõ¿ èì-

ïóëüñàõ (ω1 � ∆ω; ∆ω çäåñü ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ïîñêîëüêó

èìïóëüñ ïîäàåòñÿ â ðåçîíàíñå ê îäíîìó èç ÿäåð) ñèãíàëû ýõà ïðàêòè÷åñêè íå ìîäóëèðî-

âàíû, åñëè ÷àñòîòà ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ äîñòàòî÷íî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíèöåé

õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ (2∆ω × TE � 1, çäåñü TE âêëþ÷àåò äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà), ò.å.

ñïèíû âåäóò ñåáÿ êàê åñëè áû îíè áûëè ìàãíèòíî ýêâèâàëåíòíûìè [91, 99, 100, 101].

Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñîâ ðîëü ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ âîçðàñòàåò, è ïðè 2∆ω × TE � 1 íàáëþäàåòñÿ îáû÷íàÿ ìîäóëÿöèÿ ñïèíîâîãî

ýõà íà ÷àñòîòå êîíñòàíòû ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ J [101]. Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå

õîðîøî îòêàëèáðîâàííûõ ¾ìÿãêèõ¿ èìïóëüñîâ (ω1 � ∆ω) êóìóëÿòèâíîå âîçäåéñòâèå

íåðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ íà ìîäóëÿöèþ ñïèí-ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîæåò èìåòü

äðàìàòè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó äëÿ çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ óæå äîñòàòî÷íî ðàç-

íèöû õèìè÷åñêèõ ñäâèãîâ ∆ω ∼ J . Ìîäóëÿöèè ìîãóò áûòü ïîãàøåíû äàæå â ñëó÷àå

íåáîëüøèõ ÷àñòîò ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ (2∆ω × TE > 1) [90, 101, 102]: ñêàëÿðíîå âçà-

èìîäåéñòâèå òóøèòñÿ, êðîìå êàê âáëèçè òî÷åê ∆ω × TE = π k (k - öåëîå ÷èñëî), êîãäà

íàáåãè ôàçû çà äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðèîäà ìåæäó èìïóëüñàìè ãàñÿò äðóã äðóãà,

òàê ÷òî àìïëèòóäà ìîäóëÿöèé ñïèíîâîãî ýõà ñïèí-ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ìàêñè-

ìàëüíà [90, 101]. Íàêîíåö, ïðè óìåðåííî ñèëüíûõ Ð× èìïóëüñàõ (ω1 ∼ ∆ω) òóøåíèå

òàêæå ìîæåò èìåòü ìåñòî, åñëè ÷àñòîòà ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∆ω×TE 6= π k (k - öåëîå ÷èñëî) [90, 103]. Â ñëó÷àå ñèëüíîãî ñêàëÿðíîãî ñïèí-ñïèíîâîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäóëÿöèè ýõî-àìïëèòóä âñå-òàêè ïðîÿâëÿþòñÿ, õîòÿ ñ ðîñòîì J ïîäàâ-

ëÿòü ìîäóëÿöèè ëó÷øå, èñïîëüçóÿ äëèííûå ìÿãêèå èìïóëüñû [92, 104].
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Òàêèì îáðàçîì, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ îãðîìíîå ÷èñëî ïóáëè-

êàöèé, ïîñâÿùåííûõ èìïóëüñíûì ìåòîäàì ßÌÐ è ÌÐÒ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ðàññìàò-

ðèâàþò âîïðîñû âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ íà ïîâåäåíèå ýõî-ñèãíàëîâ â ìíîãîèì-

ïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, îäíàêî ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ïîçâîëÿþò â ïîë-

íîé ìåðå ïðåäñòàâèòü âñþ èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ. Òåì íå ìåíåå, äàæå ïðîñòåéøàÿ èç

ðåëåâàíòíûõ ïðîáëåì - âû÷èñëåíèå îòêëèêà ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ íà

ïåðèîäè÷åñêóþ öåïî÷êó èìïóëüñîâ ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì ïîâîðîòà â îòñóòñòâèå òðàíñ-

ëÿöèîííîé äèôôóçèè â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå - äî ñèõ ïîð íå áûëà ïîëíîñòüþ

ðåøåíà. Íèæå ñðåäè ïðî÷åãî áóäåò ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è, äëÿ

÷åãî áóäåò îáîáùåí è ïðèìåíåí ìåòîä ÏÔ, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé â [27]. Òîò æå ïîä-

õîä áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ýâîëþöèè ñèñòåìû ñëàáî ñâÿçàííûõ ñïèíîâ 1/2 ïîä

äåéñòâèåì CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ 1800.
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Ãëàâà 2

Ýâîëþöèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â äëèííûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ Ð× èìïóëüñíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ: ôîðìàëèçì

ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè ôîðìàëèçìà ÏÔ äëÿ àíàëèçà

ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì. Â ÷àñòíîñòè, äàííûé

ïîäõîä èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ÿäåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè ïîä âëèÿíèåì

ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîýõîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ð× èìïóëüñîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè óã-

ëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ è îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ

Ð× èìïóëüñîâ, íåñâÿçàííûõ ñïèíîâ 1/2 è îòñóòñòâèÿ òðàíñëÿöèîííîé äèôôóçèè ðàñ-

ñ÷èòàíû ÏÔ äëÿ îòäåëüíûõ èçîõðîìàò è ýõî-àìïëèòóä â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ CPMG-

è FE-òèïîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [105] è [106].

2.1 Ôîðìàëèçì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

2.1.1 Ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Ïîâòîðèì îïðåäåëåíèå ÏÔ, äàííîå â ðàçäåëå 1.4. ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â

îáùåì ñëó÷àå ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ) âåëè÷èí M0, M1, . . . , Mn, . . . îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (z) = M0 +M1z + . . .+Mnz
n + . . . =

∞∑
n=0

Mnz
n, (2.1)

ãäå |z| < 1, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè

zn. Òàêèì îáðàçîì, ÏÔ ñîäåðæèò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ ñðàçó îáî âñåõ âåëè÷èíàõ Mn.
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Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÏÔ äëÿ íàáîðà âåëè÷èí,

ñâÿçàííûõ íåêèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, çà÷àñòóþ èìååò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé

àíàëèòè÷åñêèé âèä, â òî âðåìÿ êàê ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Mn íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

àíàëèòè÷åñêè ëèáî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì. Òàê, íàïðèìåð, ôîðìà ÏÔ äëÿ ïîëèíî-

ìîâ Ëåæàíäðà

f (z) =
∞∑
k=0

Pk (x) zk =
1√

1− 2xz + z2
(2.2)

çíà÷èòåëüíî ïðîùå ôîðìû ñàìèõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

Ïîëàãàÿ z = eiϑ (0 ≤ ϑ < 2π) ëèáî z = e−s (s > 0), ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÏÔ (2.1) â

äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ëèáî ïðåîáðà-

çîâàíèå Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò Mn ñ ïðîèçâîëüíûì ïîðÿä-

êîâûì íîìåðîì n ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí èç ÏÔ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî Ôóðüå-

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíåé èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïóòåì íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåãî èí-

òåãðàëà:

Mn =
1

2π i

∮
f (z)

d z

zn+1
. (2.3)

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ Mn ÷èñëåííî èëè àíàëèòè÷åñêè - ðàçëîæåíèå ÏÔ â ðÿä Òåé-

ëîðà â òî÷êå z = 0 - ñëåäóåò èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ÏÔ (2.1):

Mn =
1

n!

dn

d zn
f (z)

∣∣∣∣
z=0

. (2.4)

2.1.2 Îáùèé ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå Ëèóâèëëÿ, â êîòîðîì ÌÏ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç åå ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÌÏ ïîñëå n-ãî ïåðèîäà ãà-

ìèëüòîíèàíà êàê ~ρn. Çíàíèå ãàìèëüòîíèàíà è, òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèè ÌÏ çà îäèí

åãî ïåðèîä, ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ~ρn è ~ρn+1 ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíî-

øåíèÿ, êîòîðîå çà÷àñòóþ èìååò ñëåäóþùèé ëèíåéíûé âèä:

~ρn+1 = A~ρn + ~B, (2.5)

ãäå A è ~B íå çàâèñÿò îò n. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ

ÏÔ äëÿ ÌÏ ~ρn. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (2.5) íà zn è âûïîëíèì

ñóììèðîâàíèå îò n = 0 äî áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåâà ïðè ýòîì ïîëó÷èì

1

z

(
~ρ1z + ~ρ2z

2 + ~ρ3z
3 + . . .

)
=

1

z

(
~f (z)− ~ρ0

)
, (2.6)

34



ãäå

~f (z) = ~ρ0 + ~ρ1z + . . .+ ~ρnz
n + . . . =

∞∑
n=0

~ρnz
n (2.7)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÏÔ äëÿ ÌÏ, â òî âðåìÿ êàê ñóììèðîâàíèå ñïðàâà äàåò

A (~ρ0 + ~ρ1z + . . .+ ~ρnz
n + . . .) + ~B (1 + z + . . .+ zn + . . .) = A~f (z) +

1

1− z
~B. (2.8)

Ðàçðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÏÔ ~f (z) äàåò

~f (z) = (E− zA)−1

(
~ρ0 +

z

1− z
~B

)
(2.9)

(E - åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Êàê áóäåò óêàçàíî íèæå, â ïðåíåáðåæåíèè äèôôóçèîííûìè

ïðîöåññàìè äëÿ ìíîãèõ ñòàíäàðòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ÌÐÒ è ßÌÐ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ð× èìïóëüñîâ èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2.5), è, òàêèì îáðàçîì,

ñîîòâåòñòâóþùèå ÏÔ ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.9). Áîëåå òî-

ãî, ÏÔ äëÿ ðàçëè÷íûõ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîãóò áûòü çàòàáóëèðîâàíû

ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ Ôóðüå- è Ëàïëàñ-îáðàçîâ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Ýòà

àíàëîãèÿ îñîáåííî ïîêàçàòåëüíà, ïîñêîëüêó, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ÏÔ ôàêòè÷åñêè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã Ôóðüå- (Ëàïëàñ-) îáðàçà äèñêðåòíîé âåëè÷èíû ~ρn ≡ ~ρ (n).

Â ñâîþ î÷åðåäü, íàëè÷èå ÏÔ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå (÷èñëåííîå èëè àíà-

ëèòè÷åñêîå) ÌÏ ~ρn è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïî èçâëå÷åíèþ íåîá-

õîäèìûõ ïàðàìåòðîâ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Íàêîíåö, ñòàöèîíàðíàÿ ÌÏ ~ρn (n→∞) òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíà èç ÏÔ:

~ρst = lim
n→∞

~ρn = lim
z→1

(
(1− z) ~f (z)

)
. (2.10)

2.2 Ðàñ÷åò ÏÔ äëÿ îäíîãî èçîõðîìàòà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðèîäè÷åñêîé Ð× èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìîòðèì

CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αex−y − TE/2− αrefx − TE − αrefx − TE − . . . (2.11)

ñ ïðîèçâîëüíûìè óãëîì ïîâîðîòà âîçáóæäàþùåãî (αex) è ðåôîêóñèðóþùåãî (αref ) èì-

ïóëüñîâ; íèæíèå èíäåêñû −y è x îáîçíà÷àþò ôàçû (âî âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé Ð×
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ïîëÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò) âîçáóæäàþùåãî è ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâåí-

íî, TE - ìåæèìïóëüñíûé ïåðèîä (âðåìÿ ýõà). Ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ñïèíîâ, êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè ïðèìåíèìû

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áëîõà (1.5). Òàêæå áóäåì èçìåðÿòü íàìàãíè÷åííîñòü â

åäèíèöàõ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè Meq. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñèãíàë ñïèíîâîãî

ýõà òî÷íî â ñåðåäèíå ìåæèïóëüñíîãî ïåðèîäà. Êàê ìîæíî âèäåòü, â ýòîì ñëó÷àå îäèí

ïåðèîä äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä TE/2 − αrefx − TE/2, è, òàêèì îáðàçîì,

ýâîëþöèÿ îäíîãî ñïèíà çà îäèí ïåðèîä ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: ïðåöåññèÿ

âîêðóã îñè z, òàêæå ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ðåëàêñàöèåé íàìàãíè÷åííîñòè, çàòåì - ïîâîðîò

Ð× èìïóëüñîì, ïðèëîæåííûì âäîëü îñè x, è ñíîâà ïðåöåññèÿ âîêðóã îñè z ñ îäíîâðåìåí-

íîé ñïèíîâîé ðåëàêñàöèåé. Âîçáóæäàþùèé æå èìïóëüñ ñëóæèò äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíî-

ãî óñëîâèÿ, ò.å. êîìïîíåíò âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè ïåðåä ïåðâûì ïåðèîäîì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ýòó íà÷àëüíóþ íàìàãíè÷åííîñòü ñðàçó ïîñëå âîçáóæäàþùåãî

èìïóëüñà êàê ~m0 =
(
m+

0 ,m
−
0 ,mz 0

)T
, ãäå m+

0 = mx 0 + imy 0, m
−
0 = mx 0 − imy 0, èíäåêñ

T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíûå

Ð× èìïóëüñû è ñ÷èòàòü èõ äîñòàòî÷íî êîðîòêèìè, ÷òîáû èõ âîçäåéñòâèå ìîãëî áûòü

ñâåäåíî ê ìãíîâåííîìó ïîâîðîòó íàìàãíè÷åííîñòè; âëèÿíèå äèôôóçèè òàêæå íå áóäåò

ó÷èòûâàòüñÿ.

Â ðàìêàõ äàííûõ äîïóùåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1.6),

ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû íàìàãíè÷åííîñòè ~mn è ~mn+1 äëÿ íåêîòîðîãî èçîõðîìàòà â ìî-

ìåíò ðåãèñòðàöèè n-ãî è (n+ 1)-ãî ýõî-ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî

ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1.6) èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è ñîîòíîøåíèå (2.5), è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÔ äëÿ âåëè÷èí ~Mn ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíà ñ ïî-

ìîùüþ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèþ (2.9). Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè,

ïðèâåäåì êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ÏÔ (ïîñêîëüêó ðåãèñòðèðóåìûé ñèãíàë îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòîé íàìàãíè÷åííîñòè m+
n , çäåñü è äàëåå ïðèâîäèòñÿ òîëüêî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà ÏÔ f+ (z) = fx (z) + i fy (z)):

f+ (z) ≡ f+ (z, ω1,∆ω, U) =
D0m

+
0 +R1U +R2U

2 +R3U
3

D0 +D1U2 +D2U4
, (2.12)

ãäå

R1 = z ξ2
λ∗

λ
R3 = 2z2 ξ

3/2
2 µλ∗

[
1− z ξ1

1− z
− ξ1/2

1 (1−mz 0)

]
, (2.13)

R2 =
[
1− z ξ1

(
|λ|2 − µ2

)]
m+

0 + z ξ2µ
2 (1 + z ξ1) m−0 , (2.14)
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D0 =

(
λ∗

λ

)2

D2 = z ξ2λ
∗2 (1− z ξ1) , (2.15)

D1 = 1− z3 ξ1ξ
2
2 − z

(
ξ1 − z ξ2

2

) (
|λ|2 − µ2

)
. (2.16)

Âûðàæåíèå (2.12) çàäàåò ÏÔ äëÿ íåêîòîðîãî âûáðàííîãî èçîõðîìàòà. Ñòàöèîíàðíàÿ

íàìàãíè÷åííîñòü äëÿ äàííîãî èçîõðîìàòà ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíà ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèÿ (2.10):

m+
st =

2µU
√
ξ2 (1− ξ1) (ξ2λ

∗ + λU2)

(D0 +D1U2 +D2U4)|z=1

(2.17)

ïðè íàëè÷èè ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè è

m+
st =

mx 0 +mz 0
λU+λ∗U−1

2µ

1 +
(
λU+λ∗U−1

2µ

)2 (2.18)

- â îòñóòñòâèå ðåëàêñàöèè (T1 = T2 = ∞, ò.å. ξ1 = ξ2 = 1). Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì (1.26) [22].

Ðàññ÷èòàåì òåïåðü ñàìè âåëè÷èíû m+
n äëÿ îïðåäåëåííîãî èçîõðîìàòà èç ÏÔ, èñ-

ïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.4). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ÏÔ (2.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáíî-

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, â ÷èñëèòåëå êîòîðîé ñòîèò ïîëèíîì 3-åé, à â çíàìåíàòåëå -

4-îé ñòåïåíè z, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäå-

íà è ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîé êðàòíîé ñóììû. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ m+
n èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

m+
n = (ξ1ξ2)n/2

[
m+

0 Vn + s1Vn−1 + s2Vn−2

]
+ 2ξ

1/2
2 µλU

(
n−1∑
r=0

Vk − ξ1

n−2∑
r=0

Vk

)

+2ξ
3/2
2 µλ∗ U−1

(
n−2∑
r=0

Vk − ξ1

n−3∑
r=0

Vk

)
, (2.19)

ãäå

s1 =
[
χλ∗2U−2 − χ−1

(
|λ|2 − µ2

)]
m+

0 + χµ2m−0 + 2µλU (1−mz 0) , (2.20)

s2 = −λ∗2U−2m+
0 + µ2m−0 + 2χµλ∗ U−1 (1−mz 0) , (2.21)

Vk = (ξ1ξ2)k/2
∑

r+2p+3q=k

1

r!p!q!

[
χ−1

(
|λ|2 − µ2

)
− χ

(
λ2U2 − λ∗2U−2

)]r ×
×
[
−χ2

(
|λ|2 − µ2

)
+ λ2U2 + λ∗2U−2

]p
χq , (2.22)

χ =
√
ξ2/ξ1 = exp

{
−TE

2

(
1

T2

− 1

T1

)}
. (2.23)

37



Íàêîíåö, îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå âîçáóæäàþùèì ïðÿìîóãîëüíûì

èìïóëüñîì ñ íîìèíàëüíûì óãëîì ïîâîðîòà αex = ω1τ1 (τ1 - äëèòåëüíîñòü âîçáóæäàþ-

ùåãî èìïóëüñà) è îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà ∆ω, ïðèëîæåííûì âäîëü íàïðàâëåíèÿ −y:

mx 0 = cosϕ sin

(
αex
√

1 + (∆ω/ω1)2

)
, (2.24)

my 0 = − sin 2ϕ sin2

(
αex

2

√
1 + (∆ω/ω1)2

)
, (2.25)

mz 0 = cos2 ϕ cos

(
αex
√

1 + (∆ω/ω1)2

)
+ sin2 ϕ . (2.26)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ïðèìåíèìû è äëÿ ñîñòàâíûõ

èìïóëüñîâ, åñëè ïîä α (âûðàæåíèå (1.16)) è ϕ (âûðàæåíèå (1.17)) ïîíèìàòü óãîë ïîâî-

ðîòà âîêðóã ðåçóëüòèðóþùåé îñè ïîâîðîòà è óãîë íàêëîíà åå ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè

ñîîòâåòñòâåííî.

2.3 ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä

2.3.1 Ïðèìåíåíèå òåîðèè êîíôèãóðàöèé äëÿ àíàëèçà ýõî-ñèãíà-
ëîâ

Íà ïåðâûé âçãëÿä, íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðåêóðñèè (1.6) áîëåå ïðåäïî-

÷òèòåëüíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå äëÿ ÏÔ (2.12), à

âìåñòå ñ íèì è âûðàæåíèå äëÿ m+
n äëÿ îïðåäåëåííîãî èçîõðîìàòà, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-

íî ñëîæíûì. Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíûé ðàñ÷åò íàìàãíè÷åííîñòè ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ

n ìîæåò áûòü òîëüêî ÷èñëåííûì, â òî âðåìÿ êàê íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà,

ïóñòü äàæå ñëîæíîãî è ãðîìîçäêîãî, ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåëàåìûì, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò

ïðîëèòü ñâåò íà ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ ýõî-ñèãíàëà. Ê òîìó æå èñïîëüçîâàíèå àíàëè-

òè÷åñêèõ âûðàæåíèé çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïî èçâëå÷åíèþ

íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Áîëåå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íàáëþäàåìûõ ýõî-àìïëèòóä (çäåñü è

äàëåå ïîä òåðìèíîì ¾ýõî-àìïëèòóäà¿ ìû ïîäðàçóìåâàåì îáùóþ êîìïëåêñíóþ íàìàã-

íè÷åííîñòü, âîçíèêàþùóþ â îáðàçöå â ìîìåíò ðåãèñòðàöèè ýõî-ñèãíàëà) âûðàæåíèÿ

(2.12) è (2.19) äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïî íåîäíîðîäíîé øèðèíå. Äàííàÿ

ïðîöåäóðà âåñüìà òðóäîåìêà ïðè íåïîñðåäñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè ðåêóððåíòíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ (1.6), íî íå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ÏÔ:

óñðåäíåíèå ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íåïîñðåäñòâåííî â ÏÔ.
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Äëÿ óñðåäíåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì èçîõðîìàòàì ìû ïðèâëåêàåì òåîðèþ êîíôèãóðàöèé

[10, 70, 71, 72], ñîãëàñíî êîòîðîé â ìîìåíò ýõà íàìàãíè÷åííîñòü m+
n äëÿ îïðåäåëåí-

íîãî èçîõðîìàòà ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî êîíôèãóðàöèé, ïðè÷åì òàêîå ðàçáèåíèå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå â äèñêðåòíûé ðÿä Ôóðüå:

m+
n ≡ m+

n (ω1,∆ω, U) =
2n∑

k=−2n

M+
nk (ω1,∆ω) e−k ψ =

2n∑
k=−2n

M+
nk (ω1,∆ω)Uk (2.27)

(M+
n−2n (ω1,∆ω) = M+

n 1−2n (ω1,∆ω) = 0 ïðè n 6= 0). Ðàçëîæåíèå (2.27) íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò è èç ñàìîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.6), à òàêæå èç óðàâíåíèé (2.19) -

(2.22). Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÔ (2.12) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ðàçáèòü íà êîíôèãóðàöèè:

f+ (z, ω1,∆ω, U) =
∞∑
n=0

m+
n (ω1,∆ω, U) zn

=
+∞∑

k=−∞

F+
k (z, ω1,∆ω) e−k ψ =

+∞∑
k=−∞

F+
k (z, ω1,∆ω)Uk , (2.28)

ãäå k-àÿ êîíôèãóðàöèÿ

F+
k (z, ω1,∆ω) ≡ F+

k (z) =
∞∑

n≥|k|/2

M+
nk (ω1,∆ω) zn (2.29)

çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ èìïóëüñà, â òî âðåìÿ êàê áûñòðî îñöèëëèðóþùèé ìíîæè-

òåëü Uk îïðåäåëÿåòñÿ îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà ìåæäó èìïóëüñàìè (ñì. óðàâíåíèå (1.11)),

êîòîðàÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà âî âðåìÿ èìïóëüñà ∆ω (íàïðèìåð,

èç-çà âêëþ÷åíèÿ ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó èìïóëüñàìè).

Âûðàæåíèå (2.28) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå ÏÔ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïå-

íÿì U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k-àÿ êîíôèãóðàöèÿ F+
k (z, ω1,∆ω) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

F+
k (z, ω1,∆ω) =

1

2π i

∮
|U |=1

f+ (z, ω1,∆ω, U)

Uk+1
dU , (2.30)

êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ [109].

2.3.2 ÏÔ äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä

Â ÌÐÒ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ìåæäó èìïóëüñàìè ïðèêëàäûâàåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, ëèíåéíûé ãðàäèåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ [6, 7, 8], ïîýòîìó îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñà,

à âìåñòå ñ íåé è íàáåã ôàçû çà ïîëóïåðèîä ìåæäó èìïóëüñàìè, çàâèñèò îò êîîðäèíàò:

ψ = ψMPT (~r) =
(

∆ω + γ ~G,~r
) TE

2
. (2.31)
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Åñëè ðàçáðîñ ψMPT äîñòàòî÷íî øèðîê, òî óñðåäíåíèå íàìàãíè÷åííîñòè ïî íåîäíîðîäíîé

øèðèíå (÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì), èíäóöèðóåìîé ãðàäèåíòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâîäèò-

ñÿ ê âûäåëåíèþ íóëåâîé êîíôèãóðàöèè M+
n 0 (ω1,∆ω) èç îáùåãî ðÿäà (2.27), ïîñêîëüêó

âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ñ k 6= 0 óñðåäíÿþòñÿ äî íóëÿ èç-çà áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ìíîæè-

òåëåé Uk. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñîáðàâ âñå ÷ëåíû ïðè U0 â óðàâíåíèè äëÿ m+
n

(2.19). Ñîîòâåòñòâåííî ñêàçàííîìó, óñðåäíåíèå ÏÔ ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ íóëåâîé êîí-

ôèãóðàöèè F+
0 (z, ω1,∆ω) èç îáùåãî ðÿäà (2.28), ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü

ôîðìó ÏÔ.

Ïîñêîëüêó èçî âñåõ âåëè÷èí M+
nk (ω1,∆ω) ≡ M+

nk íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî

M+
n 0 = Mxn 0 + iMy n 0, òî âñþäó äàëåå, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, èíäåêñ ¾0¿ áóäåò

îïóùåí, è ïîä ýõî-àìïëèòóäàìè áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ âåëè÷èíà M+
n = Mxn + iMy n;

îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ mx 0 = Mx 0 0 ≡Mx 0 è my 0 = My 0 0 ≡My 0.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.30), äëÿ F0 (z) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

F+
0 (z) =

∞∑
n=0

M+
n z

n =
Mx 0

2

[
1 +

√
X

Y

]
+ i

My 0

2

[
1 +

√
Y

X

]
,

X = (1 + zξ2)
[
1− z (ξ1 + ξ2)

(
cosα cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
+ z2ξ1ξ2

]
, (2.32)

Y = (1− zξ2)
[
1− z (ξ1 − ξ2)

(
cosα cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
− z2ξ1ξ2

]
,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíüøå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî F+
0 (z)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä M+
n , ò.å. äëÿ êîìïëåêñíîé íàìàãíè÷åííî-

ñòè m+
n , óñðåäíåííîé ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì. Ïàðàìåòðû âîçáóæäàþùåãî èìïóëü-

ñà ïðîÿâëÿþòñÿ çäåñü òîëüêî â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Mx 0 è My 0 (óðàâíåíèÿ (2.24) è

(2.25)). Òàêèì îáðàçîì, â äåéñòâèòåëüíîñòè ÏÔ (2.32) îïèñûâàåò êàê CPMG, òàê è

CP èìïóëüñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíî êàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé

ôàçîé âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà - íóæíî ëèøü âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ. Áîëåå òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðè-

ìåíåí è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñ öèêëèðîâàíèåì ôàçû ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ,

êîãäà ôàçà n-ãî ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà ðàâíà (n− 1)φ, ò.å. ëèíåéíî çàâèñèò îò

íîìåðà èìïóëüñà.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíûé óãîë ïîâîðîòà αe êàê

cosαe = cosα cos2 ϕ+ sin2 ϕ = cos

(
αref

|cosϕ|

)
cos2 ϕ+ sin2 ϕ , (2.33)

òî ÏÔ (2.32) ïðèíèìàåò ôîðìó, àíàëîãè÷íóþ òîé, êîòîðàÿ èìåëà áû ìåñòî â ðåçîíàíñå

40



(∆ω = 0, ò.å. ϕ = 0). Òàêèì îáðàçîì, íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé (∆ω 6= 0) ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷åí ðåçîíàíñíîìó (∆ω = 0) ñ ïåðåîïðåäåëåííûì óãëîì ïîâîðîòà αe. Äàííûé

ðåçóëüòàò âïåðâûå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [67] è åñòåñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìû ÏÔ (2.32).

Òàêæå îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíóþ àìïëèòóäó ñïèíîâîãî ýõà èç ÏÔ (2.32):

M+
st = Mx 0

∣∣∣sin αe
2

∣∣∣ (2.34)

â îòñóòñòâèå ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè (T1 = T2 =∞, ò.å. ξ1 = ξ2 = 1) èM+
st = 0 ïðè íàëè÷èè

ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè (T1, T2 6=∞, ò.å. ξ1, 2 6= 1).

Íàêîíåö, ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ýâîëþöèÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû íàìàã-

íè÷åííîñòè ìåæäó èìïóëüñàìè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðåëàêñàöèÿ ¾ñòàðîé¿

íàìàãíè÷åííîñòè ê íóëþ (â ðåêóðñèè (1.6) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Q) è îäíîâðåìåííûé

ðîñò ¾íîâîé¿ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè (íå çàâèñÿùåé îò U è ïîýòîìó ñîäåðæàùåé

òîëüêî íóëåâóþ êîíôèãóðàöèþ ïðîäîëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè; â ðåêóðñèè (1.6) çàäàåòñÿ

âåêòîðîì ~Seq). Ïîñëå ïðèëîæåíèÿ ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà ýòà ¾íîâàÿ¿ ïðîäîëüíàÿ

íàìàãíè÷åííîñòü ÷àñòè÷íî ïîâåðíåòñÿ â ïîïåðå÷íóþ ïëîñêîñòü, íî çà ñëåäóþùèå ïîë-

ïåðèîäà ìåæäó èìïóëüñàìè ïîëíîñòüþ äåôàçèðóåòñÿ è íå äàñò âêëàäà â î÷åðåäíîé

ýõî-ñèãíàë. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýòî âûðîñøàÿ çà íåêèé ìåæèìïóëüñíûé ïåðèîä ¾íî-

âàÿ¿ ïðîäîëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü íå äàñò âêëàäà è âî âñå ïîñëåäóþùèå ýõî-ñèãíàëû,

ïîñêîëüêó åå ïîëíàÿ ýâîëþöèÿ ê ìîìåíòó î÷åðåäíîãî ñèãíàëà áóäåò ñîäåðæàòü íå÷åòíîå

÷èñëî ïîëóïåðèîäîâ ìåæäó èìïóëüñàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ðåôîêóñèðî-

âàíà î÷åðåäíûì Ð× èìïóëüñîì. Ïî òîé æå ïðè÷èíå ÌÐÒ CPMG ýõî-ñèãíàë íå çàâèñèò

îò mz 0 ≡Mz 0. Äàííîå óòâåðæäåíèå òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ ÏÔ

äëÿ îïðåäåëåííîãî èçîõðîìàòà f+ (z) ïî êîíôèãóðàöèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, îêàçûâàåòñÿ,

÷òî òîëüêî íå÷åòíûå êîíôèãóðàöèè F+
2k+1 (z, ω1,∆ω) ñîäåðæàò âêëàä, îáóñëîâëåííûé

âåêòîðîì ~Seq è mz 0 ≡ Mz 0, â òî âðåìÿ êàê íóëåâàÿ êîíôèãóðàöèÿ F+
0 (z, ω1,∆ω) îò

ïîñëåäíèõ íå çàâèñèò (ñì. óðàâíåíèÿ (2.49) è (2.50) íèæå). Òàêèì îáðàçîì, â ÌÐÒ ñïè-

íîâîå ýõî âíîñèò âêëàä òîëüêî ïîïåðå÷íàÿ íàìàãíè÷åííîñòü, ïîëíàÿ ïðåäûñòîðèÿ êîòî-

ðîé òÿíåòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à âíîâü ðàñòóùàÿ âî âðåìÿ êàæäîãî

ìåæèìóëüñíîãî ïåðèîäà íàìàãíè÷åííîñòü íå äàåò âêëàäà íè â îäíî èç ïîñëåäóþùèõ ýõî-

ñèãíàëîâ. Â äàëüíåéøåì ýòî çàìå÷àíèå ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ

îáúÿñíåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, êîãäà ýâîëþöèþ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû íàìàã-

íè÷åííîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê ðåëàêñàöèþ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ, à
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ó÷åò âíîâü ðàñòóùåé ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ïðîèçâîäèòüñÿ íå áóäåò.

2.3.3 Öèêëèðîâàíèå ôàçû Ð× èìïóëüñîâ â ÌÐÒ CPMG ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè

Ïîëîæèì, ôàçà ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà â ÌÐÒ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëè-

íåéíî çàâèñèò îò åãî íîìåðà è ðàâíà (n− 1)φ, òîãäà ìàòðèöà ïîâîðîòà n-ûì ðåôîêó-

ñèðóþùèì èìïóëüñîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Pn = Λ−(n−1)P Λn−1 , (2.35)

ãäå

Λ =

 ei φ 0 0
0 e−i φ 0
0 0 1

 , (2.36)

à ìàòðèöà P - ìàòðèöà ïîâîðîòà Ð× èìïóëüñîì ñ íóëåâîé ôàçîé, îïðåäåëåííàÿ â óðàâ-

íåíèè (1.13). Òîãäà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ~mn è ~mn+1 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

~mn+1 = Q Pn+1Q ~mn +
(
Q Pn+1 + E

)
~Seq

= QΛ−nPΛnQ ~mn +
(
QΛ−nPΛn + E

)
~Seq . (2.37)

Çàìå÷àÿ, ÷òî ìàòðèöû Q è Λ êîììóòèðóþò, ïðåäñòàâèì äàííîå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì

âèäå:

~mn+1 = Λ−nQ P QΛn ~mn +
(
Λ−nQ PΛn + E

)
~Seq , (2.38)

èëè, ââîäÿ âåëè÷èíû

~̃mn = Λn−1/2 ~mn =
(
ei(n−1/2)φm+

n , e
−i(n−1/2)φm−n ,mz n

)T
, (2.39)

Q̃ = Q Λ1/2 =

 √ξ2U e
iφ/2 0 0

0
√
ξ2U

−1 e−iφ/2 0
0 0

√
ξ1

 , (2.40)

îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì

~̃mn+1 = Q̃PQ̃ ~̃mn +
(
Q̃P + Λ1/2

)
Λn~Seq = Q̃PQ̃ ~̃mn +

(
Q̃P + E

)
~Seq . (2.41)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî Λk ~Seq = ~Seq. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.41)

ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðåêóðñèè (1.6). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî Q̃ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
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èç Q, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì (1.9), ïóòåì ïðîñòîé çàìåíû U → U ei φ/2, è, òàêèì

îáðàçîì, ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëíîé (f c+ (z, ω1,∆ω, U))

è óñðåäíåííîé ïî èçîõðîìàòàì (F c+
0 (z, ω1,∆ω)) ÏÔ ïðè íàëè÷èè öèêëèðîâàíèÿ ôàçû

ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ:

∞∑
n=0

m̃+
n z

n = e−i φ/2
∞∑
n=0

m+
n z

nei n φ = f+
(
z, ω1,∆ω, U e

i φ/2
)
, (2.42)

f c+ (z, ω1,∆ω, U) =
∞∑
n=0

m+
n z

n = ei φ/2f+
(
z e−i φ, ω1,∆ω, U e

i φ/2
)
, (2.43)

è

∞∑
n=0

M̃+
n z

n = e−i φ/2
∞∑
n=0

M+
n z

nei n φ = F+
0 (z, ω1,∆ω) , (2.44)

F c+
0 (z, ω1,∆ω) =

∞∑
n=0

M+
n z

n = ei φ/2F+
0

(
z e−i φ, ω1,∆ω

)
, (2.45)

ãäå ôóíêöèè f+ (x1, x2, x3, x4) è F+
0 (x1, x2, x3) îïðåäåëåíû âûøå (óðàâíåíèÿ (2.12) è

(2.32) ñîîòâåòñòâåííî; x1, x2, x3, è x4 - âíóòðåííèå ïåðåìåííûå). Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå

ðåçóëüòàòû, âåðíûå äëÿ M+
n , òàêæå ïðèìåíèìû ê âåëè÷èíå M̃+

n = ei(n−1/2)φM+
n . Íàïðè-

ìåð, ïðè φ = π, ò.å. êîãäà ôàçû ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ ïîî÷åðåäíî ðàâíû x è −x,

èìååì M̃+
n = i (−1)n+1M+

n = (−1)n (My n − iMxn), è CPMG èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýôôåêòèâíî ïðåâðàùàåòñÿ â CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è íàîáîðîò, ÷òî íàõîäèòñÿ â

ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ðàáîòå [43].

2.3.4 ÌÐÒ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èì-
ïóëüñîâ. Ïîñëåèìïóëüñíîå ñïèíîâîå ýõî

ÏÔ äëÿ îïðåäåëåííîãî èçîõðîìàòà (2.12) ñîäåðæèò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ ñðàçó îáî

âñåõ êîíôèãóðàöèÿõ è èõ âêëàäàõ â ñèãíàëû ñïèíîâîãî ýõà. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ äàííîé

ÏÔ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà äàæå áîëåå îáùàÿ çàäà÷à, êîãäà èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îáðûâàåòñÿ ïîñëå n-ãî ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà, íî ñîõðàíÿåòñÿ âðåìåí-

íàÿ ñõåìà äëÿ ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåèìïóëüñíûå ýõî-ñèãíàëû

ïðîäîëæàþò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t =
(
n+ k

2

)
× TE, k = 0, 1, 2, . . .

(çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì äëèòåëüíîñòüþ âîçáóæäàþùåãî è ðåôîêóñèðóþùèõ Ð× èì-

ïóëüñîâ). Äåéñòâèòåëüíî, â îòñóòñòâèå ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ çàâèñèìîñòü ïîïå-

ðå÷íîé êîìïîíåíòû m+ îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

m+ (t) = m+
n e
−t/T2e−i (∆ω+γ ~G,~r)t = m+

n ξ
t/TE
2 U2t/TE , (2.46)
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âêëþ÷àþùåì ïðåöåññèþ âîêðóã îñè z è ðåëàêñàöèþ ê íóëþ. Çäåñü m+
n - ïîïåðå÷íàÿ

íàìàãíè÷åííîñòü äëÿ äàííîãî èçîõðîìàòà â ìîìåíò ïîñëåäíåãî ¾íîðìàëüíîãî¿ ýõî-

ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìîãî ÷åðåç âðåìÿ TE/2 ïîñëå ïîñëåäíåãî ðåôîêóñèðóþùåãî èì-

ïóëüñà ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàçëîæåíèå (2.27), äàëåå çà-

ïèøåì:

m+ (t) = ξ
t
TE
2

2n∑
k=−2n

M+
nk (ω1,∆ω)Uk+ 2t

TE = ξ
t
TE
2

2n∑
k=−2n

M+
n−k (ω1,∆ω)U−k+ 2t

TE .(2.47)

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíòû âðåìåíè t = k × TE/2, k = 1, 2, . . . ïîñëå ïîñëåäíåãî ¾íîð-

ìàëüíîãî¿ ýõî-ñèãíàëà M+
n 0 (ω1,∆ω) áóäóò íàáëþäàòüñÿ ñèãíàëû, îáóñëîâëåííûå ðåôî-

êóñèðîâàíèåì íåíóëåâûõ êîíôèãóðàöèé M+
n−k (ω1,∆ω), êîòîðîå òåïåðü îñóùåñòâëÿåòñÿ

òîëüêî çà ñ÷åò ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Àìïëèòóäà òàêîãî ïîñëåèìïóëüñíîãî ýõî-

ñèãíàëà áóäåò ðàâíà M+ after
n k (ω1,∆ω) ≡ M+ after

n k = ξ
k/2
2 M+

n−k (ω1,∆ω) (èíäåêñ after

îáîçíà÷àåò ¾after-pulses echo¿, ò.å. ïîñëåèìïóëüñíûå ýõî-ñèãíàëû). Â ñâîþ î÷åðåäü, âå-

ëè÷èíàM+
n−k (ω1,∆ω) ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà èç F+

−k (z, ω1,∆ω) ðàçëîæåíèåì ïîñëåäíåé

â ðÿä Òåéëîðà èëè ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, âûáèðàÿ z íà åäè-

íè÷íîì êðóãå. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåíóëåâûå êîíôèãóðàöèè â ðàçëîæåíèè (2.28) ïîëíîé

ÏÔ (2.12) â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ÏÔ äëÿ ïîñëåèìïóëüñíûõ ýõî-àìïëèòóä:

F+
−k (z) =

∞∑
n≥k/2

M+
n−k z

n = ξ
−k/2
2

∞∑
n=0

M+ after
n k zn , k = 0, 1, 2, . . . , (2.48)

ãäå M+ after
n k = 0 ïðè k > 2n. Çàìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå â óðàâíåíèè (2.48) îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ íå ïî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ïîñëåèìïóëüñíîãî ýõî-ñèãíàëà k, à ïî íîìåðó ðåôî-

êóñèðóþùåãî èìïóëüñà n, íà êîòîðîì îáðûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.30), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ F−k (z):

F+
−2k (z) = [U1 (z)]k

[
F+

0 (z)− (1− δk 0)M+
0

]
, (2.49)

F+
−2k+1 (z) = z ξ

1/2
2

µ

λ∗
[U1 (z)]k

[
1

1− z
− ξ1/2

1

1−mz 0

1− z ξ1

]
×

×

[
2δk 0 − 1 +

(1− z2ξ2
2)
(
|λ|2 − µ2 − z ξ1

)
√
X Y

]
, (2.50)

ãäå

U1 (z) = − D1

2D2

+

√
D2

0 − 4D1D2

2D2

= − D1

2D2

+

√
X Y

2D2

, (2.51)
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à F+
0 (z), X è Y îïðåäåëåíû â óðàâíåíèè (2.32). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî X, Y , D0, D1 è D2

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé z.

Èñïîëüçóÿ äàííûå âûðàæåíèÿ, ìîæíî ñîñòàâèòü è òàêóþ ÏÔ F+ after
n (y, ω1,∆ω) ≡

F+ after
n (y) äëÿ ïîñëåèìïóëüñíûõ ýõî-àìïëèòóä M+ after

n k â CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ

n ðåôîêóñèðóþùèìè èìïóëüñàìè, â êîòîðîé ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íîìåðó

ýõî-ñèãíàëà k ïðè ôèêñèðîâàííîì n:

F+ after
n (y) =

∞∑
k=0

M+ after
n k yn =

=
1

n!

∂n

∂ zn

[
M+

0 +
F+

0 (z)−M+
0 + y−1ξ

−1/2
2 U−1

1 (z)F+
−1 (z)

1− y2 ξ2 U1 (z)

]∣∣∣∣∣
z=0

=

=
1

2π i

∮
d z

zn+1

[
M+

0 +
F+

0 (z)−M+
0 + y−1ξ

−1/2
2 U−1

1 (z)F+
−1 (z)

1− y2 ξ2 U1 (z)

]
,(2.52)

ãäå äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà |y| < 1; ïðè çàïèñè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ áûëè ïðèíÿòû âî

âíèìàíèå óðàâíåíèÿ (2.3) è (2.4). Àìïëèòóäà ïîñëåèìïóëüñíûõ ýõî-ñèãíàëîâ M+ after
n k ,

k = 0, 1, . . . òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà èç âûðàæåíèÿ (2.19) äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ

îòäåëüíîãî èçîõðîìàòà ïóòåì íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè U−k è óìíîæåíèÿ åãî íà

ξ
k/2
2 .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåèìïóëüñíûå ýõî-ñèãíàëû áóäóò íàáëþäàòüñÿ òàêæå è â ìîìåíòû

âðåìåíè, êîòîðûå â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþò î÷åðåäíîìó ðåôî-

êóñèðóþùåìó èìïóëüñó (k - íå÷åòíîå). Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (2.50), òàêèå ýõî-

ñèãíàëû íå çàâèñÿò îò ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò íà÷àëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè mx 0 è my 0,

íî òîëüêî îò åå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû mz 0 (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïóíêòà 2.3.2), è

îáóñëîâëåíû ðåôîêóñèðîâàíèåì ãðàäèåíòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2.3.5 Ó÷åò ôàçîêîäèðóþùåãî ãðàäèåíòà â ÌÐÒ

Ïðè çàïèñè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.6) è óñðåäíåíèè íàìàãíè÷åííîñòè è ÏÔ

ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì íàìè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îäèí è òîò æå ãðàäèåíò ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ~G âêëþ÷åí ìåæäó Ð× èìïóëüñàìè íà÷èíàÿ ñ âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà ìåæäó

âîçáóæäàþùèì è ïåðâûì ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå äëÿ

ïîëó÷åíèÿ äâóìåðíûõ òîìîãðàìì â ÌÐÒ èñïîëüçóþòñÿ äâà ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ êîäèðîâàíèÿ x-íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñ÷èòûâàþùèé ãðàäèåíò Gx, âêëþ÷àåìûé

âî âðåìÿ âñåõ ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ y èñïîëü-

çóåòñÿ ôàçîêîäèðóþùèé ãðàäèåíò Gy, âêëþ÷àåìûé òîëüêî ìåæäó âîçáóæäàþùèì è
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ïåðâûì ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñàìè. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå íåñêîìïåíñèðîâàííîãî

íàáåãà ôàçû çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó âîçáóæäàþùèì è ïåðâûì ðåôîêóñèðóþ-

ùèì èìïóëüñàìè ïðè óñðåäíåíèè ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì äîëæíî áûëî áû ïðèâåñòè

ê ïîëíîìó óñðåäíåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè äî íóëÿ.

Íàáåã ôàçû, îáóñëîâëåííûé ôàçîêîäèðóþùèì ãðàäèåíòîì Gy 6= 0 ìîæåò áûòü ó÷òåí

ïóòåì âêëþ÷åíèÿ åãî â íà÷àëüíîå óñëîâèå íà íàìàãíè÷åííîñòü, ò.å. çàìåíîé M+
0 íà

UyM
+
0 , ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Uy = exp {−iγ Gy y × TE/2} = exp {−i ky y} , (2.53)

ky = γ Gy × TE/2 . (2.54)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà äîëæíà òàêæå áûòü âíåñåíà â ÏÔ (2.12) è (2.32). Â õî-

äå èçìåðåíèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåãèñòðèðóåòñÿ ñèãíàë íå òî÷íî â ñåðåäèíå ìåæèì-

ïóëüñíîãî ïåðèîäà, à îõâàòûâàåòñÿ íåêîòîðûé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê δt â îêðåñòíîñòè

äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè:

m+
n (t) = m+

n (0) e
−i∆ω t− t

T2 Ux (t) , (2.55)

Ux (t) = exp {−iγ Gx x t} = exp {−i kx x} , (2.56)

kx = γ Gx t , (2.57)

−δt/2 ≤ t ≤ δt/2, è m+
n (0) - íàìàãíè÷åííîñòü òî÷íî ïîñåðåäèíå ìåæèìïóëüñíîãî ïåðè-

îäà, äëÿ êîòîðûõ âûøå áûëà ïîëó÷åíà ÏÔ (2.12). Êðîìå òîãî, îäíà è òà æå èìïóëüñíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâòîðÿåòñÿ íåñêîëüêî (îáû÷íî 128, 256 èëè 512) ðàç äëÿ ðàçëè÷-

íûõ âåëè÷èí ôàçîêîäèðóþùåãî ãðàäèåíòà Gy. Òàêèì îáðàçîì, â õîäå ÌÐÒ ýêñïåðèìåí-

òà ñíà÷àëà çàïîëíÿåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâî: èçìåðåíèå ñèãíàëà îò âðåìåíè t ýêâèâàëåíòíî

èçìåðåíèþ îò kx ≡ kx (t), à èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Gy - èçìåðåíèþ îò ky.

Ïîñëåäóþùåå äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü xy-èçîáðàæåíèå

ñêàíèðóåìîé îáëàñòè [6]. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óêà-

çàííàÿ ïîïðàâêà, ñäåëàííàÿ â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÏÔ (2.12) è (2.32), èñ÷åçàåò è, ñëåäîâà-

òåëüíî, íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò. Âîçìîæíû, îäíàêî, àðòåôàêòû (äåôåêòû) ïîëó÷àåìûõ

èçîáðàæåíèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïîñëå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ èç-çà íåíóëåâîé

îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà ∆ω 6= 0, ñïèí-ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè (ò.å. èç-çà íàëè÷èÿ ìíî-

æèòåëÿ e−i∆ω t−
t
T2 â óðàâíåíèè (2.55)), êîíå÷íîñòè âðåìåííîãî îêíà δt è äèñêðåòíîñòè
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íàáîðà ôàçîêîäèðóþùèõ ãðàäèåíòîâ. Îäíàêî âîçìîæíîñòü èõ âîçíèêíîâåíèÿ - îñîáåí-

íîñòü ìåòîäà ÌÐ òîìîãðàôèè êàê òàêîâîãî è íè â êîåé ìåðå íå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì

ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà.

2.3.6 ÏÔ äëÿ CPMG ýõî-àìïëèòóä â ßÌÐ êàðîòàæå

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ÌÐ òîìîãðàôèè, â ßÌÐ êàðîòàæå îòäåëüíûé èçîõðîìàò èìå-

åò îäíó è òó æå îòñòðîéêó îò ðåçîíàíñà ∆ω = ∆ω (~r) â òå÷åíèå âñåé èìïóëüñíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, è äå/ðåôàçèðîâàíèå èçîõðîìàò ïðîèñõîäèò íå çà ñ÷åò ïðèêëàäûâàåìîãî

ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à çà ñ÷åò ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

òàê ÷òî íàáåã ôàçû çà ïîëîâèíó ïåðèîäà ìåæäó ðåôîêóñèðóþùèìè èìïóëüñàìè äëÿ

íåêîòîðîãî èçîõðîìàòà ñîñòàâëÿåò

ψ = ψLogging (~r) = ∆ω (~r)
TE

2
. (2.58)

Òàêèì îáðàçîì, îäíà è òà æå îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñà ∆ω âõîäèò è â F+
k (z, ω1,∆ω), è â

Uk â ðàçëîæåíèè (2.28), è óñðåäíåíèå ïî ðàçëè÷íûì èçîõðîìàòàì òåïåðü íå ìîæåò áûòü

ñâåäåíî ê ïðîñòîìó èñêëþ÷åíèþ âñåõ ÷ëåíîâ ñ k 6= 0 (íåíóëåâûõ êîíôèãóðàöèé), à íåîá-

õîäèìî ðàáîòàòü ñ ïîëíîé ÏÔ (2.12), âçâåøèâàÿ åå ñ ôóíêöèåé ω1- è ∆ω-ðàñïðåäåëåíèÿ

s (ω1,∆ω) è èíòåãðèðóÿ:

F+
echo (z) =

∫ ∫
f+
(
z, ω1,∆ω, e

−iTE
2

∆ω
)
s (ω1,∆ω) dω1 d∆ω (2.59)

(èíäåêñ ¾echo¿ îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ÏÔ îòíîñèòñÿ ê ýõî-àìïëèòóäàì). Òåì íå ìå-

íåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî íàëè÷èå ÏÔ (2.12) äëÿ îòäåëüíîãî èçîõðîìàòà, ïóñòü äàæå è

äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé, âñå æå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ, ïîñêîëüêó òàêîå

óñðåäíåíèå ïî ∆ω è ω1 ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî îäèí ðàç íåïîñðåäñòâåííî â ÏÔ (2.12).

Áîëåå òîãî, êîýôôèöèåíòû F+
k (z, ω1,∆ω) â óðàâíåíèè (2.28) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

íåêîòîðûå ôóíêöèè âåëè÷èí âèäà ∆ω/ω1 è
√

1 + (∆ω/ω1)2, ãîðàçäî ñëàáåå çàâèñÿùèå

îò ∆ω ïî ñðàâíåíèþ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèì ìíîæèòåëåì Uk = e−i k∆ω TE/2. Â ñâÿçè

ñ ýòèì äàæå â ñëó÷àå ßÌÐ êàðîòàæà âêëàä íåíóëåâûõ êîíôèãóðàöèé â îáùóþ àìïëè-

òóäó ñïèíîâîãî ýõà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü îïóùåí, ïðè óñëîâèè, îäíàêî, ÷òî

øèðèíà Γ ∆ω-ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêà:

1

4π
Γ× TE � 1 . (2.60)
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Òîãäà â óðàâíåíèè (2.59) âìåñòî ïîëíîé ÏÔ f+
(
z, ω1,∆ω, e

−iTE
2

∆ω
)
ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ïîëó÷åííóþ ðàíåå ÏÔ äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä (2.32). Ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-

íîé ïðîâåðêè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî (ïðÿìîóãîëüíîãî) è ãàóññîâà ∆ω-

ðàñïðåäåëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.1, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ñîãëàñèå ýõî-àìïëèòóä, ïî-

ëó÷åííûõ äàííûìè äâóìÿ ìåòîäàìè, óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîì øèðèíû ∆ω-ðàñïðåäåëåíèÿ

è óäëèíåíèåì TE.

(а)

(в)

(б)

(г)

Ðèñ. 2.1: Ñðàâíåíèå óñðåäíåííûõ ïî íåîäíîðîäíîé øèðèíå ýõî-àìïëèòóä, ïîëó÷åííûõ èç
ïîëíîé ÏÔ (2.12) (mx,y n/m0, ëèíèè) è íóëåâîé êîíôèãóðàöèè (2.32) (Mx,y n/m0, òî÷êè),
îñü àáñöèññ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ýõà n; ñëó÷àé ßÌÐ êàðîòàæà. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà:
αex = αref = π/4, T1 = T2 = ∞, äèàïàçîí ∆ω ñîñòàâèë ±10ω1 ñ øàãîì 10−3ω1; ãàóñ-
ñîâî ∆ω-ðàñïðåäåëåíèå δ−1π−1/2 exp

{
− (∆ω −∆ω0)2 /ω2

1δ
2
}
ñ δ = 5 (çåëåíûå ëèíèè è

òî÷êè) è 0.5 (êðàñíûå ëèíèè è òî÷êè), îäíîðîäíîå (ïðÿìîóãîëüíîå) ∆ω-ðàñïðåäåëåíèå
(ñèíèå ëèíèè è òî÷êè); ω1 × TE = 5π (ñïëîøíûå ëèíèè) è 0.5π (ïóíêòèðíûå ëèíèè).
(à) ∆ω0/ω1 = 0, x-êîìïîíåíòà; (á) ∆ω0/ω1 = 0, y-êîìïîíåíòà; (â) ∆ω0/ω1 = 10, x-
êîìïîíåíòà; (ã) ∆ω0/ω1 = 10, y-êîìïîíåíòà.

Ïî òîé æå ïðè÷èíå ïðè àíàëèçå ïîñëåèìïóëüñíûõ ýõî-ñèãíàëîâ â ßÌÐ êàðîòàæå

ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå ÌÐÒ, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå êîíôèãóðàöèè

F+
−k (z) (óðàâíåíèÿ (2.49) è (2.50)), à íå ïîëíóþ ÏÔ (2.12).
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2.4 ÌÐÒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè FE òèïà

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ÏÔ äëÿ àìïëèòóä ýõî-ñèãíàëîâ äëÿ áåñêîíå÷íûõ ÌÐÒ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé FE òèïà

αexx − TR− αexx − TR− αexx − TR− . . . (2.61)

(TR - ìåæèìïóëüñíûé èíòåðâàë (îò àíãë. repetition time); èíäåêñ x îáîçíà÷àåò ôà-

çó èìïóëüñîâ) ñ ïðîèçâîëüíûìè îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà ∆ω è íîìèíàëüíûì óãëîì

ïîâîðîòà âîçáóæäàþùèõ Ð× èìïóëüñîâ αex , ìåæäó êîòîðûìè ïðèëàãàåòñÿ ãðàäèåíò

ìàãíèòíîãî ïîëÿ G (t). Ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â ïåðâîì èç êîòîðûõ ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàäèåíòîì çà îäèí ìåæèìïóëüñíûé èíòåðâàë
∫ TR

0
G (t) 6= 0

(ñëó÷àé íåñêîìïåíñèðîâàííîãî ãðàäèåíòà; ðèñ. 1.1á è â), à âî âòîðîì -
∫ TR

0
G (t) = 0

(ñëó÷àé ñêîìïåíñèðîâàííîãî ãðàäèåíòà; ðèñ. 1.1ã). Âûâîä âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå ÏÔ

äëÿ FE-ýõà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí âûâîäó ÏÔ äëÿ CPMG-ýõà, èçëîæåííîìó â ðàçäåëàõ

2.2, 2.3.1 è 2.3.2; óñðåäíåíèå ïî ÷àñòîòíûì èçîõðîìàòàì òàêæå áûëî ñâåäåíî ê ðàñ-

ñìîòðåíèþ òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûõ êîíôèãóðàöèé ÏÔ, êîòîðûå è ïðèâåäåíû

íèæå. Êàê è âûøå, âñþäó, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, íàìàãíè÷åííîñòü èçìåðÿåòñÿ

â åäèíèöàõ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè Meq.

2.4.1 Íåñêîìïåíñèðîâàííûé ãðàäèåíò (
∫ TR
0 G (t) 6= 0)

ÏÔ äëÿ FID

Äëÿ ñèãíàëîâ FID, èçìåðÿåìûõ ñðàçó ïîñëå α-èìïóëüñîâ, ÏÔ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F+
0 (z) =

∞∑
n=0

M+
n z

n =
µ

λ∗ (1− z)

[
1 +

(cosαe − zξ1) (1− z2ξ2
2)√

X Y

]
, (2.62)

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ (µ, λ∗, αe, ξ1, 2, X è Y ) àíàëîãè÷íû èñïîëüçîâàííûì âûøå äëÿ

CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè αref → αex è TE →

TR. Îòìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå â äàííîì óðàâíåíèè íà÷èíàåòñÿ ñ n = 0: çäåñü n -

íîìåð èìïóëüñà, ïðåäøåñòâóþùåãî FID, è íóìåðàöèÿ èìïóëüñîâ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ.

Ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà ñèãíàëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæå-

íèåì (2.10) è ðàâíà

M+
st =

µ

λ∗

1 +
(cosαe − ξ1)

√
1− ξ2

2√
(1− ξ1 cosαe)

2 − ξ2
2 (ξ1 − cosαe)

2

 , (2.63)
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â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãäå íåíóëåâîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

ìîãëî ïîÿâèòüñÿ òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè. Âûðàæåíèå (2.63) ñîâïà-

äàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [6].

ÏÔ äëÿ ECHO

Äëÿ ñèãíàëîâ, èçìåðÿåìûõ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä α-èìïóëüñîì, ò.å. ýõî-ñèãíàëîâ

(ECHO), ÏÔ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F+
0 (z) =

∞∑
n=1

M+
n z

n =
µ

λ (1− z)

[
1− (1− zξ1 cosαe) (1− z2ξ2

2)√
X Y

]
, (2.64)

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ (µ, λ∗, αe, ξ1, 2, X è Y ) àíàëîãè÷íû èñïîëüçîâàííûì âûøå äëÿ

CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè αref → αex è TE →

TR. Â óðàâíåíèè (2.64) M+
n ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàëó, ïðåäøåñòâóþùåìó n-îìó èìïóëüñó.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðâûé ñèãíàë îòñóòñòâóåò (M+
1 = 0), ÷òî åñòåñòâåííî îæèäàòü

ââèäó íàëè÷èÿ íåñêîìïåíñèðîâàííîé ïëîùàäè ïîä ãðàäèåíòîì â êîíöå ïåðâîãî ïåðèîäà

è ïîòîìó ïîëíîãî äåôàçèðîâàíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè. Îäíàêî óæå âòîðîé ñèãíàë îòëè÷åí

îò íóëÿ:

M+
2 = 2 ξ2

2 µ
3 λ∗ , (2.65)

÷òî ñâÿçàíî ñ íàêîïëåíèåì óíèêàëüíîé ïðåäûñòîðèè ó êàæäîãî èçîõðîìàòà.

Ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà ñèãíàëà, ïîëó÷åííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (2.10),

ðàâíà

M+
st =

µ

λ

1− (1− ξ1 cosαe)
√

1− ξ2
2√

(1− ξ1 cosαe)
2 − ξ2

2 (ξ1 − cosαe)
2

 , (2.66)

è ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [6].

2.4.2 Ñêîìïåíñèðîâàííûé ãðàäèåíò (
∫ TR
0 G (t) = 0)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïëîùàäü ïîä ïðèëàãàåìûì ãðàäèåíòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ çà îäèí

ïåðèîä ìåæäó èìïóëüñàìè îáðàùàåòñÿ â íóëü, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü óñðåäíåíèÿ ÏÔ

ïî èçîõðîìàòàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå òîëüêî ïîëíàÿ ïëîùàäü ïîä ãðàäèåíòîì ìåæäó

èìïóëüñàìè ðàâíà íóëþ, íî òàêæå
∫ TR/2

0
G (t) = 0, ò.å. ñèãíàë ôîðìèðóåòñÿ â ñåðåäèíå

ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
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äëÿ ÏÔ:

F+ (z) =
∞∑
n=0

M+
n z

n =
2µ
√
ξ2 (1− zξ1)

(
U

1/2
0 λ+ zξ2U

−1/2
0 λ∗

)
(1− z)

(
D0U

−1
0 +D1 +D2U0

) , (2.67)

ãäå êîýôôèöèåíòû D0, D1, D2 îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (2.15) è (2.16) ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè αref → αex è TE → TR, à âåëè÷èíà U0 = e−i∆ω TR ó÷èòûâàåò

íàáåã ôàçû â òå÷åíèå ìåæèìïóëüñíîãî èíòåðâàëà çà ñ÷åò îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà.

Ñòàöèîíàðíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü, ðàññ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.10), ñîñòàâ-

ëÿåò

M+
st =

2µ
√
ξ2 (1− ξ1)

(
U

1/2
0 λ+ ξ2U

−1/2
0 λ∗

)
(
D0U

−1
0 +D1 +D2U0

)∣∣
z=1

. (2.68)

2.5 Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì

Íàìè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Äëÿ ýòîãî â ÌÒÖ ÑÎ ÐÀÍ ñîâìåñòíî ñ À.À. Ñàâåëîâûì

è È.Â. Êîïòþãîì áûëè âûïîëíåíû äâà ßÌÐ ýêñïåðèìåíòà. Ïåðâûé ñïèí-ýõîâûé ýêñïå-

ðèìåíò áûë âûïîëíåí íà òîìîãðàôå Bruker Tomikon S50 (0.5 T), â êà÷åñòâå èññëåäóåìî-

ãî îáðàçöà èñïîëüçîâàëñÿ âîäíûé ðàñòâîð ìåäíîãî êóïîðîñà CuSO4. Áûëà ïðèìåíåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü CPMG ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ðåçîíàíñíûå ïðÿìîóãîëüíûå

Ð× èìïóëüñû ñ ω1 = 3140 ðàä/ñ, âîçáóæäàþùèì è ðåôîêóñèðóþùèì óãëàìè ïîâîðîòà

αex = αref = π/2 è âðåìåíåì ýõà TE = 15 ìñ. Â õîäå äàííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî ïðèëî-

æåíî âîñåìü ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ, âîñåìü ýõî-ñèãíàëîâ áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî.

Íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ ýõî-àìïëèòóä íàáëþäàåò-

ñÿ ïðè T1 = T2 = 268 ìñ, ÷òî íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè

ñòàíäàðòíûì ïóòåì (T1 = 273 ìñ, ðåçîíàíñíàÿ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c αex = π/2

è αref = π â êîìïëåêñå ñ ìåòîäàìè Inversion-Recovery). Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.2, íàáëþ-

äàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè, ðàññ÷èòàííûìè èç ÏÔ (2.32), è

íàáëþäàåìûìè â ýêñïåðèìåíòå ýõî-àìïëèòóäàìè.

Âòîðîé ýêñïåðèìåíò áûë âûïîëíåí ïðè 300 ÌÃö íà Bruker DRX-300 ßÌÐ-ñïåêòðî-

ìåòðå, îáîðóäîâàííîì ïðèñòàâêîé äëÿ ßÌÐ-ìèêðîòîìîãðàôèè, â êà÷åñòâå îáðàçöà èñ-

ïîëüçîâàëàñü âîäîïðîâîäíàÿ âîäà. Íîìèíàëüíûå óãëû ïîâîðîòà ðåôîêóñèðóþùèõ èì-

ïóëüñîâ áûëè âûáðàíû ðàâíûìè αex = αref = π/4. Àìïëèòóäà Ð× ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Ðèñ. 2.2: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå (ïóñòûå êðóæêè) è òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàííûå (çàêðà-
øåííûå êðóæêè è ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ýõà îò åãî íîìåðà.
Âîçáóæäåíèå è ðåôîêóñèðîâàíèå â ðåçîíàíñå (∆ω = 0 ðàä/ñ), àìïëèòóäà Ð× ïîëÿ
ω1 = 2π · 500 ðàä/ñ, óãëû âîçáóæäåíèÿ è ðåôîêóñèðîâàíèÿ ðàâíû π/2. T stand2 = 273 ìñ,
TGF1 = TGF2 = 268 ìñ (èíäåêñû ¾stand¿ è ¾GF¿ îáîçíà÷àþò ¾ñòàíäàðòíûé ìåòîä¿ è
¾ìåòîä ÏÔ¿ ñîîòâåòñòâåííî).

ñîñòàâèëà ω1 = 22430 ðàä/ñ, âðåìÿ ýõà - TE = 780 ìêñ, áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî 32 ýõî-

ñèãíàëà. Â ðàìêàõ äàííîãî îïûòà áûëî ïðîâåäåíî äâà èçìåðåíèÿ: îäíî - â ðåçîíàíñå,

âòîðîå - ñ îòñòðîéêîé îò ðåçîíàíñà ∆ω = 37700 ðàä/ñ. Ïîñêîëüêó äëÿ âîäû T1 ∼ T2 ∼ 1 ñ

� TE, ñïèíîâîé ðåëàêñàöèåé ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ýõî-àìïëèòóä ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.3. Êàê ìîæíî âèäåòü,
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íàáëþäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà äàæå äëÿ îòñòðîéêè

îò ðåçîíàíñà, ñðàâíèìîé ñ àìïëèòóäîé Ð× ïîëÿ. Íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ òåîðåòè÷åñêî-

ãî ýõà îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìû îáúÿñíÿåì íåîäíîðîäíîñòÿìè Ð× ìàãíèòíîãî ïîëÿ â

îáðàçöå.

Ðèñ. 2.3: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå (ïóñòûå êðóæêè) è òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàííûå (çàêðà-
øåííûå êðóæêè è ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ýõà îò åãî íîìåðà. Àì-
ïëèòóäà Ð× ïîëÿ ω1 = 22430 ðàä/ñ, íîìèíàëüíûå óãëû âîçáóæäåíèÿ è ðåôîêóñèðîâà-
íèÿ ðàâíû π/4, T1, T2 ∼ 3 ñ � TE = 780 ìêñ; (à) âîçáóæäåíèå è ðåôîêóñèðîâàíèå â
ðåçîíàíñå (∆ω = 0 ðàä/ñ); (á) îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñà ∆ω = 37700 ðàä/ñ.
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2.6 Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ôîðìàëèçìà ÏÔ

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íà

îñíîâå ôîðìàëèçìà ÏÔ. Äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ

ñïèíîâûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì, îñîáåííî îí ýôôåêòè-

âåí ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ð× èìïóëüñîâ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ÏÔ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã Ôóðüå- èëè Ëàïëàñ-îáðàçà äèñ-

êðåòíîé âåëè÷èíû Mn è ñîäåðæèò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ ñðàçó îáî âñåõ âåëè÷èíàõ Mn.

Â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèå äëÿ Mn ìîæåò áûòü âåñüìà ãðîìîçäêèì èëè íå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî âîîáùå, çà÷àñòóþ ÏÔ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêè è èìååò ïðè ýòîì

äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä. Â ñâîþ î÷åðåäü, âåëè÷èíà Mn ñ ïðîèçâîëüíûì íîìåðîì n ìî-

æåò áûòü ðàññ÷èòàíà èç ÏÔ ÷èñëåííî èëè àíàëèòè÷åñêè ðàçëîæåíèåì åå â ðÿä Òåéëîðà

â òî÷êå z = 0 ëèáî ïóòåì ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

âåëè÷èíû Mn ïðè n → ∞ òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî èç ÏÔ. Ñëåäóþùåå âàæ-

íîå ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óñðåäíåíèå ïî ÷àñòîòíûì

èçîõðîìàòàì ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî åäèíîæäû íåïîñðåäñòâåííî â ñàìîé ÏÔ. Íàêîíåö,

íàëè÷èå ÏÔ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïî èçâëå÷åíèþ

ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
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Ãëàâà 3

Âûâîä òî÷íûõ, àñèìïòîòè÷åñêèõ è

àïïðîêñèìàöèîííûõ âûðàæåíèé äëÿ

ýõî-àìïëèòóä íà ïðèìåðå ÌÐÒ CPMG

ñïèíîâîãî ýõà

Â äàííîé ãëàâå íà ïðèìåðå áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ïðîèçâåäåí âûâîä òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ýõî-àìïëèòóä, à

òàêæå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïèíîâîãî ýõà. Òàêæå áó-

äóò ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè, îïèñûâàþùèå äîàñèìïòîòè÷åñêèå ýõî-

ñèãíàëû. Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè â ïîâåäåíèè àìïëèòóä ñïèíîâîãî ýõà ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ îñöèëëÿöèè. Â çà-

êëþ÷åíèè ðàçäåëà áóäåò ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ

è òî÷íûõ âûðàæåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, îñíîâàíû íà ÏÔ

(2.32), ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âûøå áûëî ñäåëàíî çà-

ìå÷àíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñëó÷àåâ ðåçîíàíñíûõ è íåðåçîíàíñíûõ ðåôîêóñèðóþùèõ

èìïóëüñîâ, âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé ñ óãëîì ðåôîêó-

ñèðîâàíèÿ αref = α â ïðåäåëàõ îò 0 äî π; ðåçóëüòàòû äëÿ α â äèàïàçîíå îò π äî 2π

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì çàìåíû α íà 2π − α â ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿõ, ÷òî

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç âèäà ÏÔ (2.32). Òàêæå ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ñóììàðíîé

ïîïåðå÷íîé íàìàãíè÷åííîñòè, èíäåêñû ¾0¿ (óêàçûâàþùèå íà ïðèíàäëåæíîñòü ê íóëå-

âîé êîíôèãóðàöèè) è ¾+¿ áóäóò îïóùåíû. Íàìàãíè÷åííîñòü ïî-ïðåæíåìó èçìåðÿåòñÿ

â åäèíèöàõ ðàâíîâåñíîé íàìàãíè÷åííîñòè Meq.

Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ îòäåëüíîãî èçîõðîìàòà äëÿ CPMG èì-

ïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëî ïîëó÷åíî âûøå (óðàâíåíèå (2.19)). Â ñëó÷àå ÌÐÒ,
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ãäå ïîñëå óñðåäíåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü íóëåâàÿ êîíôèãóðàöèÿ â ðàç-

ëîæåíèè (2.27), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýõî-àìïëèòóä â îáùåì âûðàæåíèè (2.19) íåîáõîäèìî ñî-

áðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè U0. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðèâåäåí äðóãîé âûâîä òî÷íîãî

âûðàæåíèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè íå ïîëíîé, íî ïðåäâàðè-

òåëüíî óñðåäíåííîé ÏÔ (2.32), ò.å. íóëåâîé êîíôèãóðàöèè â ðàçëîæåíèè (2.28). Èñïîëü-

çîâàíèå óñðåäíåííîé ÏÔ òàêæå áîëåå óäîáíî äëÿ âûâîäà ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ

îáùåãî ýõî-ñèãíàëà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [106].

3.1 Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÌÐÒ CPMG ñïèíîâîãî

ýõà

3.1.1 Îáùèé ñëó÷àé: ïðîèçâîëüíûå α, T1 è T2

Ïåðåïèøåì ÏÔ (2.32) äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä â ñëåäóþùåì âèäå:

F (z) =
Mx 0

2

[
1 +

X√
X Y

]
+ i

My 0

2

[
1 +

Y√
X Y

]
. (3.1)

Äëÿ âûâîäà òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä èñïîëüçóåì ÏÔ äëÿ

ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (2.2) è ïðåäñòàâèì 1/
√
X Y â ñëåäóþùåé ôîðìå:

1√
X Y

=
∞∑

k,l,m=0

Pk

(
ξ1 + ξ2

2
√
ξ1ξ2

cosα

)
Pm

(
ξ1 − ξ2

2i
√
ξ1ξ2

cosα

)
×

× Pl (0) il+m (ξ1ξ2)
k+m

2 ξl2z
k+l+m . (3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðàçëîæåíèå â ÏÔ (2.32) è ñîáèðàÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè êîýô-

ôèöèåíòû ïðè zn, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ñèãíàëà Mn:

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2

[
δn 0 + (Sn + χSn−1)−

(
χ−1 + χ

)
(Sn−1 + χSn−2) cosα+

+ (Sn−2 + χSn−3)] ,

My n

My 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2

[
δn 0 + (Sn − χSn−1)−

(
χ−1 − χ

)
(Sn−1 − χSn−2) cosα− (3.3)

− (Sn−2 − χSn−3)] ,

ãäå

Sn =
∑

0≤k+2p≤n

Pk

(
χ−1 + χ

2
cosα

)
Pn−k−2p

(
χ−1 − χ

2i
cosα

)
×

×Cp
2p

in−k (−1)p χ2p

22p
, (3.4)
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ïàðàìåòð χ îïðåäåëåí â óðàâíåíèè (2.23); ïðè âûâîäå äàííûõ óðàâíåíèé áûëî ïðèíÿòî

âî âíèìàíèå, ÷òî P2r+1 (0) = 0 è P2r (0) = (−1)r Cr
2r/2

2r, r = 0, 1, . . .; Cq
p = p!/ (q! (p− q)!)

- áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò.

Óðàâíåíèå (3.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿâíîå çàìêíóòîå âûðàæåíèå äëÿ ÌÐÒ CPMG

ýõî-àìïëèòóä. Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû ýõî-ñèãíàëîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-

äå ñóììû ïðîèçâåäåíèé õîðîøî èçâåñòíûõ ôóíêöèé - ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, êîòîðûå

âñòðîåíû âî ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ-

÷åòàõ. Îäíàêî ÷èñëî ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (3.3) ðàñòåò ñ íîìåðîì ýõî-ñèãíàëà êàê n2, à

ïðè ó÷åòå òîãî, ÷òî ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pk (x) â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóì-

ìó ñòåïåíåé x ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè, - òî êàê n4. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åäèí-

ñòâåííîå äîñòîèíñòâî ïîëó÷åííîãî òî÷íîãî âûðàæåíèÿ - àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà, è åãî

èñïîëüçîâàíèå ïðè âû÷èñëåíèè ýõî-àìïëèòóä èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè òðåáóåòñÿ òî÷-

íûé àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîðàçäî ïðîùå âû÷èñëÿòü âåëè÷èíû

Mn íåïîñðåäñòâåííî èç ÏÔ (2.32), ÷èñëåííî ðàçëàãàÿ åå â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå z = 0 èëè

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; äàæå 1000 è áîëåå ýõî-àìïëèòóä ìîãóò áûòü ëåãêî

ðàññ÷èòàíû òàêèì îáðàçîì. Îäíàêî äëÿ áîëåå ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñïèíîâîãî

ýõà â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ñèãíàëà öåëåñîîáðàçíî èìåòü àíàëèòè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè - àñèìïòîòè÷åñêèå è àïïðîêñèìàöèîííûå óðàâíåíèÿ.

3.1.2 ×àñòíûé ñëó÷àé: ðàâíûå âðåìåíà ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T1 =
T2

Â ñëó÷àå ðàâíûõ âðåìåí ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T1 = T2 (ξ1 = ξ2 = ξ, χ = 1) ôîðìà

ÏÔ (2.32) äëÿ ÌÐÒ CPMG ýõî-àìïëèòóä íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ:

F (z)|ξ1, 2=ξ =
Mx 0

2

[
1 +

√
1− 2ξ z cosα + ξ2z2

1− ξ z

]
+

+i
My 0

2

[
1 +

1− ξ z√
1− 2ξ z cosα + ξ2z2

]
. (3.5)

Èñïîëüçóÿ ÏÔ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (2.2) äëÿ ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ (3.5) ïî

ñòåïåíÿì z è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè zn, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àì-

ïëèòóäû ñèãíàëà Mn:

Mxn =
Mx 0 ξ

n

2

[
δn 0 + Pn (cosα)− Pn−1 (cosα) + 4 sin2 α

2

n−1∑
k=0

Pk (cosα)

]
, (3.6)

My n =
My 0 ξ

n

2
[δn 0 + Pn (cosα)− Pn−1 (cosα)] ,
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ãäå Pk (y) - ïîëèíîìû Ëåæàíäðà (y - âíóòðåííÿÿ ïåðåìåííàÿ); óðàâíåíèå (3.6) òàêæå

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îáùåãî ñëó÷àÿ (3.3).

Â îòëè÷èå îò îáùåãî âûðàæåíèÿ (3.3), âûðàæåíèå (3.6) íå ñîäåðæèò êðàòíûõ ñóìì, è

÷èñëî ñëàãàåìûõ ðàñòåò êàê n (n2, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìû Ëåæàíäðà êàê îäèíàð-

íûå ñóììû). Îäíàêî öåíà òàêîãî óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò - ïðåäïîëîæåíèå

T1 = T2, ÷òî çà÷àñòóþ âåñüìà ïðèáëèæåííî.

3.1.3 ×àñòíûé ñëó÷àé: 00 è 1800 óãëû ðåôîêóñèðîâàíèÿ

Ïðè óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ ðåôîêóñèðóþùèõ

èìïóëüñîâ, ñèãíàëû ñïèíîâîãî ýõà íå ôîðìèðóþòñÿ âîâñå. Ýòîò î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò

òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ÏÔ (2.32) è îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä (3.3).

Äðóãîé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè α = π, êîãäà ÏÔ

(2.32) ïðèíèìàåò ïðîñòóþ ôîðìó

F (z)|α=π =
Mx 0

1− ξ2z
+ i

My 0

1 + ξ2z
(3.7)

è, ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ñèãíàëîâ ñïèíîâîãî ýõà èìååò âèä:

Mn = ξn2 [Mx 0 + i (−1)nMy 0] ∝ exp {−nTE/T2} . (3.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 1800 óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ ñïàä ñïèíîâîãî ýõà - ìîíîýêñïîíåíöè-

àëüíûé è îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ñïèí-ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T2. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî

äåëàåò óãîë α = 1800 óäîáíûì äëÿ èçìåðåíèÿ T2, ÷òî è ïðèìåíÿåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ

èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ [4, 5, 6, 7, 8].

3.1.4 ×àñòíûé ñëó÷àé: 900 óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ

Ïðè óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = π/2 è ïðîèçâîëüíûõ T1 è T2 ôîðìà ÏÔ íåñêîëüêî

óïðîùàåòñÿ:

F (z)|α=π/2,3π/2 =
Mx 0

2

[
1 +

√
(1 + ξ2z) (1 + ξ1ξ2z2)

(1− ξ2z) (1− ξ1ξ2z2)

]

+ i
My 0

2

[
1 +

√
(1− zξ2) (1− ξ1ξ2z2)

(1 + zξ2) (1 + ξ1ξ2z2)

]

=
Mx 0

2

[
1 +

(1 + ξ2z) (1 + ξ1ξ2z
2)√

(1− ξ2
2z

2) (1− ξ2
1ξ

2
2z

4)

]
(3.9)

+ i
My 0

2

[
1 +

(1− ξ2z) (1− ξ1ξ2z
2)√

(1− ξ2
2z

2) (1− ξ2
1ξ

2
2z

4)

]
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1√
(1− ξ2

2z
2) (1− ξ2

1ξ
2
2z

4)
=

∞∑
k,m=0

P2k (0)P2m (0) (i ξ2z)2k (i ξ1ξ2z
2
)2m

, (3.10)

ïðåäñòàâèì ýõî-àìïëèòóäû Mn â ñëåäóþùåì âèäå:

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2

(
δn 0 + S̃2[n2 ] + S̃2[n−2

2 ]

)(
cos2 π n

2
+ χ sin2 π n

2

)
,

My n

My 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2

(
δn 0 + S̃2[n2 ] − S̃2[n−2

2 ]

)(
cos2 π n

2
− χ sin2 π n

2

)
, (3.11)

ãäå

S̃2m = S2m|α=π/2 =
(χ

2

)2m
[m2 ]∑
k=0

(
χ2

2

)2k

Ck
2kC

m+2k
2m+4k, (3.12)

χ îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (2.23), [k] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà k. Âûðàæåíèå (3.11)

òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è èç îáùåãî ñëó÷àÿ (3.3).

3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÌÐÒ CPMG ýõî-àì-

ïëèòóä

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïèíîâîãî ýõà ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çäåñü ìîãóò áûòü âûäåëåíû

ñëåäóþùèå ñëó÷àè è ïîäñëó÷àè. Âî-ïåðâûõ, ïðè α = 0 òî÷íûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì,

÷òî ýõî íå ôîðìèðóåòñÿ âîâñå (ñì. ðàçäåë 3.1.3). Âî-âòîðûõ, ïðè α = π ïîâåäåíèå ýõî-

àìïëèòóä îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.8), êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåçóëüòàòîì.

Ïðè α 6= 0, π òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýõî-àìïëèòóä (3.3) âåñüìà ãðîìîçäêî, íî àñèìï-

òîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòû, ïðè ýòîì âèä èõ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ

âðåìåí ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T1 è T2. Òàêèì îáðàçîì, òðåòèé è ÷åòâåðòûé ñëó÷àè - ñî-

îòâåòñòâåííî T1 = T2, α 6= 0, π è T1 > T2, α 6= 0, π. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åùå íåîáõîäèìî

îòäåëüíî âûäåëÿòü ïîäñëó÷àè α = π/2 è α 6= π/2. Íàêîíåö, ïÿòûé ñëó÷àé - òåîðåòè-

÷åñêè âîçìîæíûé âàðèàíò T1 < T2, α 6= 0, π (òåîðåòè÷åñêèì ïðåäåëîì äëÿ T2 ÿâëÿåò-

ñÿ 2T1, äîñòèãàåìûé ïðè îòñóòñòâèè àäèàáàòè÷åñêîãî âêëàäà â ñïèíîâóþ ðåëàêñàöèþ

[20, 107, 108]). Ïîäðîáíûé àíàëèç âñåõ ïðèâåäåííûõ ñèòóàöèé (çà èñêëþ÷åíèåì ðàññìîò-

ðåííûõ âûøå ñëó÷àåâ α = 0 è π) ïðîâîäèòñÿ íèæå. Ïîäðàçäåëåíèå â çàâèñèìîñòè îò

ñîîòíîøåíèÿ T1 è T2 îáóñëîâëåíî òåì, êàê èçìåíÿåòñÿ íàêëîí âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè

ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè â ïðîöåññå ðåëàêñàöèè: íå èçìåíÿåòñÿ ïðè T1 = T2, óâåëè÷èâà-

åòñÿ ïðè T1 > T2 è óìåíüøàåòñÿ ïðè T1 < T2 (â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì, ñäåëàííûì
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â êîíöå ðàçäåëà 2.3.2, ðåëàêñàöèÿ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

êàê ñòðåìëåíèå åå ê íóëþ áåç ó÷åòà âíîâü ðàñòóùåé â êàæäîì ìåæèìïóëüñíîì ïåðèîäå

íîâîé ïðîäîëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè).

3.2.1 Ðàâíûå âðåìåíà ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T1 = T2, óãîë ðåôî-
êóñèðîâàíèÿ α 6= 0, π

Ïðè T1 = T2 (ξ1 = ξ2 = ξ, χ = 1) ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä ïðèíèìàåò âèä (3.5), à

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèãíàëîâ ýõà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñì. Ïðèëîæåíèå À)

M+
n ≈ ξn

{
Mx 0

[
sin

α

2
−

cos
(
nα− π

4

)
2
√
πn3 tan α

2

]
+ iMy 0

√
tan α

2

πn
cos
(
nα +

π

4

)}
, (3.13)

âåðíûì äëÿ α â äèàïàçîíå (0, π) è n sinα� 1.

Êà÷åñòâåííî óðàâíåíèå (3.13) ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê áû-

ëî îòìå÷åíî âûøå (ðàçäåë 2.3.2), ïðè ðàññìîòðåíèè ïîâåäåíèÿ ýõî-àìïëèòóä ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî íàìàãíè÷åííîñòü ðåëàêñèðóåò íå ê ðàâíîâåñíîìó, à ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ.

Òîãäà ïðè T1 = T2 ðåëàêñàöèÿ ëèøü óìåíüøàåò äëèíó âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè, íî

íå âëèÿåò íà åãî íàêëîí ê xy-ïëîñêîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå T1 = T2 6= ∞ ïðî-

ÿâëÿåòñÿ ëèøü â íàëè÷èè îáùåãî ìíîæèòåëÿ ξn â óðàâíåíèè (3.13). Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ îáúÿñíåíèÿ îñöèëëÿöèé ìîæíî ïîëàãàòü T1 = T2 = ∞ (ξ = 1). Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ îäíîãî ïîëíîãî ïîâîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã îñè x òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü 2π/α

ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ, ò.å. äîëæíû íàáëþäàòüñÿ çàòóõàþùèå îñöèëëÿöèè ñ ïå-

ðèîäîì 2π/α, ÷òî è èìååò ìåñòî â äåéñòâèòåëüíîñòè. Íà ðèñ. 3.1 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî

òàêîå îñöèëëÿòîðíîå ïîâåäåíèå ýõî-ñèãíàëîâ.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî òîëüêîMxn ìîæåò âêëþ÷àòü íåíóëåâîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

(Mx st = Mx 0 sin (α/2)), ïîñêîëüêó Ð× èìïóëüñû âðàùàþò íàìàãíè÷åííîñòü âîêðóã îñè

x, ñîõðàíÿÿ íåèçìåííîé x-êîìïîíåíòó íàìàãíè÷åííîñòè, íî âðàùàÿ y- è z-êîìïîíåíòû.

Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå sin (α/2) äëÿ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ Mx 0 = 1 è My 0 = 0

- õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [10], ïîëó÷åííûé, îäíàêî, ÷èñëåííî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

α ñòðîãî íå ïîäòâåðæäåííûé. Íàïðîòèâ, óðàâíåíèå (3.13) áûëî âûâåäåíî íàìè àíàëè-

òè÷åñêè, èñïîëüçóÿ ïîäõîä íà îñíîâå ÏÔ.
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Ðèñ. 3.1: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû) è ïðèáëèæåííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû
(x-êîìïîíåíòà), íîðìèðîâàííûå íà ìàêñèìàëüíîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 4); T1 = T2

(χ = 1), óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = π/3, ξ1 = ξ2 = 0.98.

3.2.2 T1 > T2, óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α 6= 0, π

Óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = π/2

Ïðè T1 > T2 è 900 ðåôîêóñèðóþùåì èìïóëüñå ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä ïðèíèìàåò

ôîðìó (3.9), à àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèãíàëîâ ýõà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì.
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Ïðèëîæåíèå Á):

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2√
πn (1− χ2)

[
cos2 πn

2
+ χ sin2 πn

2

]
, (3.14)

My n

My 0

≈ (ξ1ξ2)n/2√
πn (1 + χ2)

[
cos

πn

2
− χ sin

πn

2

]
. (3.15)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè T1 > T2 è α = π/2 ñïàä àìïëèòóä ýõà îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì

âðåìåíåì ðåëàêñàöèè 2T1T2/ (T1 + T2) è íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíûì. Ýòîìó

ìîæåò áûòü äàíî ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå.

Ðàññìîòðèì îäèí ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò ýõà äî ýõà. Äàâàÿ êà÷åñòâåííîå îáú-

ÿñíåíèå, ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü äåôàçèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ èçîõðîìàò. Òîãäà ðåôîêóñè-

ðóþùèé èìïóëüñ, ïðèëîæåííûé âäîëü îñè x, ïîëíîñòüþ óäàëÿåò y-êîìïîíåíòó âåêòîðà

íàìàãíè÷åííîñòè èç ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè è ïîëíîñòüþ óêëàäûâàåò òóäà z-êîìïîíåíòó.

Ïîýòîìó, ñëåäóþùèé ýõî-ñèãíàë áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî òåìè êîìïîíåíòàìè âåêòî-

ðà íàìàãíè÷åííîñòè, êîòîðûå â ìîìåíò òåêóùåãî ýõà íàïðàâëåíû âäîëü îñåé x è z.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî T1 > T2 è íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòî-

òèêà ýõî-àìïëèòóä, òî âêëàäîì x-êîìïîíåíòû ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó îíà íå

ïîâîðà÷èâàåòñÿ èìïóëüñîì è ïîòîìó ðåëàêñèðóåò ñ T2 â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè. Íàïðîòèâ, z-êîìïîíåíòà ïåðâóþ ïîëîâèíó ïåðèîäà ðåëàêñèðóåò ñ T1, à

ïîñëå èìïóëüñà óêëàäûâàåòñÿ â ïîïåðå÷íóþ ïëîñêîñòü è ðåëàêñèðóåò óæå ñ T2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå ïîâåäåíèå ýõî-ñèãíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì(√
ξ1ξ2

)n
.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì âàæíîñòü óñëîâèÿ T1 6= T2, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ìîæíî áû-

ëî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì x-êîìïîíåíòû â ïîñëåäóþùèé ýõî-ñèãíàë. Îíî ñîäåðæèòñÿ â

àñèìïòîòèêå x-êîìïîíåíòû ýõà: ïðè T1 → T2 (χ→ 1) âûðàæåíèå (3.14) ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ

àñèìïòîòèêè y-êîìïîíåíòû ýõà (3.15) äàííîå óñëîâèå ìåíåå êðèòè÷íî: ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåííîìó âûøå êà÷åñòâåííîìó îáúÿñíåíèþ, â îòëè÷èå îò x-êîìïîíåíòû, y-êîìïîíåíòà

íå ñîäåðæèò âêëàäà, îñòàþùåãîñÿ â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò

ïîêàçàíî íèæå (ñì. ðàçäåë 3.3.1), óñëîâèå T1 6= T2 âàæíî äëÿ àñèìïòîòèêè îáåèõ ïîïå-

ðå÷íûõ êîìïîíåíò.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.14) è (3.15) èìååò ìåñòî ïîäðàçäåëåíèå

íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñèãíàëû [73, 78], êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2. Ýòî òàêæå îáóñëîâëå-

íî òåì, ÷òî 900 ðåôîêóñèðóþùèå èìïóëüñû âîçâðàùàþò ïðîäîëüíóþ íàìàãíè÷åííîñòü
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íà îñü z, à y-êîìïîíåíòó - â ïîïåðå÷íóþ ïëîñêîñòü ÷åðåç äâà ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëó÷åííóþ àñèìïòîòèêó, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå äëÿ ýõî-àìïëèòóä:∣∣∣∣Mx 2k+1

Mx 2k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣My 2k+1

My 2k

∣∣∣∣ = ξ2 = e−TE/T2 ,∣∣∣∣Mx 2k+2

Mx 2k+1

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣My 2k+2

My 2k+1

∣∣∣∣ ≈ ξ1 = e−TE/T1 (3.16)

(çíàê ðàâåíñòâà â ïåðâîì óðàâíåíèè ñëåäóåò èç òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ýõî-àìïëèòóä

(3.3) è (3.11)). Òàêèì îáðàçîì, CPMG èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ 900 ðåôîêóñè-

ðóþùèì èìïóëüñîì äàåò âåñüìà ïðîñòîé ñïîñîá îäíîâðåìåííîãî èçìåðåíèÿ T1 è T2, â

òî âðåìÿ êàê ñòàíäàðòíûé CPMG ìåòîä ñ α = π - òîëüêî T2.

Óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α 6= π/2

Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ α 6=

0, π/2, π. Òàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî êîðîòêèõ (íî âñå æå êîíå÷íûõ)

âðåìåíàõ ñïèí-ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T2 ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòî-

ðîì e−TE/T1 cosα. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îäèí ïåðèîä CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(îò ýõà äî ýõà) ñ ðåçîíàíñíûìè ðåôîêóñèðóþùèìè Ð× èìïóëüñàìè ñ ïðîèçâîëüíûì

óãëîì ïîâîðîòà α 6= 0, π/2, π. Ìû òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî T2 äîñòàòî÷íî êîðîòêîå,

òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çà ïåðâûå ïîëîâèíó ïåðèîäà ê ìîìåíòó î÷åðåäíîãî èì-

ïóëüñà ïîïåðå÷íàÿ íàìàãíè÷åííîñòü ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò. Òîãäà âåëè÷èíà ñëåäóþùåãî

ýõî-ñèãíàëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðîäîëüíîé íàìàãíè÷åííîñòüþ, ÷àñòè÷íî ïîâåðíóòîé â

xy-ïëîñêîñòü Ð× èìïóëüñîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä â öåëîì òàêæå

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîâåäåíèåì z-íàìàãíè÷åííîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü ýâîëþöèÿ ïðîäîëü-

íîé êîìïîíåíòû çà îäèí ïåðèîä îïèñûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì e−TE/T1 cosα (T1-ðåëàêñàöèÿ

è ïîâîðîò èìïóëüñîì). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-

íèå ñïèíîâîãî ýõà áóäåò èìåòü âèä Mx,y n ∝ [exp (−TE/T1) cosα]n, ò.å. íå ñìîòðÿ íà

î÷åíü êîðîòêîå T2, ñïàä ýõî-ñèãíàëà ìîæåò äëèòüñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ

äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî íà ïðàêòèêå [110, 111].

Àñèìïòîòèêà ýõî-àìïëèòóä äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âûâåäåíà â Ïðèëîæåíèè
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Ðèñ. 3.2: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû), àñèìïòîòè÷åñêèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è àíàëèòè-
÷åñêè àïïðîêñèìèðîâàííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû (x-êîìïîíåíòà); χ = 0.75,
óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = π/2, T1 =∞ (ξ1 = 1). (à)Mn, íîðìèðîâàííûå íà ìàêñèìàëü-
íîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 2); (á) äëÿ ëó÷øåé äåìîíñòðàöèè ïîñëåäíèõ ýõî-ñèãíàëîâ
ïîêàçàíû âåëè÷èíû M̃n = (ξ1ξ2)−n/2Mn, íîðìèðîâàííûå íà òî÷íîå çíà÷åíèå M̃nmax .

Â è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2
bn

2
√
π n

√
(b+ χ) (b− χ−1 cosα)

(b− χ)
(
b− 1

2
(χ−1 − χ) cosα

) , (3.17)

My n

My 0

≈ − (ξ1ξ2)n/2
bn

4
√
π n3

√
(b− χ)

(
b− 1

2
(χ−1 − χ) cosα

)
(b+ χ) (b− χ−1 cosα)

, (3.18)
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ãäå

b =

∣∣∣∣χ−1 − χ
2

cosα

∣∣∣∣+

√
(χ−1 − χ)2

4
cos2 α + 1

 cosα

|cosα|
. (3.19)

Äàííûé ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ âûâîäàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [21], ãäå

ïóòåì àíàëèçà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà äëÿ ∆ω = π/TE ïîêà-

çàíî, ÷òî ñïàä ýõà îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì
(
b
√
ξ1ξ2

)n
. Ïðè ýòîì, îäíàêî, èñïîëüçóåìûé

íàìè ïîäõîä ïîêàçàë, ÷òî â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå ñïàä ýõî-àìïëèòóä íå ÿâëÿåò-

ñÿ ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíûì, íî åùå è âêëþ÷àåò íåêîòîðóþ ñòåïåíü n â çíàìåíàòåëå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè T2 � T1, TE (ξ2 � ξ1, χ � 1) è |cosα| /χ � 2 ìîæíî çàïèñàòü

b
√
ξ1ξ2 ≈ exp (−TE/T1) cosα, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìå÷àíèþ îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòèêè

â ñëó÷àå êîðîòêèõ T2 è α 6= 0, π/2, π, ñäåëàííîìó âûøå. Àñèìïòîòèêà ñïèíîâîãî ýõà

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3.3 è 3.4.

3.2.3 T1 < T2, óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α 6= 0, π

Òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ âðåìåíè ïîïåðå÷íîé ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T2 < 2T1, õîòÿ

ñëó÷àé T1 < T2 (χ > 1) âåñüìà ýêçîòè÷åí [20]. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ýòîì ñëó÷àå

èìååò âèä (ñì. Ïðèëîæåíèå Ã):

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2
χn√
2π n

∣∣∣tan
α

2

∣∣∣√χ+ χ−1

χ− χ−1
, (3.20)

My n

My 0

≈ (ξ1ξ2)n/2
(−χ)n√

2π n

∣∣∣tan
α

2

∣∣∣√χ− χ−1

χ+ χ−1
. (3.21)

Êàê ìîæíî âèäåòü èç óðàâíåíèé (3.20) è (3.21), â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àñèìï-

òîòèêà ñïèíîâîãî ýõà îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì
(
χ
√
ξ1ξ2

)n
= ξn2 , ò.å. T2-ðåëàêñàöèåé è íå

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíîé.

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ T1 > T2, α 6= 0, π, â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå àñèìïòîòèêè (3.20) è (3.21) âåðíû è ïðè α = π/2, T1 < T2. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñäåëàííîìó äëÿ ñëó÷àÿ T1 > T2 çàìå÷àíèþ (ñì. ðàçäåë 3.2.2), ïðè

T1 < T2 è ëþáîì α 6= 0, π â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå ìîæíî îïóñòèòü ïîâîðà÷èâàåìóþ

èìïóëüñîì ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè, ðåëàêñàöèÿ êîòîðîé çà îäèí ïåðèîä ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñìåñü T1 è T2-ðåëàêñàöèé, íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òó ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè,

êîòîðàÿ âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè è ðåëàêñèðóåò ñ âðåìåíåì T2 â òå÷å-

íèå âñåãî ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (äëÿ êà÷åñòâåííîãî îáúÿñíåíèÿ ìû ïðåíåáðåãàåì
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Ðèñ. 3.3: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû), àñèìïòîòè÷åñêèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è àíàëèòè-
÷åñêè àïïðîêñèìèðîâàííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû (x-êîìïîíåíòà); χ = 0.80,
óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 2π/9, T1 = ∞ (ξ1 = 1). (à) Mn, íîðìèðîâàííûå íà ìàêñè-
ìàëüíîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 4); (á) äëÿ ëó÷øåé äåìîíñòðàöèè ïîñëåäíèõ ýõî-
ñèãíàëîâ ïîêàçàíû âåëè÷èíû M̃n = (ξ1ξ2)−n/2Mn, íîðìèðîâàííûå íà òî÷íîå çíà÷åíèå
M̃nmax .

äåôàçèðîâàíèåì ðàçëè÷íûõ èçîõðîìàò). Àñèìïòîòèêà ñïèíîâîãî ýõà äëÿ ðàññìàòðèâà-

åìîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.5 è 3.6.
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Ðèñ. 3.4: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû), àñèìïòîòè÷åñêèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è àíàëèòè-
÷åñêè àïïðîêñèìèðîâàííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû (x-êîìïîíåíòà); χ = 0.30,
óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 2π/9, T1 = ∞ (ξ1 = 1). (à) Mn, íîðìèðîâàííûå íà ìàêñè-
ìàëüíîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 2); (á) äëÿ ëó÷øåé äåìîíñòðàöèè ïîñëåäíèõ ýõî-
ñèãíàëîâ ïîêàçàíû âåëè÷èíû M̃n = (ξ1ξ2)−n/2Mn, íîðìèðîâàííûå íà òî÷íîå çíà÷åíèå
M̃nmax .

3.3 Àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ÌÐÒ CPMG

ýõî-àìïëèòóä

Âûøå ïðèâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä ïðè ðàçëè÷íûõ óã-

ëàõ ðåôîêóñèðîâàíèÿ α ñîîòíîøåíèÿõ âðåìåí ñïèíîâîé ðåëàêñàöèè T1 è T2. Îäíàêî

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì ìîæåò íà÷èíàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïîçäíî, êîãäà
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Ðèñ. 3.5: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû), àñèìïòîòè÷åñêèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è àíàëèòè÷å-
ñêè àïïðîêñèìèðîâàííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû (x-êîìïîíåíòà); χ = 0.8−1,
óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 2π/9, T2 = ∞ (ξ2 = 1). (à) Mn, íîðìèðîâàííûå íà ìàêñè-
ìàëüíîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 3); (á) äëÿ ëó÷øåé äåìîíñòðàöèè ïîñëåäíèõ ýõî-
ñèãíàëîâ ïîêàçàíû âåëè÷èíû M̃n = (ξ1ξ2)−n/2Mn, íîðìèðîâàííûå íà òî÷íîå çíà÷åíèå
M̃nmax .

îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì â ýêñïåðèìåíòå ìîæåò áûòü âåñüìà íèçêèì. Ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü òî÷íóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó (3.3) äëÿ ýõî-àìïëèòóä, îäíàêî, êàê áûëî îòìå-

÷åíî âûøå, îíî äîñòàòî÷íî íåóäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèé è íå ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì äëÿ

ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýõî-àìïëèòóä. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíà ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ

íåêèõ áîëåå ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ñïèíîâîãî
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Ðèñ. 3.6: Òî÷íûå (ïóñòûå êâàäðàòû), àñèìïòîòè÷åñêèå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è àíàëèòè÷å-
ñêè àïïðîêñèìèðîâàííûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýõî-àìïëèòóäû (x-êîìïîíåíòà); χ = 0.3−1,
óãîë ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 2π/9, T2 = ∞ (ξ2 = 1). (à) Mn, íîðìèðîâàííûå íà ìàêñè-
ìàëüíîå òî÷íîå ýõî (Mnmax , nmax = 1); (á) äëÿ ëó÷øåé äåìîíñòðàöèè ïîñëåäíèõ ýõî-
ñèãíàëîâ ïîêàçàíû âåëè÷èíû M̃n = (ξ1ξ2)−n/2Mn, íîðìèðîâàííûå íà òî÷íîå çíà÷åíèå
M̃nmax .

ýõà â äîàñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå. Íèæå ìû ïðèâîäèì òàêèå àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñè-

ìàöèè äëÿ ýõî-àìïëèòóä. Âèä è âûâîä äàííûõ âûðàæåíèé (ñì. Ïðèëîæåíèÿ Ä è Å)

ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ÷åòûðå ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó T1 è T2 è òîãî,

áîëüøå èëè ìåíüøå ïàðàìåòð χ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ χ0, ãäå

χ0 = (1− sinα) / |cosα| . (3.22)
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Òàêîå ïîäðàçäåëåíèå áûëî ñäåëàíî äëÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè âîçíèêàþùèõ ïðè ñî-

îòâåòñòâóþùåì âûâîäå èíòåãðàëîâ, â òî âðåìÿ êàê â òî÷íîì âûðàæåíèè (3.3) äëÿ ýõî-

àìïëèòóä íèêàêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ, î÷åâèäíî, íåò. Âûäåëåíèå ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ ìîæåò

áûòü îáúÿñíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè T1 6= T2 ðåëàêñàöèÿ íå òîëüêî óìåíüøàåò

âåëè÷èíó âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè, íî òàêæå ìåíÿåò óãîë íàêëîíà åãî ê ïîïåðå÷íîé

ïëîñêîñòè. Òàê ïðè T2 < T1 íàìàãíè÷åííîñòü, ïîâåðíóòàÿ èìïóëüñîì ïî íàïðàâëåíèþ

ê xy-ïëîñêîñòè, âîçâðàùàåòñÿ ðåëàêñàöèåé ïî íàïðàâëåíèþ ê îñè z, à ïðè T2 > T1 -

¾ïðèæèìàåòñÿ¿ ê ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðåëàêñàöèÿ ìåíÿåò ÷èñëî èì-

ïóëüñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îäíîãî ïîëíîãî îáîðîòà íàìàãíè÷åííîñòè âîêðóã îñè x (ñð.

ñ çàìå÷àíèåì â ðàçäåëå 3.2.1). Êðîìå òîãî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðåëàêñàöèÿ âîîáùå

íå ïîçâîëèò íàìàãíè÷åííîñòè ïðîâåðíóòüñÿ âîêðóã îñè x, ò.å. ïðè íåêîòîðîì ñîîòíî-

øåíèè ìåæäó T1, T2, TE è α îñöèëëÿòîðíîå ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä èñ÷åçàåò. Äëÿ

îäíîãî èçîõðîìàòà ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-

ðèöû Êàððà-Ïàðñåëëà (ìàòðèöû Q P Q â ðåêóðñèè (1.6)) äåéñòâèòåëüíû, â òî âðåìÿ

êàê â ïðîòèâîïîëîæíîì (¾îñöèëëÿòîðíîì¿) ñëó÷àå èìååòñÿ îäíî äåéñòâèòåëüíîå è äâà

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ [21]. Ñ ó÷åòîì óñðåäíåíèÿ ïî ÷àñòîò-

íûì èçîõðîìàòàì ïåðåõîä îò ¾îñöèëëÿòîðíîãî¿ ñëó÷àÿ ê ¾íåîñöèëëÿòîðíîìó¿ îïèñû-

âàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì χ0. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äàííûé ïîðîã äëÿ

ïàðàìåòðà χ âîçíèêàåò èç ðàçëè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ÏÔ (2.32) íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Óñëîâèå äëÿ ïðîÿâëåíèÿ îñöèëëÿöèé â ïîâåäåíèè ñïèíîâîãî ýõà

èìååò âèä

|lnχ| < lnχ−1
0 , (3.23)

â òî âðåìÿ êàê ïðè

|lnχ| ≥ lnχ−1
0 (3.24)

îñöèëëÿöèè ýõî-ñèãíàëîâ äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíîé ñèòóàöèè T2 ≤ T1 îòñóòñòâóþò (íèæå

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîì ñëó÷àå T2 > T1 [20] âñåãäà èìååò ìåñòî

àëüòåðàöèÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ýõî-àìïëèòóä). Â öåëîì æå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîâåäåíèå

ñïèíîâîãî ýõà ñóùåñòâåííî íåýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè÷åì åñëè ïåðâûå ýõî-ñèãíàëû ìîãóò

áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ñóììîé íåñêîëüêèõ (äî òðåõ) ýêñïîíåíò, òî ñïàä áîëåå ïîçä-

íèõ ýõî-àìïëèòóä ïðîèñõîäèò áûñòðåå. Äàííîå óòâåðæäåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè,
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ñäåëàííûìè àâòîðàìè ðàáîòû [82] èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ñèìóëÿöèé è ïðîäåëàííûõ

îïûòîâ.

3.3.1 Ñëó÷àé 1: T2 ≤ T1, íàëè÷èå îñöèëëÿöèé

Ïðè T2 ≤ T1 è |lnχ| < lnχ−1
0 (α 6= 0, π) íàìè áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä (ñì. Ïðèëîæåíèå Ä):

Mxn

Mx 0

≈ A1
(ξ1ξ2)n/2 bn

2
p

1/2
1

{
εI0

[n p1

2

]
+ (1− ε) I1

[n p1

2

]}
e−n p1/2

+A2
(−1)n (ξ1ξ2)n/2

4εbn
p

1/2
2

{
I0

[n p2

2

]
+ (2ε− 1) I1

[n p2

2

]}
e−n p2/2

−A3
(ξ1ξ2)n/2

2n3/2
√
π

cos
(
nβ − ρ

2

)
, (3.25)

My n

My 0

≈ (−1)2ε (ξ1ξ2)n/2 bn

4A1 n2ε−1
p

5
2
−2ε

1

{
2 (1− ε) I0

[n p1

2

]
− I1

[n p1

2

]}
e−n p1/2

−(−1)n+2ε (ξ1ξ2)n/2

4A2bn n2−2ε
p

2ε− 1
2

2

{
(2ε− 1) I0

[n p2

2

]
− I1

[n p2

2

]}
e−n p2/2

+
(ξ1ξ2)n/2

A3

√
πn

Re

{(
1− κ

n

)
exp

[
i
(
nβ +

ρ

2

)]}
. (3.26)

Çäåñü I0 [t] è I1 [t] - ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà (t - âíóòðåííÿÿ

ïåðåìåííàÿ), è

A1 =

√
(b+ χ) (b− χ−1 cosα)

(b− χ)
(
b− 1

2
(χ−1 − χ) cosα

) , (3.27)

A2 =

√
(1− χ b) (b+ χ cosα)

(1 + χ b)
(
b− 1

2
(χ−1 − χ) cosα

) , (3.28)

A3 =

(
1− 1

4
(χ−1 + χ)

2
cos2 α

)1/4

√
2 sin α

2

, (3.29)

β = arccos

(
χ−1 + χ

2
cosα

)
, (3.30)

ρ = arctan
1 + 1

4
(χ−1 + χ)

2
cosα

1
2
|χ−1 − χ|

√
1− 1

4
(χ−1 + χ)2 cos2 α

, (3.31)

p1 =
|b|
χ
− 1, (3.32)

p2 =
1

χ |b|
− 1, (3.33)

ε =
3

4
+

1

4

cosα

|cosα|
, (3.34)
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κ =
{(
χ−1 − χ

)
cosα sin β

[(
χ−1 + χ

)
cos β − 2

]
+

+2i
[(
χ−1 + χ

) (
cos2 β − 2 sin4 α

2

)
cos β − 2

]}
/
[
8
(
χ−1 + χ

)
sin2 α sin β

]
.(3.35)

Ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèÿõ (3.25) è (3.26) îïèñûâàåò ñïàä ýõà ñ ôàêòîðîì
√
ξ1ξ2 b,

âòîðîé - ñ ôàêòîðîì
√
ξ1ξ2/b, à òðåòèé - çàòóõàþùèå îñöèëëÿöèè ñ ïåðèîäîì 2π/β.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðèîä îñöèëëÿöèé â òðåòüåì ÷ëåíå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

T1- è T2-ðåëàêñàöèåé, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèåì.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî |b|−1 ≤ 1 ≤ |b|, òàê ÷òî ïðè T1 6= T2 è α 6= π/2 ñ âîçðàñòà-

íèåì n ïåðâûé ÷ëåí â àïïðîêñèìàöèè ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùèì. Ó÷èòûâàÿ äàííîå

îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

Iν [t] ≈ et√
2πt

(
1 +

1− 4ν2

8t
+ . . .

)
, t� 1 , (3.36)

èç àíàëèòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé (3.25) è (3.26) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå

àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (3.17) è (3.18), à òàêæå ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ íà÷àëà

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà:

n

2

(
|b|
χ
− 1

)
� 1 . (3.37)

Íàïðîòèâ, ïîâåäåíèå ïåðâûõ ýõî-ñèãíàëîâ ñ íîìåðàìè n� 2 (−1 + |b| /χ)−1 ïðèáëèæåí-

íî îïèñûâàåòñÿ ñóììîé îäíîé-äâóõ ýêñïîíåíò è çàòóõàþùèõ îñöèëëÿöèé:

Mxn

Mx 0

≈ A1
ε (ξ1ξ2)n/2 bn

2
p

1/2
1 + A2

(−1)n (ξ1ξ2)n/2

4εbn
p

1/2
2 − A3

(ξ1ξ2)n/2

2n3/2
√
π

cos
(
nβ − ρ

2

)
,(3.38)

My n

My 0

≈ − (1− ε) (ξ1ξ2)n/2 bn

2A1

p
3/2
1 −

(
ε− 1

2

)
(−1)n (ξ1ξ2)n/2

2A2bn
p

3/2
2 +

+
(ξ1ξ2)n/2

A3

√
πn

Re

{(
1− κ

n

)
exp

[
i
(
nβ +

ρ

2

)]}
. (3.39)

Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàâíûõ âðåìåí ñïèíîâîé

ðåëàêñàöèè T1 = T2, α 6= 0, π, êîãäà |b| = 1 è óñëîâèå (3.37) âîîáùå íåâûïîëíèìî. Â

ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðèâåäåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ x-êîìïîíåíòû íåïîñðåäñòâåííî

äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä (óðàâíåíèå (3.13)), à äëÿ y-êîìïîíåíòû

- ñ íåáîëüøîé ïîïðàâêîé (÷ëåí, ñîäåðæàùèé κ â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ), èñ÷åçàþùåé ïðè

n sinα� 1 . (3.40)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå åñòü óñëîâèå íàñòóïëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà ïðè T1 = T2,

α 6= 0, π (óðàâíåíèå (3.13)).
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Íàêîíåö, ê îñöèëëÿòîðíîìó ñëó÷àþ òàêæå îòíîñèòñÿ è ÷àñòíûé ñëó÷àé α = π/2

(è, ñëåäîâàòåëüíî, β = π/2). Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýõî-

àìïëèòóä (3.14) è (3.15) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ïðèâåäåííûõ àïïðîêñèìàöèé, óñòðåì-

ëÿÿ α ê π/2−0 èëè π/2+0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå äëÿ ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòèêè

ïðè α = π/2 ñëåäóþùåå:

n

2

(
χ−1 − 1

)
� 1. (3.41)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûâîäå àñèìïòîòèêè ñëó÷àé îäíîâðåìåííîãî

T1 = T2 è α = π/2 äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ ñíà÷àëà êàê ñòðåìëåíèå T1 ê T2 (ò.å. χ→ 1),

à çàòåì - ñòðåìëåíèå α → π/2, èíà÷å ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñõîäÿùèåñÿ âûðàæåíèÿ (ñì.

êîììåíòàðèè â ðàçäåëå 3.2.2).

Ðèñ. 3.1, 3.2 è 3.3 äåìîíñòðèðóþò õîðîøåå ñîãëàñèå ïðèáëèæåííûõ è òî÷íûõ ýõî-

àìïëèòóä â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

3.3.2 Ñëó÷àé 2: T2 ≤ T1, îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé

Ïðè T2 ≤ T1 è |lnχ| ≥ lnχ−1
0 (α 6= π/2) íàìè áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä (ñì. Ïðèëîæåíèå Å):

Mxn

Mx 0

≈ A1
(ξ1ξ2)n/2 bn

4
p

1/2
3

{
I0

[n p3

2

]
+ I1

[n p3

2

]}
e−n p3/2

+A2
(−1)n (ξ1ξ2)n/2

4εbn
p

1/2
2

{
I0

[n p2

2

]
+ (2ε− 1) I1

[n p2

2

]}
e−n p2/2

−A4
(ξ1ξ2)n/2 cn

4n2−2ε
p

2ε− 1
2

4

{
(2ε− 1) I0

[n p4

2

]
− I1

[n p4

2

]}
e−n p4/2, (3.42)

My n

My 0

≈ −(ξ1ξ2)n/2 bn

4A1

p
3/2
3

{
I0

[n p3

2

]
− I1

[n p3

2

]}
e−n p3/2

−(−1)n+2ε (ξ1ξ2)n/2

4A2bn n2−2ε
p

2ε− 1
2

2

{
(2ε− 1) I0

[n p2

2

]
− I1

[n p2

2

]}
e−n p2/2

+
(ξ1ξ2)n/2 cn

4εA4

p
1/2
4

{
I0

[n p4

2

]
+ (2ε− 1) I1

[n p4

2

]}
e−n p4/2 , (3.43)

ãäå

A4 =

√
(c+ χ)

(
1
2

(χ−1 + χ) cosα− c
)

(c− χ) (χ−1 cosα− c)
, (3.44)

p3 = b c− 1, (3.45)

p4 =
|c|
χ
− 1, (3.46)

c =

χ−1 + χ

2
|cosα| −

√
(χ−1 + χ)2

4
cos2 α− 1

 cosα

|cosα|
. (3.47)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè àïïðîêñèìàöèÿìè, ïîâåäåíèå ñïèíîâîãî ýõà âíîâü ìî-

æåò áûòü îïèñàíî òðåìÿ ÷ëåíàìè, äàþùèìè ñëåäóþùèå ôàêòîðû ñïàäà ñîîòâåòñòâåííî:

b
√
ξ1ξ2,

√
ξ1ξ2/b è c

√
ξ1ξ2. Çàìåòèì, ÷òî |b|−1 ≤ |c| ≤ |b|, òàê ÷òî ïðè α 6= 0, π/2, π (è,

ñëåäîâàòåëüíî, T1 6= T2 â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì |lnχ| ≥ lnχ−1
0 ) ñ âîçðàñòàíèåì íîìåðà

ýõà n ïåðâûé ÷ëåí ïðèâåäåííîé àïïðîêñèìàöèè íà÷èíàåò äîìèíèðîâàòü íàä îñòàëüíû-

ìè äâóìÿ ÷ëåíàìè è îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä (óðàâíåíèÿ

(3.17) è (3.18)), ïðè ýòîì óñëîâèå íàñòóïëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

n

2
(b c− 1)� 1, (3.48)

â òî âðåìÿ êàê ïåðâûå ýõî-ñèãíàëû ñ íîìåðàìè n� 2 (b c− 1)−1 ââåäóò ñåáÿ êàê ñóììà

îäíîé-òðåõ ýêñïîíåíò:

Mxn

Mx 0

≈ A1
(ξ1ξ2)n/2 bn

4
p

1/2
3 + A2

(−1)n (ξ1ξ2)n/2

4εbn
p

1/2
2 −

(
ε− 1

2
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A4

(ξ1ξ2)n/2 cn

2
p

3/2
4 ,(3.49)

My n

My 0

≈ −(ξ1ξ2)n/2 bn

4A1

p
3/2
3 −

(
ε− 1

2

)
(−1)n (ξ1ξ2)n/2

2A2bn
p

3/2
2 +

(ξ1ξ2)n/2 cn

4εA4

p
1/2
4 . (3.50)

Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé α = 0 è π, êîãäà b c = 1 è

óñëîâèå (3.48) íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âîñïðîèçâî-

äèò òî÷íûé ðåçóëüòàò (3.8). Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé îäíîâðåìåííîãî T1 = T2 è α = 0 èëè

π - íåîñöèëëÿòîðíûé, ò.å. äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ ñíà÷àëà êàê ñòðåìëåíèå α ê 0 èëè

π, à çàòåì - ñòðåìëåíèå T1 → T2, èíà÷å ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñõîäÿùèåñÿ âûðàæåíèÿ (ñì.

ðàçäåë 3.2.1).

Ðèñ. 3.4 äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîãëàñèå ïðèáëèæåííûõ è òî÷íûõ ýõî-àìïëèòóä â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

3.3.3 Ñëó÷àé 3: T2 > T1, íàëè÷èå îñöèëëÿöèé

Ïðè T2 > T1 è |lnχ| < lnχ−1
0 (α 6= 0, π) íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùàÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä:
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, (3.51)

74



My n
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≈ −(ξ1ξ2)n/2 χn

4Ã1 n
p

1/2
5 I1

[n p5

2

]
e−n p5/2

+
(ξ1ξ2)n/2 (−χ)n

4Ã2

p
1/2
6

{
I0

[n p6

2

]
+ I1

[n p6

2

]}
e−n p6/2

+
(ξ1ξ2)n/2

A3

√
πn

Re

{(
1− κ

n

)
exp

[
i

(
nβ +

π − ρ
2

)]}
, (3.52)

(âûâîä äàííûõ âûðàæåíèé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí âûâîäó ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé

äëÿ ñëó÷àÿ 1 è â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïóùåí). Çäåñü

Ã1 =

√
χ+ χ−1

χ− χ−1
· 2 tan2 α

2
, (3.53)

Ã2 =

√
χ+ χ−1

χ− χ−1
· 1

2
cot2 α

2
, (3.54)

p5 = χ b̃− 1, (3.55)

p6 =
χ

b̃
− 1, (3.56)

b̃ =

∣∣∣∣χ−1 − χ
2

∣∣∣∣ cosα +

√
(χ−1 − χ)2

4
cos2 α + 1 , (3.57)

ρ îïðåäåëåíî óðàâíåíèåì (3.31), è A3 - óðàâíåíèåì (3.29).

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â óðàâíåíèÿõ (3.51) è (3.52) îïèñûâàþò ñïàä ýõî-ñèãíàëîâ ñ ôàêòî-

ðîì
√
ξ1ξ2χ = ξ2, ò.å. îïðåäåëÿþòñÿ T2-ðåëàêñàöèåé, òðåòèé ÷ëåí îïèñûâàåò çàòóõàþùèå

îñöèëëÿöèè ñ ïåðèîäîì 2π/β. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî íà äàííûå çàòóõàþùèå îñöèëëÿ-

öèè áóäóò íàêëàäûâàòüñÿ áîëåå ñèëüíûå àëüòåðàöèè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ýõî-àìïëèòóä,

âûçâàííûå ôîðìîé ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ, à èìåííî èõ îäèíàêîâûì ôàêòîðîì ñïàäà (â

ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñèòóàöèè, èìåâøåé ìåñòî â ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ 1 è 2).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ýõî-àìïëèòóä (óðàâíåíèÿ (3.20) è (3.21))

äëÿ x-êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì, à äëÿ y-êîìïîíåíòû - âòîðûì, ïî-

ýòîìó íåñêîëüêî ðàçëè÷íû è óñëîâèÿ íàñòóïëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà äëÿ äâóõ

êîìïîíåíò íàìàãíè÷åííîñòè:

n

2

(
χ b̃− 1

)
� 1 (3.58)

äëÿ x-êîìïîíåíòû è

n

2

(
χ

b̃
− 1

)
� 1 (3.59)

äëÿ y-êîìïîíåíòû. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íåò íåîáõîäèìîñòè îòäåëüíî âûäåëÿòü ÷àñòíûé

ñëó÷àé α = π/2 â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì, ñäåëàííûì â ðàçäåëå 3.2.3.
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Íàïðîòèâ, ïåðâûå ýõî-ñèãíàëû âåäóò ñåáÿ êàê ñóììà îäíîé ýêñïîíåíòû è çàòóõàþ-

ùèõ îñöèëëÿöèé.

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2 χn

2

(
Ã1p

1/2
5 − Ã2

(−1)n

2
p

3/2
6

)
− A3

(ξ1ξ2)n/2

2n3/2
√
π

cos

(
nβ − π − ρ

2

)
,(3.60)

My n

My 0

≈ (ξ1ξ2)n/2 (−χ)n

4Ã2

p
1/2
6 +

(ξ1ξ2)n/2

A3

√
πn

Re

{(
1− κ

n

)
exp

[
i

(
nβ +

π − ρ
2

)]}
.(3.61)

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé T1 = T2, α 6= 0, π íå âêëþ÷åí â ðàññìàòðèâàåìûé

ñëó÷àé òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèè (3.51) è (3.52) ïåðåõîäÿò â àïïðîê-

ñèìàöèè (3.25) è (3.26) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3.5 äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîãëàñèå ïðèáëèæåííûõ è òî÷íûõ ýõî-àìïëèòóä â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

3.3.4 Ñëó÷àé 4: T2 > T1, îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé

Ïðè T2 > T1 è |lnχ| ≥ lnχ−1
0 (α 6= π/2) íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùàÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ýõî-àìïëèòóä:

Mxn

Mx 0

≈ Ã1
(ξ1ξ2)n/2 χn

4ε
p

1/2
7

{
I0

[n p7

2

]
+ (2ε− 1) I1

[n p7

2

]}
e−n p7/2

−Ã2
(ξ1ξ2)n/2 (−χ)n

4n2−2ε
p

2ε− 1
2

8

{
(2ε− 1) I0

[n p8

2

]
− I1

[n p8

2

]}
e−n p8/2

−Ã4
(ξ1ξ2)n/2 cn

4
p

3/2
3

{
I0

[n p3

2

]
− I1

[n p3

2

]}
e−n p3/2 , (3.62)

My n

My 0

≈ −(ξ1ξ2)n/2 χn

4Ã1 n2−2ε
p

2ε− 1
2

7

{
(2ε− 1) I0

[n p7

2

]
− I1

[n p7

2

]}
e−n p7/2

+
(ξ1ξ2)n/2 (−χ)n

4Ã2 ε
p

1/2
8

{
I0

[n p8

2

]
+ (2ε− 1) I1

[n p8

2

]}
e−n p8/2

+
(ξ1ξ2)n/2 cn

4Ã4

p
1/2
3

{
I0

[n p3

2

]
+ I1

[n p3

2

]}
e−n p3/2 , (3.63)

(âûâîä äàííûõ âûðàæåíèé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí âûâîäó ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé

äëÿ ñëó÷àÿ 2 è â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïóùåí). Çäåñü

Ã4 =
cosα

|cosα|

√
(χ+ c)

(
1
2

(χ−1 + χ) cosα− c
)

(χ− c) (χ cosα− c)
, (3.64)

p7 = 2 (1− ε) χ
|b|

+ (2ε− 1)χ |c| − 1, (3.65)

p8 = (2ε− 1)
χ

|b|
+ 2 (1− ε)χ |c| − 1. (3.66)
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Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â óðàâíåíèÿõ (3.62) è (3.63) îïèñûâàþò ñïàä ýõî-àìïëèòóä ñ ôàê-

òîðîì
√
ξ1ξ2 χ = ξ2, à òðåòèé - ñ ôàêòîðîì

√
ξ1ξ2 c. Ïîñêîëüêó ïðè T1 < T2 èìååì χ ≥ |c|,

òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîâåäåíèå ýõî àìïëèòóä â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ T2-

ðåëàêñàöèåé. Ïðè ýòîì, îäíàêî, â äåéñòâèòåëüíîñòè â ïîâåäåíèè ýõî-ñèãíàëîâ áóäóò

âñå æå ïðîÿâëÿòüñÿ ñèëüíûå àëüòåðàöèè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ýõî-àìïëèòóä, âûçâàííûå

ôîðìîé ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ, à èìåííî èõ îäèíàêîâûì ôàêòîðîì ñïàäà (â ïðîòèâîïî-

ëîæíîñòü ñèòóàöèè, èìåâøåé ìåñòî â ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ 1 è 2), õîòÿ ðàäè

ñõîäñòâà òåðìèíîëîãèè äàííûé ñëó÷àé è íàçâàí íåîñöèëëÿòîðíûì.

Ïðè α 6= 0, π àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýõî-àìïëèòóä (óðàâíåíèÿ (3.20) è (3.21))

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì äëÿ x-êîìïîíåíòû è âòîðûì - äëÿ y-êîìïîíåíòû. Îòñþäà

óñëîâèÿ äëÿ íàñòóïëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n

2

[
2 (1− ε) χ

|b|
+ (2ε− 1)χ |c| − 1

]
� 1 (3.67)

äëÿ x-êîìïîíåíòû è

n

2

[
(2ε− 1)

χ

|b|
+ 2 (1− ε)χ |c| − 1

]
� 1 (3.68)

äëÿ y-êîìïîíåíòû.

Íàïðîòèâ, ïåðâûå ýõî-ñèãíàëû âåäóò ñåáÿ êàê ñóììà îäíîé-äâóõ ýêñïîíåíò:

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2 χn

4

(
Ã1

ε
p

1/2
7 − Ã2 (−1)n p

3/2
8 (2ε− 1)

)
− Ã4

(ξ1ξ2)n/2 cn

4
p

3/2
3 , (3.69)

My n

My 0

≈ (ξ1ξ2)n/2 χn

4

(
− 1

Ã1

p
3/2
7 (2ε− 1) +

(−1)n

Ã2 ε
p

1/2
8

)
+

(ξ1ξ2)n/2 cn

4Ã4

p
1/2
3 . (3.70)

Ïðè α = 0 è π, êîãäà
√
ξ1ξ2 χ =

√
ξ1ξ2 c = ξ2, ïðèâåäåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âîñïðîèç-

âîäèò òî÷íûé ðåçóëüòàò (3.8).

Ðèñ. 3.6 äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîãëàñèå ïðèáëèæåííûõ è òî÷íûõ ýõî-àìïëèòóä â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

3.4 Àíàëèç òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé

Äëÿ àíàëèçà òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è àíàëèòè÷åñêèõ

àïïðîêñèìàöèé ìû ñîñòàâèëè òàáëèöû 3.1 è 3.2, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íîìåðà x è y-

êîìïîíåíò ýõî-ñèãíàëîâ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå
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óäîâëåòâîðèòåëüíûì îáðàçîì ñîîòíîñèòñÿ ñ òî÷íûì âûðàæåíèåì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè áûëî âûáðàíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

δ =

∣∣∣∣Map
n

M ex
n

− 1

∣∣∣∣ ≤ 0.05 (3.71)

(âåðõíèå èíäåêñû ¾ap¿ è ¾ex¿ îáîçíà÷àþò ïðèáëèæåííîå (àñèìïòîòè÷åñêîå èëè àíà-

ëèòè÷åñêè àïïðîêñèìèðîâàííîå (îò àíãë. approximate)) è òî÷íîå (îò àíãë. exact) ýõî

ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ñëó÷àé T2 > T1 ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýêçîòè÷åñêèì

[20], ìû èñêëþ÷èëè åãî èç ðàññìîòðåíèÿ è îãðàíè÷èëèñü òîëüêî ñèòóàöèåé T2 ≤ T1

(χ ≤ 1).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà áûëè çàíåñåíû â òàáëèöû 3.1 è 3.2 ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìàòà äàííûõ âèäà n1/n2 (n3) /n4, ÷òî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Äî ïåðâîé êîñîé ÷åðòû èäóò

äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, ïîñëå ïåðâîé êîñîé ÷åðòû è äî

âòîðîé - äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê àíàëèòè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì, íàêîíåö, ÷èñëî ïîñëå

âòîðîé êîñîé ÷åðòû õàðàêòåðèçóåò ñàìè òî÷íûå âûðàæåíèÿ. ×èñëà n1 è n2 - ýòî íîìå-

ðà ýõî-ñèãíàëîâ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ êðèòåðèé (3.71) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

àñèìïòîòèê è àíàëèòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé; ýòè ÷èñëà íå ïðèâåäåíû, åñëè îíè ïðåâû-

øàþò 100, à íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ñòîèò ïðî÷åðê. ×èñëî n3 â ñêîáêàõ - ýòî ôàê-

òè÷åñêèé íîìåð ýõî-ñèãíàëà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ àï-

ïðîêñèìàöèÿ ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òî÷íûì ýõî-àìïëèòóäàì;

n3 ïðèâåäåíî òîëüêî ïðè n3 < n2, n4. Ïîÿâëåíèå íîìåðà n3 âûçâàíî ñëåäóþùèì îáñòî-

ÿòåëüñòâîì. Äëÿ íåêîòîðûõ ÿ÷ååê òàáëèöû íàáëþäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå

àïïðîêñèìàöèé è òî÷íûõ âûðàæåíèé, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà ýõà n3, îäíàêî äëÿ ïîñëåäó-

þùèõ ýõî-ñèãíàëîâ èìååòñÿ íåñêîëüêî âûïàäàþùèõ çíà÷åíèé δ > 0.05. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïîäîáíîå îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî, åñëè ýõî-àìëèòóäà ìàëà, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òàêæå äàåò ìàëóþ âåëè÷èíó ýõî-ñèãíàëà òîãî æå

ïîðÿäêà, íî, òåì íå ìåíåå, åå òî÷íîñòè íå õâàòàåò äëÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêè. Ìû

ïîëàãàëè, ÷òî åñëè Mn/Mnmax ≤ 0.01, òî äàæå ïðè çíà÷èòåëüíîì δ (åñëè îíî âûïàäàåò

èç îáùåãî ðÿäà) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå òî÷íûõ

è ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé. Íàêîíåö, ÷èñëî n4 ïðåäñòàâëåíî äëÿ íàãëÿäíîñòè ñðàâíå-

íèÿ è îáîçíà÷àåò íîìåð ýõî-ñèãíàëà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ýõî-àìïëèòóäà ñïàäàåò â 100

ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì (ðàññ÷èòàíî äëÿ T1 = ∞); n4 íå

ïðèâåäåíî, åñëè îíî ïðåâûøàåò 100, à íà åãî ìåñòå óêàçàí ïðî÷åðê. Ãðàíèöà ìåæäó
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îñöèëëÿòîðíûì (ñïðàâà îò ãðàíèöû) è íåîñöèëëÿòîðíûì (ñëåâà îò ãðàíèöû) ñëó÷àÿ-

ìè âûäåëåíà æèðíûì øðèôòîì. Óãëû ðåôîêóñèðîâàíèÿ α = 0 è π íå ïðåäñòàâëåíû,

ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò òî÷íûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé âîñïðîèçâîäèòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé àïïðîêñèìàöèåé.

Òàáëèöà 3.1: Òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêè ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé χ =

√
ξ2/ξ1 è α, âûðàæåííàÿ ïîñðåäñòâîì ÷èñåë n1, n2, n3 è n4;

x-êîìïîíåíòà (ïðè χ = 1, ò.å. T1 = T2, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà è àíàëèòè÷åñêàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ ñîâïàäàþò).

α
(
0
)

χ
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10 �/1 �/1 �/1 �/1 �/1 �/1 �/1 72/1 14/27 16/16

/� /� /� /� /� /� /� /� /� /�

20 �/1 �/1 �/1 �/1 78/1 48/1 25/12 7/12 22/9 8/8

/77 /79 /84 /92 /� /� /� /� /� /�

30 �/2 �/2 94/2 51/2 29/2 15/18 5/8 12/6 31/6 6/6

/34 /36 /38 /40 /48 /58 /75 /� /� /�

40 �/2 �/2 44/2 23/2 11/13 4/5 9/4 16/5 34/5 5/5

/20 /21 /32 /24 /28 /34 /44 /63 /� /�

50 �/2 50/2 21/4 9/11 4/2 7/2 8/4 15/4 36/4 4/4

/13 /13 /14 /16 /19 /23 /29 /43 /82 /�

60 96/2 23/4 8/9 3/2 6/2 7/3 12/3 18/4 41/4 3/3

/9 /9 /10 /12 /14 /17 /22 /32 /62 /�

70 38/2 8/9 5/2 5/2 5/2 9/3 15/3 21/3 45/3 3/3

/7 /7 /8 /9 /11 /13 /17 /25 /49 /�

80 8/8 5/2 6/2 9/4 9/4 13/3 21/3 27/3 57/3 3/3

/5 /6 /6 /7 /9 /11 /14 /21 /41 /�

90 16/8 20/4 20/4 20/6 20/6 24/3 28/3 36/3 64/3 1/1

(2)/3 /5 /5 /7 /7 /9 /18 /18 /35 /�

100 9/9 6/4 10/4 12/6 20/8 28/12 42/18 74/34 -/90 2/2

/5 /5 /5 (5)/7 (4)/5 (4)/7 (3)/11 (3)/17 (2)/32 /�

110 39/2 10/10 6/4 8/4 12/6 16/8 24/12 41/20 96/50 2/2

/6 /7 /7 /7 /8 (6)/9 (2)/11 (2)/15 (2)/29 /�

120 96/1 25/5 12/11 8/6 8/60 12/6 18/8 30/16 72/38 2/2

/8 /8 /9 /9 /10 (4)/11 (2)/12 (2)/16 (2)/29 /�

130 �/2 51/1 23/6 14/12 10/8 10/6 16/8 26/12 58/31 2/2

/11 /11 /11 /11 /12 /13 (2)/13 (2)/17 (2)/29 /�

140 �/2 �/1 46/1 26/8 17/15 14/10 14/8 24/12 52/2 2/2

/14 /14 /15 /15 /15 /17 /17 (2)/18 /29 /�

150 �/1 �/1 96/1 54/1 34/8 24/20 18/12 24/12 50/28 2/2

/20 /20 /21 /21 /21 /21 /21 (2)/19 (2)/27 /�

160 �/1 �/1 -/1 -/1 83/1 55/6 38/23 28/18 50/30 2/2

/30 /31 /31 /30 /28 (1)/26 (7)/22 (10)/17 (2)/27 /�

170 �/1 �/1 -/1 -/1 -/1 -/1 -/1 91/18 60/38 2/2

/28 /25 /19 /11 /7 /7 /9 (1)/13 (2)/25 /�
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Òàáëèöà 3.2: Òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêè ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé χ =

√
ξ2/ξ1 è α, âûðàæåííàÿ ïîñðåäñòâîì ÷èñåë n1, n2, n3 è n4;

y-êîìïîíåíòà.

α
(
0
)

χ
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10 �/1 �/1 �/1 �/1 �/1 �/1 -/2 -/2 64/86 �/23

/� /� /� /� /� /� /- /- /� (6)/�

20 �/1 -/1 -/1 -/1 -/3 -/7 73/37 33/41 78/37 -/3

/76 /73 /70 /66 /62 /59 /55 /48 (2)/47 /-

30 -/2 -/1 -/1 -/8 82/7 43/52 23/26 40/10 99/50 56/3

/34 /33 /31 /29 /28 /26 /25 /22 (2)/31 /-

40 -/2 -/2 -/8 64/6 32/38 18/17 22/11 48/7 -/62 -/2

/9 /19 /18 /17 /16 /15 (3)/16 (2)/16 (2)/32 /2

50 -/2 -/8 59/6 27/31 15/12 18/7 32/6 60/2 -/94 99/2

/13 /12 /12 /11 /9 (3)/11 /12 /19 (2)/33 /-

60 -/2 66/6 25/27 13/10 18/3 27/12 50/8 86/38 -/- 26/2

/9 /9 /8 /7 /7 (5)/10 (5)/10 (1)/16 (1)/30 /-

70 -/8 24/25 12/8 19/5 29/5 49/27 74/43 -/83 -/12 71/1

/7 /6 (3)/5 /6 /8 (1)/9 (7)/11 (1)/16 (1)/31 /-

80 24/25 28/2 31/4 44/16 70/34 -/65 -/63 -/40 -/1 60/1

/5 /4 /6 (4)/6 (3)/8 (3)/10 (2)/12 (1)/16 /32 /-

90 20/4 20/4 20/4 20/3 20/3 20/3 24/2 29/1 45/1 5/1

(2)/3 /5 /5 /7 /7 /9 /11 /16 /28 /-

100 27/26 16/5 29/16 42/21 64/34 91/14 -/14 -/32 -/86 50/1

/5 /5 (2)/4 (2)/6 (3)/8 (3)/9 (3)/11 (5)/17 (7)/31 /-

110 -/7 30/28 19/14 22/13 32/13 42/23 67/33 98/54 �/44 44/3

/6 /6 /6 /5 (6)/7 (3)/9 (3)/10 (8)/15 (8)/30 /-

120 8/2 70/23 34/32 24/19 25/15 31/15 43/20 72/38 -/86 15/1

/8 /8 /8 /7 /6 (7)/10 (3)/11 (7)/17 (3)/29 /-

130 -/2 -/6 67/27 41/37 31/24 30/18 37/18 58/24 -/60 47/1

/11 /10 /10 /10 /9 /8 (11)/13 (8)/14 (8)/28 /-

140 -/2 -/2 -/14 75/31 51/46 41/30 39/22 54/22 -/48 54/1

/14 /14 /14 /13 /13 /12 /15 (4)/17 (9)/34 /-

150 -/1 -/1 -/1 -/1 99/38 70/31 56/40 54/28 96/40 18/1

/20 /20 /20 /20 /19 /18 /18 /23 (13)/34 /-

160 -/1 -/1 -/1 -/1 -/1 -/48 -/74 86/58 93/41 89/8

/31 /31 /31 /31 /31 /30 /29 /30 (25)/35 /-

170 -/1 -/1 -/1 -/1 -/1 -/1 -/7 -/98 -/- -/15

/30 /33 /38 /44 /50 /55 /58 /59 /61 /-

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ |cosα| íà÷àëî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà

îòîäâèãàåòñÿ âñå äàëüøå (íîìåð n1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Mn (ξ1, ξ2, α) = (ξ1ξ2)n/2 M̃n (χ, α) = ξn1χ
nM̃n (χ, α) , (3.72)

òî ïðè íèçêèõ χ óðîâåíü ýõî-ñèãíàëà íåâûñîê, è ïðè |cosα|, áëèçêèõ ê 1, ýõî-ñèãíàëû,
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ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì, óæå ìîãóò ëåæàòü çíà÷èòåëüíî íèæå

óðîâíÿ øóìà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì α ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ χ íà÷àëî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåæèìà

ñíà÷àëà ïðèáëèæàåòñÿ, à ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè χ - âíîâü îòîäâèãàåòñÿ. Íàè-

ìåíüøèé íîìåð n1 ëåæèò âáëèçè ãðàíèöû ìåæäó îñöèëëÿòîðíûì è íåîñöèëëÿòîð-

íûì ñëó÷àÿìè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (3.37) è (3.48): ïðè χ0 < χ ≤ 1 (îñöèëëÿòîðíûé ñëó÷àé) íîìåð íà÷àëà àñèìï-

òîòèêè nas = 2 (bχ−1 − 1)
−1 ñíèæàåòñÿ ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ χ, â òî âðåìÿ êàê ïðè

χ ≤ χ0 ≤ 1 (íåîñöèëëÿòîðíûé ñëó÷àé) ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð íà÷àëà àñèìïòîòèêè

nas = 2 (bc− 1)−1 óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ χ.

×òî êàñàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé, èõ óäîâëåòâîðèòåëüíîå äåéñòâèå â öå-

ëîì íà÷èíàåòñÿ ãîðàçäî ðàíüøå (íîìåðà n2 è n3 â òàáëèöàõ 3.1 è 3.2), ÷åì àñèìïòîòè-

÷åñêèé ðåæèì (íîìåð n1 â òàáëèöàõ 3.1 è 3.2). Êðîìå òîãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àíà-

ëèòè÷åñêè àïïðîêñèìèðîâàííûìè è òî÷íûìè ýõî-àìïëèòóäàìè â öåëîì õóæå äëÿ My n,

÷åì äëÿ Mxn. Ýòî âûçâàíî îñîáåííîñòÿìè âîçíèêàþùèõ ïðè âûâîäå àïïðîêñèìàöèé

èíòåãðàëîâ, ïîäâåðãàåìûõ îöåíêå. Âáëèçè òî÷êè χ = χ0 àíàëèòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

òàêæå ñòàíîâèòñÿ õóæå, íî âñå-òàêè äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñïèíîâî-

ãî ýõà. Â ýòîé îáëàñòè îöåíêà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ (ñì. Ïðèëîæåíèÿ Ä è Å)

äîëæíà áûòü ïðîâåäåíà íåñêîëüêî äðóãèì ñïîñîáîì (âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíê-

öèé Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè), îäíàêî ýòî èìååò

ñìûñë òîëüêî â ìàëîé îáëàñòè âáëèçè òî÷êè χ = χ0 è íå áûëî ïðîäåëàíî â äàííîé

ðàáîòå äàáû íå óñëîæíÿòü àíàëèç.

Íàëè÷èå ïîãðåøíîñòåé â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé âûçâàíî òàêæå ñëå-

äóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Ïðè îöåíêå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ (ñì. Ïðèëîæåíèÿ

Ä è Å) íàìè ó÷èòûâàëàñü êîððåëÿöèÿ ëèøü äâóõ èç øåñòè òî÷åê âåòâëåíèÿ ÏÔ (òî÷êè

8 è 9, 13 è 14 íà ðèñ. 5.2 (Ïðèëîæåíèå Ä); òî÷êè 6′ è 7′, 8′ è 9′, 11′ è 12′ íà ðèñ. 5.3

(Ïðèëîæåíèå Å)). Â òî æå âðåìÿ, ê ïðèìåðó, âáëèçè ãðàíèöû ìåæäó îñöèëëÿòîðíûì è

íåîñöèëëÿòîðíûì ñëó÷àÿìè òî÷êè 6 è 11 íà ðèñ. 5.2, à òàêæå òî÷êè 7′ è 8′ íà ðèñ. 5.3

ñáëèæàþòñÿ, è ýòî òàêæå äîëæíî áûòü ïðèíÿòî âî âíèìàíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ áîëåå

âûñîêîé òî÷íîñòè, îäíàêî ìû ïðåíåáðåãëè äàííûì îáñòîÿòåëüñòâîì. Â îáëàñòè îäíî-

âðåìåííîãî χ → 1 (T2 → T1) è |cosα| → 1 åùå áîëüøå îñîáûõ òî÷åê ÏÔ ïîäõîäÿò

áëèçêî äðóã ê äðóãó, à èìåííî òî÷êè 6, 8, 9, 11 íà ðèñ. 5.2 (Ïðèëîæåíèå Ä) è òî÷êè 6′,
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7′, 8′, 9′ íà ðèñ. 5.3 (Ïðèëîæåíèå Å), ÷òî òàêæå áûëî íàìè óïóùåíî èç âèäó. Ìîæíî

ðàññ÷èòàòü ñëåäóþùèå ïîïðàâêè ê ïîëó÷åííûì àíàëèòè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì, îäíà-

êî ýòî äåëàåò óðàâíåíèÿ áîëåå ñëîæíûìè è ãðîìîçäêèìè. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî â ñëó÷àå,

êîãäà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òî÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâûõ ýõî-àìïëèòóä,

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òî÷íîå âûðàæåíèå (3.3), ïîñëåäóþùèå æå ýõî-ñèãíàëû ìîãóò

áûòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðîâàíû ïðåäëîæåííûìè óðàâíåíèÿìè. Åñëè æå

äîñòàòî÷íî èìåòü òîëüêî ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Mn, òî ñàìûé ïðîñòîé ïóòü èõ

âû÷èñëåíèÿ - íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ÏÔ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ åå â ðÿä Òåéëîðà

â òî÷êå z = 0 (óðàâíåíèå (2.4)) ëèáî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðèñ. 3.1, 3.2, 3.3 è 3.4 äåìîíñòðèðóþò õîðîøåå ñîãëàñèå òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ

ýõî-àìïëèòóä â îáëàñòÿõ, ãäå äîñòàòî÷íî ó÷åñòü êîððåëÿöèþ òîëüêî äâóõ îñîáûõ òî÷åê.
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Ãëàâà 4

Àíàëèç ýâîëþöèè íåðàâíîâåñíîé

íàìàãíè÷åííîñòè. Ðàçäåëåíèå

èíòåãðàëüíîé è ìóëüòèïëåòíîé

ÿäåðíîé ïîëÿðèçàöèè ïðè ïîìîùè

àíàëèçà ôàçû íàìàãíè÷åííîñòè

ñïèíîâîãî ýõà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [112].

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ áûë ðàçâèò îáùèé ìåòîä àíàëèçà ìíîãîèìïóëüñíûõ ÌÐÒ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííûé íà ôîðìàëèçìå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Â äàííîì æå

ðàçäåëå ïîäîáíûé àíàëèç áóäåò ïðîâåäåí äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû äâóõ âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ñïèíîâ 1/2 â ìíîãîýõîâûõ öåïî÷êàõ. Òàêàÿ ýâîëþöèÿ ñïîñîáíà ïîðîäèòü

êàê èíòåãðàëüíóþ, òàê è ìóëüòèïëåòíóþ ïîëÿðèçàöèþ ñïèíîâ.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÏÔ íåîáõîäèìî çàäàòü

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (íà÷àëüíóþ ÌÏ) è ýâîëþöèþ çà îäèí ïåðèîä èìïóëüñíîé

öåïî÷êè. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ñïèíîâîé ñèñòåìû.

Ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóõ íåðàâíîâåñíî ïîëÿðèçîâàííûõ ñïèíîâ I1 = I2 =

1/2 (ãîìîÿäåðíûé ñëó÷àé), ñâÿçàííûõ ñëàáûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì, â ñèëüíîì

ìàãíèòíîì ïîëå B0 ñ ïåðèîäè÷åñêè ïðèëàãàåìûì âäîëü îñè x Ð× ìàãíèòíûì ïîëåì

àìïëèòóäû B1, äëÿ êîòîðîãî

Ĥpr = −ω1Î1 z − ω2Î2 z + JÎ1 z Î2 z è Ĥrf = −ωrf
(
Î1x + Î2x

)
(4.1)

- ãàìèëüòîíèàíû, îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ýâîëþöèþ ñèñòåìû ìåæäó èìïóëüñà-

ìè (ω1 - ÷àñòîòà ïðåöåññèè i-ãî ñïèíà â ïîëå B0, J - êîíñòàíòà ñïèí-ñïèíîâîãî âçàè-
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ìîäåéñòâèÿ) è âîçäåéñòâèå íåñåëåêòèâíûì ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñîì, ωrf = γ B1 -

÷àñòîòà ïðåöåññèè ñïèíîâ âîêðóã Ð× ïîëÿ, γ - ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå èññëåäóåìûõ

ÿäåð; äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåíåáðåãàåì ðåëàêñàöèîííûìè ïðîöåññàìè. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ (1.43) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÌÏ â ìîìåíò

ðåãèñòðàöèè n-ãî è (n+ 1)-ãî ýõî-ñèãíàëîâ:

ρ̂n+1 = Q̂P̂x
(
αrf
)
Q̂ρ̂nQ̂

−1P̂−1
x

(
αrf
)
Q̂−1 = Âρ̂nÂ

−1 . (4.2)

Çäåñü ìàòðèöû Q̂ è P̂x
(
αrf
)
îïèñûâàþò ýâîëþöèþ çà ïîëóïåðèîä ìåæäó èìïóëüñàìè è

ïîâîðîò ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñîì ñîîòâåòñòâåííî:

Q̂ = exp
{
−i Ĥpr TE/2

}
, (4.3)

P̂x
(
αrf
)

= exp
{
−i Ĥrfτ

}
= exp

{
i αrf

(
Î1x + Î2x

)}
, (4.4)

ãäå, êàê è ðàíåå, τ - äëèòåëüíîñòü ðåôîêóñèðóþùåãî èìïóëüñà, TE - âðåìÿ ýõà, αrf =

ωrf τ - óãîë ïîâîðîòà ðåôîêóñèðóþùèì èìïóëüñîì, èíäåêñ x îáîçíà÷àåò ôàçó ðåôîêó-

ñèðóþùåãî èìïóëüñà, è Â = Q̂P̂x
(
αrf
)
Q̂. Èç îïðåäåëåíèÿ ÏÔ (2.1) è ñîîòíîøåíèÿ (4.2)

ñëåäóåò, ÷òî

f̂ − z Âf̂ Â−1 = ρ̂0 , (4.5)

ãäå ρ̂0 - ÌÏ ïîñëå âîçäåéñòâèÿ âîçáóæäàþùèì èìïóëüñîì:

ρ̂0CPMG
= P̂−y (αex) σ̂P̂−1

−y (αex) , (4.6)

ρ̂0CP = P̂x (αex) σ̂P̂−1
x (αex) , (4.7)

ãäå èíäåêñû ¾CPMG¿ è ¾CP¿ óêàçûâàþò íà CPMG èëè CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-

îòâåòñòâåííî, P̂−y (αex) - îïåðàòîð ïîâîðîòà âîçáóæäàþùèì èìïóëüñîì íà óãîë αex,

ïðèëîæåííûì âäîëü −y-íàïðàâëåíèÿ, - îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (4.4) ñ òîé ðàçíèöåé,

÷òî Îi x ñëåäóåò çàìåíèòü íà −Îi y, αref - íà αex; σ - ñïèíîâàÿ ÌÏ ñèñòåìû äî âîçäåéñòâèÿ

Ð× èìïóëüñàìè.

Ïîñêîëüêó ðåãèñòðèðóåìûé ýõî-ñèãíàë îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîïåðå÷íîé íàìàãíè÷åííî-

ñòüþ, òî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ñàìà ìàòðè÷íàÿ ÏÔ, íî åå êîìïîíåíòû fx è fy:

fx, y = Tr
{(
Î1x,y + Î2x,y

)
f̂
}

=
∞∑
n=0

znTr
{(
Î1x,y + Î2x,y

)
ρ̂n

}
=
∞∑
n=0

znMnx,y . (4.8)
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Ê ñîæàëåíèþ, äàæå ïîñëå ñäåëàííûõ óïðîùåíèé, íàõîæäåíèå ÏÔ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

çíà÷åíèÿ ðåôîêóñèðóþùåãî óãëà αref - âåñüìà ñëîæíàÿ è ãðîìîçäêàÿ çàäà÷à. Äåéñòâè-

òåëüíî, ÏÔ ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåêóðñèè (4.2) êàê

f̂ (z) =
(

ˆ̂
E − z ˆ̂

A
)−1

ρ̂0 , (4.9)

ãäå ˆ̂
E - åäèíè÷íàÿ ñóïåðìàòðèöà, è ˆ̂

Akl, nm = Âkn

(
Â−1

)
ml
, îäíàêî óæå äëÿ äâóõ ñïèíîâ

1/2 ÏÔ â ïðîñòðàíñòâå Ëèóâèëëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ñîäåðæàùèé 16 êîìïî-

íåíò, à ðàçìåð ñóïåðìàòðèö - 16×16. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå ðåôîêóñè-

ðîâàíèÿ îáðàùåíèå ñóïåðìàòðèöû
(

ˆ̂
E − z ˆ̂

A
)
ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî òîëüêî ÷èñëåííî,

è, òàêèì îáðàçîì, òåðÿåòñÿ âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà - àíàëè-

òè÷åñêèé âèä ÏÔ. Íèæå ðàññìîòðåí íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé αref = π, êîãäà óäàåòñÿ

ïîëó÷èòü ÏÔ â ïðîñòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Ïðåäñòàâèì ñïèíîâóþ ÌÏ äî ïðèëîæåíèÿ Ð× èìïóëüñîâ σ̂ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ̂ = K1Î1 z +K2Î2 z +K12Î1 z Î2 z + X̂0 , (4.10)

ãäå X̂0 îáîçíà÷àåò òó ÷àñòü σ̂, êîòîðàÿ, êàê îêàçûâàåòñÿ, â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì

ñëó÷àå íå äàåò âêëàäà â ñèãíàëû ñïèíîâîãî ýõà. Ïðè óãëå ïîâîðîòà âîçáóæäàþùèì

èìïóëüñîì αex x- è y-êîìïîíåíòû ÏÔ ïðèíèìàþò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

fCPMG
x (z) = (K1 +K2)

1− z cosφ

1− 2z cosφ+ z2
sinαex , (4.11)

fCPMG
y (z) = −K12

2

z sinφ

1 + 2z cosφ+ z2
sin 2αex , (4.12)

fCPx (z) = −K12

2

z sinφ

1− 2z cosφ+ z2
sin 2αex , (4.13)

fCPy (z) = (K1 +K2)
1 + z cosφ

1 + 2z cosφ+ z2
sinαex , (4.14)

ãäå φ = J × TE/2. Êàê ìîæíî âèäåòü, äàííàÿ ÏÔ íå òðåáóåò óñðåäíåíèÿ ïî ÷àñòîò-

íûì èçîõðîìàòàì, ÷òî ñâÿçàíî ñ âûáðàííûì çíà÷åíèåì óãëà ðåôîêóñèðîâàíèÿ. Êðîìå

òîãî, èç óðàâíåíèé (4.11)-(4.14) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëè÷íûå òèïû ïîëÿðèçàöèé îáóñëîâëèâà-

þò ðàçëè÷íûå ôàçû ýõî-ñèãíàëà. Òàê â ñëó÷àå CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Mxn - ¾ýõî â

ôàçå¿ - îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé, â òî âðåìÿ êàêMy n - ¾ýõî âíå ôàçû¿

- ìóëüòèïëåòíîé ïîëÿðèçàöèåé. Â ñëó÷àå CP ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïî-

ëîæíàÿ:Mxn - ¾ýõî âíå ôàçû¿ - îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèïëåòíîé ïîëÿðèçàöèåé, â òî âðåìÿ

êàê My n - ¾ýõî â ôàçå¿ - èíòåãðàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé.
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Èç ÏÔ (4.11)-(4.14) ìîæíî ïîëó÷èòü è ñàìè ýõî-àìïëèóäû:

MCPMG
xn = (K1 +K2) sinαex cosnφ , (4.15)

MCPMG
y n = K12

(−1)n

2
sin 2αex sinnφ , (4.16)

MCP
xn = −K12

2
sin 2αex sinnφ , (4.17)

MCP
y n = (K1 +K2) (−1)n sinαex cosnφ . (4.18)

Êàê ìîæíî âèäåòü, îáà òèïà ñèãíàëà ìîäóëèðîâàíû ñïèí-ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì,

òàê ÷òî ïîâåäåíèå àìïëèòóä ñèãíàëîâ íîñèò îñöèëëÿòîðíûé õàðàêòåð ñ ïåðèîäîì, îïðå-

äåëÿåìûì êîíñòàíòîé ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ J . Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî

äëÿ äâóõ êîìïîíåíò ýõî-ñèãíàëà ðàçëè÷íû è îïòèìàëüíûå äëÿ óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû

ñèãíàëîâ óãëû ïîâîðîòà âîçáóæäàþùèì èìïóëüñîì αex: αex = π/2 äëÿ ¾ýõà â ôàçå¿ è

αex = π/4 äëÿ ¾ýõà âíå ôàçû¿, â òî âðåìÿ êàê ïðè αex = π/2 ñèãíàë âíå ôàçû îòñóò-

ñòâóåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì â ßÌÐ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì [113].

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ìóëüòèïëåòíîé ïîëÿðèçàöèè ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îòäåëåí

îò âêëàäà èíòåãðàëüíîé ïîëÿðèçàöèè, ïîñêîëüêó îíè äàþò ñèãíàëû ñïèíîâîãî ýõà â ðàç-

íîé ôàçå. Ýòî äàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ñèãíàëû ýõà âíå ôàçû

äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ßÌÐ-òîìîãðàôèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâíîâåñíî

ïîëÿðèçîâàííûõ ìîëåêóë. Äàííûé âûâîä ìîæåò èìåòü ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü åùå

è ïîòîìó, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåðàâíîâåñíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ÿäåð èìååò

òîëüêî ìóëüòèïëåòíóþ êîìïîíåíòó, è, âî-âòîðûõ, äëÿ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â òåðìîäè-

íàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, ìóëüòèïëåòíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ðàâíà íóëþ.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñèãíàë ýõà âíå ôàçû íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî

ôîíîâûõ âêëàäîâ îò ðàâíîâåñíîé ïîëÿðèçàöèè è îáóñëîâëåí òîëüêî íåðàâíîâåñíî ïîëÿ-

ðèçîâàííûìè ìîëåêóëàìè. Ýòîò ôàêò îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ èñïîëüçî-

âàíèÿ íåðàâíîâåñíîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåð â ßÌÐ-òîìîãðàôèè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðî-

òîíîâ ñèãíàë ýõà âíå ôàçû ñâîáîäåí îò âêëàäîâ âîäû, ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå

ðàñòâîðèòåëÿ, à òàêæå ïðèñóòñòâóþùåé â æèâûõ òêàíÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçîâàíèå

íåðàâíîâåñíî ïîëÿðèçîâàííûõ ñèñòåì ìîæåò ðåøèòü âàæíóþ â ßÌÐ-òîìîãðàôèþ ïðî-

áëåìó óñòðàíåíèÿ âêëàäîâ âîäû â èçîáðàæåíèè. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âîññòàíîâëåíèå

èçîáðàæåíèé ïî ñèãíàëàì ýõà âíå ôàçû óâåëè÷èò êàê ÷óâñòâèòåëüíîñòü, òàê è êîíòðàñò

èçîáðàæåíèé ââèäó îòñóòñòâèÿ ñèãíàëîâ îò ðàâíîâåñíî ïîëÿðèçîâàííûõ ìîëåêóë. Çíà-

÷èòåëüíàÿ ìóëüòèïëåòíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ìîæåò áûòü ñîçäàíà õèìè÷åñêèìè ìåòîäàìè,
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òàêèìè êàê ÕÏß è ÈÏÏ, ëèáî ïðè ïîìîùè âîçäåéñòâèÿ íà ñïèíîâóþ ñèñòåìó, èçíà-

÷àëüíî íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñèè, Ð× èìïóëüñàìè. Âñå óïîìÿíóòûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ

õîðîøî îòðàáîòàííûìè è ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà ïî

ßÌÐ-òîìîãðàôèè.
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Ãëàâà 5

Ïðèëîæåíèÿ

5.1 Ïðèëîæåíèå À. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.13)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåçîíàíñíûõ èìïóëüñîâ ñ ïðîèçâîëü-

íûì óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ α, ëåæàùåì â äèàïàçîíå (0, π) ïðè ðàâíûõ âðåìåíàõ ñïè-

íîâîé ðåëàêñàöèè T1 = T2 (ξ1 = ξ2 = ξ). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä ïðè-

íèìàåò ôîðìó (3.5), à òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýõî-àìïëèòóä èìååò âèä (3.6). Èñïîëüçóÿ

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [109]

Pn (cosα) =
1

π
√

2

∫ α

−α

ei(n+1/2)θ

√
cos θ − cosα

dθ (5.1)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.6) äëÿ n ≥ 1 â ñëåäóþùåì âèäå:

Mxn = Mx 0
ξn

2 i π
√

2

∫ α

−α

[
ei n θ

sin θ
2

√
cos θ − cosα−

2 sin2 α
2

sin θ
2

√
cos θ − cosα

]
dθ , (5.2)

My n = My 0
i ξn

π
√

2

∫ α

−α
ei n θ

sin θ
2√

cos θ − cosα
dθ . (5.3)

Èçìåíèì ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.1. Òîãäà íà ó÷àñòêå 1-2 θ =

−α+ i y, y = 0÷∞ è íà ó÷àñòêå 3-4 θ = α+ i y, y =∞÷0, â òî âðåìÿ êàê íà ó÷àñòêå 2-3

èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü ââèäó òîãî, ÷òî y =∞. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íàïðàâëåíèå

îáõîäà, çàïèøåì äëÿ n� 1

Mxn

Mx 0

≈ ξn

2 π
√

2

{∫ ∞
0

e−n y
[
e−i nα

− sin α
2

√
i y sinα− ei nα

sin α
2

√
−i y sinα

]
d y

+

∫ α

−α

2 i sin2 α
2

sin θ
2

√
cos θ − cosα

d θ

}

=
ξn

2 π
√

2

{
−

√
2 π

n3/2
√

tan α
2

cos
(
nα− π

4

)
+

∫ ε

−ε

2 i sin2 α
2

sin θ
2

√
cos θ − cosα

d θ

}
. (5.4)
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Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå θ = r eiϕ, r → 0, ϕ = π ÷ 0 (ò.å. ñîâåðøàÿ îáõîä òî÷êè

θ = 0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Mxn

Mx 0

≈ ξn

[
sin

α

2
− 1

2
√
π tan α

2

cos
(
nα− π

4

)
n3/2

]
. (5.5)

Àíàëîãè÷íî äëÿ y-êîìïîíåíòû èìååì ïðè n� 1

My n

My 0

≈ − ξn

π
√

2

∫ ∞
0

e−n y
[
e−i nα

− sin α
2√

i y sinα
− ei nα

sin α
2√

−i y sinα

]
d y

=

√
tan α

2

π

cos
(
nα + π

4

)
n1/2

. (5.6)

Ðèñ. 5.1: Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ α â äèàïàçîíå (0, π) è T1 = T2 (χ = 1).
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Ó÷åò ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê â óðàâíåíèÿõ (5.5) è (5.6) (÷ëåíîâ, ñïàäàþùèõ êàê n−5/2

è n−3/2 ñîîòâåòñòâåííî) è óñëîâèå èõ ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíûì ÷ëåíàì äàåò

óñëîâèå n sinα� 1 äëÿ ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòèê (5.5) è (5.6).

5.2 Ïðèëîæåíèå Á. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.14)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ óãëîì ïîâîðîòà ðåôî-

êóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ α = π/2 ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå T2 < T1 (ξ2 < ξ1). Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ÏÔ äëÿ ýõî-àìïëèòóä ïðèíèìàåò ôîðìó (3.9). Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ

y = z
√
ξ1ξ2, ïðåäñòàâèì ÏÔ (3.9) â ñëåäóþùåì âèäå:

F (y) =
Mx 0

2

[
1 +

√
(1 + χy) (1 + y2)

(1− χy) (1− y2)

]
+ i

My 0

2

[
1 +

√
(1− χy) (1− y2)

(1 + χy) (1 + y2)

]
, (5.7)

ãäå χ îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (2.23), χ < 1 ïðè T2 < T1. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî x-

êîìïîíåíòó êîìïëåêñíûõ ýõî-àìïëèòóä, ïîñêîëüêó âñå âûêëàäêè äëÿ y-êîìïîíåíòû

àíàëîãè÷íû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ Mxn (n ≥ 1)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî êîíòóðíîãî èíòåãðàëà (ñì. óðàâíåíèå

(2.3)):

Mxn

Mx 0

=
1

2

(ξ1ξ2)n/2

2πi

∮ √
(1 + χy) (1 + y2)

(1− χy) (1− y2)

d y

yn+1
(5.8)

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäêîðíåâîãî âûðàæåíèÿ â äàííîì óðàâíåíèè èìåþò ñëåäóþ-

ùèå íóëè:±χ−1,±i,±1. Ïîëàãàÿ y = eiθ, çàìåòèì, ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæèò

÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, è âûðàæåíèå (5.8) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2π
Re

∫ π

0

[(
1 + χei θ

) (
1 + e2 i θ

)
(1− χei θ) (1− e2 i θ)

]1/2

e−i n θdθ =

=
(ξ1ξ2)n/2

2π
Re

ei π/4
∫ π/2

0

[
cos θ

sin θ

(
1 + χei θ

)
(1− χei θ)

]1/2

e−i n θdθ+

+e−i π/4
∫ π

π/2

[
−cos θ

sin θ

(
1 + χei θ

)
(1− χei θ)

]1/2

e−i n θdθ

 . (5.9)

Çäåñü âî âòîðîì èíòåãðàëå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè îáõîäå òî÷êè θ = π/2

(y = i) íàáåã ôàçû ñîñòàâèë −π/2. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé âî âòîðîì èíòåãðàëå
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θ = π − x (θ → π − θ), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2π
Re

ei π/4
∫ π/2

0

[
cos θ

(
1 + χei θ

)
sin θ (1− χei θ)

]1/2

e−i n θdθ+

+e−i π/4−i n π
∫ π/2

0

[
cos θ

(
1− χe−i θ

)
sin θ (1 + χe−i θ)

]1/2

ei n θdθ

 . (5.10)

Ïðè n→∞ ìíîæèòåëü ei n θ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèì, òàê ÷òî îñíîâíîé âêëàä

â èíòåãðàëû îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ θ âáëèçè íóëÿ (θ → 0, òàê ÷òî cot θ → 1/θ), ò.å.

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2

2π

[√
1 + χ

1− χ
+

√
1− χ
1 + χ

cosnπ

] ∫ π/2

0

cos (n θ − π/4)√
θ

dθ. (5.11)

Âíîâü äåëàÿ çàìåíó θ → n θ è èñïîëüçóÿ∫ ∞
0

sinx√
x
d x =

∫ ∞
0

cosx√
x
d x =

√
π

2
, (5.12)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3.14).

5.3 Ïðèëîæåíèå Â. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.17)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ óãëîì ïîâîðîòà ðåôî-

êóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ α 6= 0, π/2, π ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå T2 < T1 (ξ2 < ξ1, χ < 1).

Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ y = z
√
ξ1ξ2, ïðåäñòàâèì ÏÔ (2.32) â ñëåäóþùåì âèäå:

F (y) =
Mx 0

2

[
1 +

√
X (y)

Y (y)

]
+ i

My 0

2

[
1 +

√
Y (y)

X (y)

]
,

X (y) = (1 + yχ)
[
1− y

(
χ−1 + χ

)
cosα + y2

]
, (5.13)

Y (y) = (1− yχ)
[
1− y

(
χ−1 − χ

)
cosα− y2

]
,

ïðè÷åì ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.3)

M+
n =

(ξ1ξ2)n/2

2π i

∮
F (y)

d y

yn+1
. (5.14)

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî x-êîìïîíåíòó íàìàãíè÷åííîñòè, ïîñêîëüêó âûêëàäêè äëÿ y-

êîìïîíåíòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû.

Âíà÷àëå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < α < π/2 (cosα > 0), òîãäà ïîìèìî îñîáûõ òî÷åê
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±1/χ, ëåæàùèõ çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîãî êðóãà, ÏÔ èìååò åùå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè:

y1 =
χ−1 + χ

2
cosα +

√
1

4
(χ−1 + χ)2 cos2 α− 1,

y2 =
χ−1 + χ

2
cosα−

√
1

4
(χ−1 + χ)2 cos2 α− 1,

y3 = −χ
−1 − χ

2
cosα +

√
1

4
(χ−1 − χ)2 cos2 α + 1, (5.15)

y4 = −χ
−1 − χ

2
cosα−

√
1

4
(χ−1 − χ)2 cos2 α + 1.

Òî÷êà y4 < −1 ëåæèò âíå, à òî÷êà 0 < y3 < 1 - âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Ïîëîæåíèå

òî÷åê y1 è y2 çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà x = 1
2

(χ−1 + χ) cosα: åñëè x ≤ 1, òî îáå

òî÷êè y1 è y2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (|y1| = |y2| = 1), â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå y1 > 1 ëåæèò âíå, à 0 < y2 < 1 - âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

|y3| < |y2| ïðè ëþáûõ x. Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè x ≤ 1, â

òî âðåìÿ êàê ïðè x > 1 æåëàåìîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì

âèäå:

√
x2 + p−

√
x2 − 1 + p < x−

√
x2 − 1, (5.16)

ãäå p = sin2 α. Ïðè p = 0 (α = 0) îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà (5.16) ñîâïàäàþò, îäíàêî ýòîò

ñëó÷àé íå âõîäèò â îáëàñòü ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó âûøå ìû ïðåäïîëîæèëè α 6= 0.

Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ p > 0 ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ñòîðîíû íåðàâåíñòâà (5.16) ïî p èìååò

âèä

1

2
√
x2 + p

− 1

2
√
x2 − 1 + p

< 0, (5.17)

è, òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ñòîðîíà íåðàâåíñòâà (5.16) óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì âåëè-

÷èíû p, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìûé ðåçóëüòàò y3 < y2.

Ïîëàãàÿ y = y3e
i θ èç óðàâíåíèé (5.13) è (5.14) ïðè ïðîèçâîëüíîì x ïîëó÷èì:

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2

2πyn3
Re


∫ π

0

[(
1 + χy3e

i θ
) (
y3e

i θ − y1

) (
y3e

i θ − y2

)
(1− χy3ei θ) (y3ei θ − y4) y3 (1− ei θ)

]1/2

e−i n θdθ

 .(5.18)

Ïðè n→∞ ìíîæèòåëü ei n θ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèì, òàê ÷òî îñíîâíîé âêëàä
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â äàííûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ θ âáëèçè íóëÿ, ò.å.

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2

2πyn3

[
(1 + χy3) (y3 − y1) (y3 − y2)

2 (1− χy3) (y3 − y4) y3

]1/2 ∫ π

0

cos
(
n θ − π

4

)
√
θ

dθ

≈ (ξ1ξ2)n/2

2πyn3n
1/2

[
(1 + χy3) (y3 − y1) (y3 − y2)

2 (1− χy3) (y3 − y4) y3

]1/2 ∫ ∞
0

cos
(
θ − π

4

)
√
θ

dθ

=
(ξ1ξ2)n/2 bn

2
√
πn

√
(b+ χ) (b− χ−1 cosα)

(b− χ)
(
b− 1

2
(χ−1 − χ) cosα

) , (5.19)

ãäå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5.12), à b îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.19).

Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé π/2 < α < π (cosα < 0) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ (3.17).

5.4 Ïðèëîæåíèå Ã. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.20)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ óãëîì ïîâîðîòà ðåôî-

êóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ α 6= 0, π ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå T2 > T1 (ξ2 > ξ1, χ > 1).

Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ y = z
√
ξ1ξ2, ïðåäñòàâèì ÏÔ (2.32) â âèäå (5.13), ïðè÷åì ýõî-

àìïëèòóäû M+
n ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (5.14). Ìû ðàññìîòðèì

òîëüêî x-êîìïîíåíòó íàìàãíè÷åííîñòè, ïîñêîëüêó âûêëàäêè äëÿ y-êîìïîíåíòû ïîëíî-

ñòüþ àíàëîãè÷íû.

Âíà÷àëå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < α ≤ π/2 (cosα ≥ 0), òîãäà ïîìèìî îñîáûõ òî÷åê

±1/χ, ëåæàùèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, ÏÔ èìååò åùå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè (5.15),

ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ ïî îòíîøåíèþ ê åäèíè÷íîìó êðóãó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ñëåäóþùåå. Òî÷êà y3 > 1 ëåæèò âíå, à òî÷êà −1 < y4 < 0 - âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïîëîæåíèå òî÷åê y1 è y2 çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà x = 1
2

(χ−1 + χ) cosα: åñëè

x ≤ 1, òî îáå òî÷êè y1 è y2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (|y1| = |y2| =

1), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå y1 > 1 ëåæèò âíå, à 0 < y2 < 1 - âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî |y4| < |y2| ïðè ëþáûõ x (âûêëàäêè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî

ñäåëàíû â Ïðèëîæåíèè Â ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (5.16)). Êðîìå òîãî, ïóòåì

íåïîñðåäñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî χ−1 < |y4|.

Ïîëàãàÿ y = χ−1ei θ èç óðàâíåíèé (5.13) è (5.14) ïðè ïðîèçâîëüíîì x ïîëó÷èì:

Mxn

Mx 0

=
(ξ1ξ2)n/2 χn

2π
Re


∫ π

0

[(
1 + ei θ

) (
ei θ − χ y1

) (
ei θ − χ y2

)
(1− ei θ) (ei θ − χ y3) (χ y4 − ei θ)

]1/2

e−i n θdθ

 .(5.20)

Ïðè n→∞ ìíîæèòåëü ei n θ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèì, òàê ÷òî îñíîâíîé âêëàä
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â äàííûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ θ âáëèçè íóëÿ, ò.å.

Mxn

Mx 0

≈ (ξ1ξ2)n/2 χn

2π

[
2 (1− χ y1) (1− χ y2)

(1− χ y3) (χ y4 − 1)

]1/2 ∫ π

0

cos
(
n θ − π

4

)
√
θ

dθ

≈ (ξ1ξ2)n/2 χn

2π n1/2

[
2 (1− χ y1) (1− χ y2)

(1− χ y3) (χ y4 − 1)

]1/2 ∫ ∞
0

cos
(
θ − π

4

)
√
θ

dθ

=
(ξ1ξ2)n/2 χn√

2π n1/2

√
χ+ χ−1

χ− χ−1
tan

α

2
. (5.21)

ãäå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5.12). Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé π/2 ≤ α < π

(cosα ≤ 0) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (3.20). Èç äàííîãî âûâîäà, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ïî÷åìó ñëó÷àé α = π/2 íå âûäåëÿåòñÿ îñîáî ïðè ñòðîãîì íåðàâåí-

ñòâå T2 > T1: ïðè 900 óãëå ðåôîêóñèðîâàíèÿ ïîìèìî îñîáûõ òî÷åê (5.15) íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè âñåãäà åñòü äâå îñîáûå òî÷êè ±χ−1 âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, â îòëè÷èå îò

ñèòóàöèè, èìåþùåé ìåñòî ïðè T2 < T1.

5.5 Ïðèëîæåíèå Ä. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.25)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì

ïîâîðîòà ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ α. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî T2 ≤ T1 (ξ2 ≤ ξ1,

χ ≤ 1) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.23), ò.å. χ > χ0 è α 6= 0, π. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ

y = z
√
ξ1ξ2, ïðåäñòàâèì ÏÔ (2.32) â âèäå (5.13), ïðè÷åì ýõî-àìïëèòóäû M+

n ìîãóò áûòü

ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (5.14). Ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íå âñå èç îñî-

áûõ òî÷åê (5.15) ÏÔ (5.13) äåéñòâèòåëüíû, à èìåííî òî÷êè y1 è y2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî cosα ≥ 0, ïîñêîëüêó ñëó÷àé cosα < 0

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîëàãàÿ y = ei θ, ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(5.14) äëÿ n ≥ 1 ïîëó÷èì:

M+
n =

(ξ1ξ2)n/2

4π

∫ π

−π

(
Mx 0

√
X (ei θ)

Y (ei θ)
+ iMy 0

√
Y (ei θ)

X (ei θ)

)
e−i n θd θ. (5.22)

Èçìåíèì ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.2. Ïðè îáõîäå îñîáûõ

òî÷åê íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé íàáåã ôàçû, êàê ïîêàçàíî íà òîì æå

ðèñóíêå (ìû ðàññìîòðèì òîëüêî x-êîìïîíåíòó íàìàãíè÷åííîñòè, ïîñêîëüêó âûêëàäêè

äëÿ y-êîìïîíåíòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêæå íàïðàâëåíèå

èíòåãðèðîâàíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåå âûðàæåíèå (5.22) âíîñÿò âêëàä òîëüêî

ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:∫ π

−π
= 2

{∫ 8

9

−
∫ 13

14

+

(∫ 10

11

−
∫ 5

6

)}
(5.23)
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(èíäåêñû îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîä âñåìè èíòåãðàëàìè ïîíèìàþò-

ñÿ èõ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ). Îáîçíà÷èì y1 = ei β, ãäå β îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (3.30), è

ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ îòäåëüíî. Âñþäó íèæå ïîä Ik [t] ìû ïîäðàçó-

ìåâàåì ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà k-ãî ïîðÿäêà.

Ðèñ. 5.2: Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ cosα > 0 è χ0 < χ ≤ 1. Êîíòóð îáõîäèò
òî÷êè âåòâëåíèÿ ÏÔ (2.32), ðÿäîì ñ êîòîðûìè óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå íàáåãè ôàçû
äëÿ x-êîìïîíåíòû.
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Èíòåãðèðîâàíèå îò òî÷êè 9 äî òî÷êè 8. Ïîëàãàÿ θ = −i ln y3 − i t, ïðåäñòàâèì

èíòåãðàë
∫ 8

9
â ñëåäóþùåì âèäå:

∫ 8

9

√
X

Y
e−inθdθ = −i e

i π/2

yn3

∫ ln 1
χy3

0

√√√√√
(

1
χy3

+ et
)

(y3et − y1) (y3et − y2)(
1
χy3
− et

)
y3 (et − 1) (y3et − y4)

e−ntdt. (5.24)

Ïðè n� 1 èíòåãðàë (5.24) ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ 8

9

√
X

Y
e−inθdθ ≈ 1

yn3

√√√√( 1
χy3

+ 1
)

(y3 − y1) (y3 − y2)

y3 (y3 − y4)

∫ 1
χy3
−1

0

e−ntdt

t1/2
(

1
χy3
− 1− t

)1/2

=
π

yn3

√√√√( 1
χy3

+ 1
)

(y3 − y4 − 2 cos β)

y3 − y4

I0

[
n

2

(
1

χy3

− 1

)]
exp

[
−n

2

(
1

χy3

− 1

)]
.(5.25)

Èíòåãðèðîâàíèå îò òî÷êè 14 äî òî÷êè 13. Ïîëàãàÿ θ = π − i ln (−y4) − i t =

π + i ln y3 − i t, ïðåäñòàâèì èíòåãðàë
∫ 13

14
â ñëåäóþùåì âèäå:

∫ 13

14

√
X

Y
e−inθdθ = −i e

−i π/2

yn4

∫ ln
y3
χ

0

√√√√√
(
y3
χ
− et

)
(et + y1y3) (et + y2y3)(

y3
χ

+ et
)

(et − 1) (y2
3 + et)

e−ntdt.(5.26)

Ïðè n� 1 èíòåãðàë (5.26) ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ 13

14

√
X

Y
e−inθdθ ≈ − 1

yn4

√√√√(1 + y1y3) (1 + y2y3)(
y3
χ

+ 1
)

(y2
3 + 1)

∫ y3
χ
−1

0

(
y3
χ
− 1− t

)1/2

t1/2
e−ntdt

= − π

2yn4

(
y3

χ
− 1

)√√√√(1 + y1y3) (1 + y2y3)(
y3
χ

+ 1
)

(y2
3 + 1)

×
{
I0

[
n

2

(
y3

χ
− 1

)]
+ I1

[
n

2

(
y3

χ
− 1

)]}
exp

[
−n

2

(
y3

χ
− 1

)]
. (5.27)

Èíòåãðèðîâàíèå îò òî÷êè 11 äî òî÷êè 10 è îò òî÷êè 6 äî òî÷êè 5. Ïîëàãàÿ

θ = β − i t, ïðåäñòàâèì èíòåãðàë
∫ 10

11
â ñëåäóþùåì âèäå:

∫ 10

11

√
X

Y
e−inθdθ = −ie−in β

∫ ∞
0

√√√√√
(

1
χ

+ ei βet
)

(et − 1) (e2i βet − 1)(
ei βet − 1

χ

)
(ei βet − y3) (ei βet − y4)

e−ntdt.(5.28)

Ïðè n� 1 èíòåãðàë (5.28) ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ 10

11

√
X

Y
e−inθdθ ≈ −ie−in β

√√√√√
(

1
χ

+ ei β
)
ei β (ei β − e−i β)(

ei β − 1
χ

)
(ei β − y3) (ei β − y4)

∫ ∞
0

t1/2e−ntdt

= −ie
−in β

2n3/2

√
π (1 + χei β) sin β

(χei β − 1)
(
sin β − i

2
(χ−1 − χ) cosα

) . (5.29)
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Èíòåãðàë
∫ 5

6
îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∫ 10

11

−
∫ 5

6

= 2Re

∫ 10

11

= −

(
1− 1

4
(χ−1 + χ)

2
cos2 α

)1/4

sin α
2

√
π

2n3
cos
(
nβ − ρ

2

)
, (5.30)

ãäå ρ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.31).

Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ àíàëèòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè x-êîìïî-

íåíòû ýõî-àìïëèòóä ïðè cosα ≥ 0, α 6= 0, T2 ≤ T1 è χ > χ0 ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ

ôîðìó:

Mxn

Mx 0

(ξ1ξ2)−n/2 ≈ bn

2

√
(b+ χ)

(
b+ 1

b
− 2 cos β

)
χ
(
b+ 1

b

) I0

[
n

2

(
b

χ
− 1

)]
e−

n
2 ( bχ−1)

+
(−1)n

4bn

√√√√(b+ 1
b

+ 2 cos β
)(

1
χb

+ 1
) (
b+ 1

b

) ( 1

χb
− 1

){
I0

[
n

2

(
1

χb
− 1

)]
+ I1

[
n

2

(
1

χb
− 1

)]}

×e−
n
2 ( 1

χb
−1) −

(
1− 1

4
(χ−1 + χ)

2
cos2 α

)1/4

2
√

2π sin α
2

cos
(
nβ − ρ

2

)
n3/2

, (5.31)

ãäå b îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (3.19). Êîìáèíèðóÿ ðåçóëüòàò (5.31) ñ óðàâíåíèåì äëÿ

ñëó÷àÿ cosα < 0, ðàññìîòðåííûì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (3.25).

5.6 Ïðèëîæåíèå Å. Âûâîä óðàâíåíèÿ (3.42)

Ðàññìîòðèì ÌÐÒ CPMG èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì

ïîâîðîòà ðåôîêóñèðóþùèõ èìïóëüñîâ α. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî T2 ≤ T1 (ξ2 ≤ ξ1,

χ ≤ 1) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.24), ò.å. χ ≤ χ0 è α 6= π/2. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ

y = z
√
ξ1ξ2, ïðåäñòàâèì ÏÔ (2.32) â âèäå (5.13), ïðè÷åì ýõî-àìïëèòóäû M+

n ìîãóò áûòü

ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (5.14). Ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ âñå îñîáûå

òî÷êè (5.15) ÏÔ (5.13) äåéñòâèòåëüíû. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî cosα > 0, ïîñêîëüêó

ñëó÷àé cosα < 0 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîëàãàÿ y = ei θ, ñ

ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (5.14) äëÿ n ≥ 1 ïîëó÷èì óðàâíåíèå (5.22).

Èçìåíèì ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.3. Ïðè îáõîäå îñîáûõ

òî÷åê íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé íàáåã ôàçû, êàê ïîêàçàíî íà òîì æå

ðèñóíêå (ìû ðàññìîòðèì òîëüêî x-êîìïîíåíòó íàìàãíè÷åííîñòè, ïîñêîëüêó âûêëàäêè

äëÿ y-êîìïîíåíòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêæå íàïðàâëåíèå

èíòåãðèðîâàíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåå âûðàæåíèå (5.22) âíîñÿò âêëàä òîëüêî
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ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:∫ π

−π
= 2

{∫ 6′

7′
+

∫ 8′

9′
−
∫ 11′

12′

}
(5.32)

(èíäåêñû îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîä âñåìè èíòåãðàëàìè ïîíèìàþòñÿ

èõ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ, øòðèõè ó èíäåêñîâ èñïîëüçîâàíû, ÷òîáû îòëè÷àòü êîíòóð èíòå-

ãðèðîâàíèÿ, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 5.3 îò êîíòóðà íà ðèñ. 5.2). Âñþäó íèæå ïîä Ik [t] ìû

ïîäðàçóìåâàåì ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà k-ãî ïîðÿäêà.

Ðèñ. 5.3: Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ cosα > 0 è χ ≤ χ0 ≤ 1. Êîíòóð îáõîäèò
òî÷êè âåòâëåíèÿ ÏÔ (2.32), ðÿäîì ñ êîòîðûìè óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå íàáåãè ôàçû
äëÿ x-êîìïîíåíòû.
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Èíòåãðàë
∫ 11′

12′
ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëó (5.26), îöåíêà êîòîðîãî ïðèâåäåíà â Ïðèëî-

æåíèè Ä (âûðàæåíèå (5.27)). Ðàññìîòðèì êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ èíòåãðàëîâ îòäåëüíî.

Èíòåãðèðîâàíèå îò òî÷êè 7′ äî òî÷êè 6′. Ïîëàãàÿ θ = −i ln y1 − i t = i ln y2 − i t,

ïðåäñòàâèì èíòåãðàë
∫ 6′

7′
â ñëåäóþùåì âèäå:

∫ 6′

7′

√
X

Y
e−inθdθ = −i e

−i π/2

yn1

∫ ln
y2
χ

0

√√√√√
(
y2
χ

+ et
)
y1 (et − 1) (y1et − y2)(

y2
χ
− et

)
(y1et − y3) (y1et − y4)

e−ntdt.(5.33)

Ïðè n� 1 èíòåãðàë (5.33) ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ 6′

7′

√
X

Y
e−inθdθ ≈ − 1

yn1

√√√√( 1
χ

+ y1

)
(y1 − y2)

(y1 − y4) (y1 − y3)

∫ y2
χ
−1

0

t1/2e−ntdt(
y2
χ
− 1− t

)1/2

= −
π
(
y2
χ
− 1
)

2yn1

√√√√( 1
χ

+ y1

)
(y1 − y2)

(y1 − y4) (y1 − y3)
×

×
{
I0

[
n

2

(
y2

χ
− 1

)]
− I1

[
n

2

(
y2

χ
− 1

)]}
exp

[
−n

2

(
y2

χ
− 1

)]
. (5.34)

Èíòåãðèðîâàíèå îò òî÷êè 9′ äî òî÷êè 8′. Ïîëàãàÿ θ = −i ln y3 − i t, ïðåäñòàâèì

èíòåãðàë
∫ 8′

9′
â ñëåäóþùåì âèäå:

∫ 8′

9′

√
X

Y
e−inθdθ = −i e

iπ/2

yn3

∫ ln
y2
y3

0

√√√√√
(

1
χ

+ y3et
)

(y1 − y3et)
(
y2
y3
− et

)
(

1
χ
− y3et

)
(et − 1) (y3et − y4)

e−ntdt. (5.35)

Ïðè n� 1 èíòåãðàë (5.35) ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ 8′

9′

√
X

Y
e−inθdθ ≈ 1

yn3

√√√√√
(

1
χ

+ y3

)
(y1 − y3)(

1
χ
− y3

)
(y3 − y4)

∫ y2
y3
−1

0

(
y2
y3
− 1− t

)1/2

t1/2
e−ntdt

=
π
(
y2
y3
− 1
)

2yn3

√√√√√
(

1
χ

+ y3

)
(y1 − y3)(

1
χ
− y3

)
(y3 − y4)

×

×
{
I0

[
n

2

(
y2

y3

− 1

)]
+ I1

[
n

2

(
y2

y3

− 1

)]}
exp

[
−n

2

(
y2

y3

− 1

)]
. (5.36)

Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ àíàëèòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè x-êîìïî-
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íåíòû ýõî-àìïëèòóä ïðè cosα > 0, T2 ≤ T1 è χ ≤ χ0 ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

Mxn

Mx 0

(ξ1ξ2)−n/2 ≈ bn

4

√
(b+ χ)

(
1
c
− 1

b

)
(b− χ)

(
b+ 1

b

) (bc− 1)

×
{
I0

[n
2

(bc− 1)
]

+ I1

[n
2

(bc− 1)
]}

e−
n
2

(bc−1) − cn

4

√√√√( cχ + 1
) (

1
c
− c
)(

1
c
− 1

b

)
(1 + bc)

(
c

χ
− 1

)

×
{
I0

[
n

2

(
c

χ
− 1

)]
− I1

[
n

2

(
c

χ
− 1

)]}
e−

n
2 ( cχ−1) +

(−1)n

4bn

√√√√ (b+ c)
(

1
bc

+ 1
)(

1
χb

+ 1
) (
b+ 1

b

)
×
(

1

χb
− 1

){
I0

[
n

2

(
1

χb
− 1

)]
+ I1

[
n

2

(
1

χb
− 1

)]}
e−

n
2 ( 1

χb
−1), (5.37)

ãäå b îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (3.19), à c - âûðàæåíèåì (3.47). Êîìáèíèðóÿ ðåçóëüòàò

(5.37) ñ óðàâíåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ cosα < 0, ðàññìîòðåííûì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè-

õîäèì ê óðàâíåíèþ (3.42).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû

1. Îáîáùåí ìåòîä àíàëèçà ñïèíîâûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì, îñ-

íîâàííûé íà ôîðìàëèçìå ïðîèçîäÿùèõ ôóíêöèé. Äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ

â îòñóòñòâèå äèôôóçèè ïîëó÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ èìïóëüñíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé òèïà ñïèíîâîãî ýõà è ãðàäèåíòíîãî ýõà ñ ïðîèçâîëüíûìè îòñòðîéêîé îò

ðåçîíàíñà è óãëàìè ïîâîðîòà Ð× èìïóëüñîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé

ýêâèâàëåíòåí ðåçîíàíñíîìó ñ ïåðåîïðåäåëåííûì óãëîì ðåôîêóñèðîâàíèÿ.

2. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ðåçóëüòàòàìè äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñïèíîâîìó

ýõó ñ óãëàìè ïîâîðîòà Ð× èìïóëüñîâ π/2 è π/4. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñðàâíåíèå ïðîâåäåíî

êàê äëÿ ðåçîíàíñíîãî, òàê è äëÿ íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àåâ. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå

ýõî-àìïëèòóäû õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì.

3. Äëÿ CPMG ýõî-àìïëèòóä ïîëó÷åíû êàê òî÷íûå, òàê è àñèìïòîòè÷åñêèå ÿâíûå

àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìà àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ñêîðîñòåé T1 è T2-ðåëàêñàöèè è ýôôåêòèâíûì óãëîì ðåôîêóñèðîâà-

íèÿ.

4. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè, ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþùèå

CPMG ýõî-ñèãíàëû â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îñöèëëÿ-

öèîííîãî çàòóõàíèÿ ñïèíîâîãî ýõà è çàòóõàíèÿ ýõî-ñèãíàëîâ áåç îñöèëëÿöèé.

5. Ðàññìîòðåíà ýâîëþöèÿ AX-ñèñòåìû äâóõ ãîìîÿäåðíûõ ñêàëÿðíî ñâÿçàííûõ ñïè-

íîâ 1/2 â CPMG ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåñåëåêòèâíûõ Ð× èìïóëüñîâ ñ óãëîì ðåôîêóñèðî-

âàíèÿ 1800 è ïðîèçâîëüíûì óãëîì âîçáóæäåíèÿ â ïðåíåáðåæåíèè ðåëàêñàöèåé. Ïîêàçà-

íî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âêëàäû èíòåãðàëüíîé è ìóëüòèïëåòíîé ïîëÿðèçàöèé â ýõî-ñèãíàë

èìåþò ðàçíóþ ôàçó è ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû, ÷òî ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå â ÌÐÒ ñ

èñïîëüçîâàíèåì íåðàâíîâåñíîé ïîëÿðèçàöèè.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í., ïðîô. Íèêèòå Íèêîëàåâè÷ó Ëóêçåíó, à òàêæå ê.ô.-ì.í. Àíäðåþ

Àëåêñàíäðîâè÷ó Ñàâåëîâó, ä.õ.í. Èãîðþ Âàëåíòèíîâè÷ó Êîïòþãó, ä.ô.-ì.í. Êîíñòàíòè-

íó Ëüâîè÷ó Èâàíîâó è ä.ô.-ì.í., ïðîô. Äîêòîðîâó Àëåêñàíäðó Áîðèñîâè÷ó, ñîâìåñòíî

ñ êîòîðûìè áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû, è áëàãîäàðèò ä.ô.-ì.í. Âèòàëèÿ

Àëåêñååâè÷à Ìîðîçîâà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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